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VII. Die Stammfunktion (Das unbestimmte Integral) 


zZ 


Sl. Das unbestimmte Integral und die einfachsten Verfahren 
zu seiner Berechnung 


/ 


263. Der Begriff der Stammfunktion (und des unbestimmten Integrals). In vielen 
Fragen von Wissenschaft und Technik hat man nicht zu einer gegebenen Funktion 
die Ableitung zu bestimmen, sondern umgekehrt eine Funktion zu su£hen, deren Ab- 
leitung bekannt ist. In Nr. 91 betrachteten wir die bekannte Bewegungsgleichung 
8 = s(t), d. h. das Gesetz der Änderung des Weges mit der Zeit, und gelangten durch 
Differentiation zunächst zu der Geschwindigkeit v = = und dann zu der Be- 
schleunigung a = . Tatsächlich ist aber oft das umgekehrte Problem zu lösen: 


Gegeben sei die Beschleunigung a als Funktion von £, also a = alt); gesucht sind die 
Geschwindigkeit v und der zurückgelegte Weg s in Abhängigkeit von der Zeit £. Hier 
ist es also notwendig, zu der Funktion a = aft) diejenige Funktion v = vft) zu finden,‘ 
für welche a die Ableitung ist, und dann bei Kenntnis von v diejenige Funktion s = s(f) 
zu bestimmen, deren Ableitung die Funktion » ist. 


Wir geben nun die folgende 


Definition. Eine Funktion F(x) heißt in einem gegebenen Intervall Stammfunk- 
tion!) der Funktion f(x) oder unbestimmies Integral von f(x), wenn f(x) in dem ganzen 
Intervall die Ableitung von F(x) ist oder, was das gleiche ist, wenn (x) dx das Diffe- 
rential von F(x).darstellt: | 


F'(x)=f(x) oder dF(x) = f(x) dx.) 


Das Aufsuchen aller Stammfunktionen einer Funktion, die sogenannte Integration, 
ist eines der Probleme der Integralrechnung; wie wir sehen, ist dieses Problem die 
Umkehrung des Grundproblems der Differentialrechnung. 


Satz. Ist die Funktion F(x) in einem beliebigen (endlichen oder unendlichen, ab- 
geschlossenen oder nicht abgeschlossenen) Intervall X eine Stammfunktion der Funktion 
f(x), so ist auch die Funktion F(x) + CO, wobei Ü eine beliebige Konstante ist, eine Stamm- 
funktion. Umgekehrt läßt sich jede Funktion, welche Stammfunktion von f(x) im Inter- 


\ vall X ist, in dieser Form darstellen. 


1) Oder primitive Funktion. — Anm. d. Red. 
2) In diesem Fall sagt man auch, die Funktion F(xz) sei eine Stammfunktion (oder ein un- 


bestimmtes Integral) für den Differentialausdruck f(x) dx. 
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Beweis. Die Tatsache, daß außer F(x) auch F(x) + C eine Stammfunktion von 
f(x) ist, folgt sofort aus [F(x) + C] = f(x) = fie). 
Es seinun Ö(x) eine beliebige Stammfunktion von f(x), so daß im Intervall 7 

Pe) = fe) 


gilt. Da die Funktionen F(x) und Ö(x) in dem betrachteten Intervall die gleiche Ab- 
leitung besitzen, unterscheiden sie sich nur um eine additive Konstante (vgl. die Fol- 
gerung aus Nr. 131); es ıst also 


D(2) = Pla) +C, 
was zu beweisen war. 

Auf Grund des Satzes genügt es, zu einer gegebenen Funktion f(x) nur eine Stamm- 
funktion F(x) zu bestimmen, um alle Stammfunktionen zu erhalten, da sie sich nur um 
additive Konstanten voneinander unterscheiden. Also stellt der Ausdruck F(x) + C, 
wobei C eine beliebige Konstante ist, die allgemeine Form einer Funktion dar, die die Ab- 
leitung f(x) oder das Differential f(x) dx hat. Diesen Ausdruck nennen wir das unbe- 
stimmte Integral von f(x) und bezeichnen es mit dem Symbol 

S fe) de, 
in welchem implizit schon eine beliebige Konstante enthalten ist. Die Funktion f(x) 
heißt der Iniegrand. 


Beispiel. Es sei f(x) = x?; dann ist, wie wir sofort sehen, das unbestimmte Inte- 
gral dieser Funktion gleich 


3 
[»&#-5+0: 


Dies läßt sich leicht durch die umgekehrte Operation, die Differentiation, nachprüfen. 

Wir weisen darauf hin, daß unter dem Integralzeichen f das Differential der ge- 
suchten Stammfunktion und nicht ihre Ableitung steht (in dem obigen Beispiel x? dx 
und nicht x?). Diese Schreibweise ist, wie wir in Nr. 294 sehen werden, historisch be- 
gründet; außerdem besitzt sie eine Reihe von Vorzügen, so daß es sehr zweckmäßig 
ist, sie beizubehalten. 


Aus der Definition des unbestimmten Integrals ergeben sich unmittelbar die fol- 
genden Eigenschaften: 


1. af fx) dx = f(x) de, 


d. h., die Zeichen d und f heben sich gegenseitig auf, wenn das ersie vor dem zweiten 
steht. 


2. Da F(x) eine Stammfunktion von F’(x) ist, gilt 
S F@) de = Pla) + 0 
oder in anderer Form 
[ AF«) = Fe) + 0. 


Daraus ist ersichtlich, daß sich die Zeichen d und f ‚ wenn sie vor F(x) stehen, auch 
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dann aufheben, wenn d nach f steht; jedoch muß dann zu F(x) eine beliebige Konstante 
addiert werden. 

Kehren wir wieder zu dem Problem aus der Mechanik zurück, das wir eingangs stell- 
ten, so können wir jetzt 


ve=/[al)de und s= [vi)dt 


schreiben. Wir wollen voraussetzen, daß die Bewegung gleichförmig beschleunigt ist 
und etwa unter dem Einfluß der Schwerkraft stattfindet; dann ist a = g (wenn die 
Richtung der Vertikalen nach unten als positiv angenommen wird) und, wie sich leicht 
erkennen läßt, 


= [gdi=g +0. 


Wir erhalten so für die Geschwindigkeit v einen Ausdruck, der außer von der Zeit i 
noch von einer beliebigen Konstanten C abhängt. Für verschiedene Werte von C er- 
geben sich auch verschiedene Werte für die Geschwindigkeit zu ein und derselben Zeit; 
folglich sind die uns bekannten Angaben für die vollständige Lösung des Problems 
unzureichend. Um zu einer vollständig bestimmten Lösung zu gelangen, genügt es, die 
Geschwindigkeit in einem beliebigen Zeitpunkt zu kennen. Beispielsweise sei bekannt, 
daß im Moment ? = t, die Geschwindigkeit v = v, vorliege; setzen wir diese Werte in 
den Ausdruck für v ein, so erhalten wir 


»=g9gu CC ode C=w— gl; 
so daß 
v=glt—L)+% 


die wohlbestimmte Lösung des Problems ist. 
Für den Weg s erhalten wir 


1 
= [te -W+nld = ze + m)+C 


(durch Differentiation läßt sich leicht nachweisen, daß die Stammfunktion von v 
diese Form haben kann). Die noch unbekannte Konstante C’ könnten wir bestimmen, 
wenn etwa s = s, für # = i, angenommen wird; so finden wir 0’ = s,, und die Lösung 
hat die endgültige Form 


1 
=, ge — Lo)" + vol — bo) + So- 
Die Werte t,, s9, %9 heißen die Anfangswerte für die Größen t, s bzw. v. 

Wir wissen, daß die Ableitung der Funktion y = F(x) den Steigungskoeffizienten 
der Tangente an die entsprechende Kurve angibt. Daher läßt sich das Problem, eine 
Stammfunktion F(x) zu einer gegebenen Funktion f(x) zu bestimmen, folgendermaßen 
erläutern: Es muß diejenige Kurve y = FR) gefunden werden, deren Steigungskoeffi- 
zient dem Gesetz 


tan = flex) 


unterworfen ist. 
Ist y = F(x) eine dieser Kurven, so ergeben sich aus ihr alle übrigen Kurven durch 
eine einfache Verschiebung (um einen beliebigen Abschnitt C) parallel zur y-Achse 
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(Abb. 1). Um eine Kurve aus dieser Kurvenschar näher zu bestimmen, genügt es, 
einen Punkt (x,, %,) zu wählen, durch den diese Kurve verlaufen soll; der Anfangswert 
Y = (x) + C führt auf C = y- Fa). 


Y y=Flx)+C 


Abb.1 


264. Das Integral und die Bestimmung des Flächeninhalts. Wesentlich wichtiger ist die 
Deutung der Stammfunktion einer Funktion als Flächeninhalt eines krummlinig 
begrenzten ebenen Flächenstücks. Da der Begriff der Stammfunktion historisch eng 
mit der Bestimmung des Flächeninhalts verknüpft ist, wollen wir auf dieses Problem. 
jetzt schon eingehen (wir benutzen die intuitive Vorstellung vom Flächeninhalt einer 
ebenen Figur und verschieben die genaue Problemstellung bis Kap. X). 

Gegeben sei im Intervall.[a, b] eine stetige Funktion y = f(x), die nur positive 
(nichtnegative) Werte annehmen möge, und wir betrachten die Figur ABO.D (Abb. 2), 
die durch die Kurve y = f(x), die beiden Ordinaten x = a und x = b und den entspre- 
chenden Abschnitt auf die x-Achse gebildet wird; die so gebildete Figur nennen wir 
krummliniges Trapez. Um seinen Flächeninhalt P bestimmen zu können, untersuchen 
wir das Verhalten des Flächeninhalts der veränderlichen Figur AMND, die zwischen 
der Anfangsordinate x = a,und derjenigen Ordinate eingeschlossen ist, die einem im 
Intervall [a, b] beliebig gewählten Wert x entspricht. Bei Änderung von x ändert sich 
auch der Flächeninhalt von AM.ND entsprechend, wobei jedem x ein wohlbestimmter 
Flächeninhalt entspricht, so daß der Inhalt des krummlinigen Trapezes AMND eine 
Funktion von x ist, die wir mit P(x) bezeichnen wollen. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Ableitung dieser Funktion zu bestimmen. Zu 
diesem Zweck addieren wir zu x einen (sagen wir, positiven) Zuwachs Az; dann er- 
fährt der Flächeninhalt den Zuwachs AP. 


Mit m bzw. M bezeichnen wir den kleinsten bzw. größten Wert der Funktion f(x) 
im Intervall [xz,2 + Ax] (Nr. 85) und vergleichen AP mit den Flächeninhalten der 
Rechtecke mit der Basis Ax und den Höhen m bzw. M. Der Anschauungentnehmen wir 


mAx <AP<M 4x 


oder 
AP 
m< er < M. 


Strebt Ax gegen 0, so streben m und M auf Grund der Stetigkeit gegen f(x), so daß wir 
| AP - 

P'(x) =lim — = fx 

(e) = lim — = /@) 
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erhalten. Damit gelangen wir zu dem folgenden bemerkenswerten Satz!): Die Ab- 
.. des variablen Flächeninhalts P(x) nach der Abszisse x ist gleich der Ordinate 
y=f(ek). 

Mit anderen Worten: Der variable Flächeninhalt ist eine Stammfunktion für die ge- 
gebene Funktion y = f(x). Gegenüber den anderen Stammfunktionen zeichnet sich 
diese dadurch aus, daß sie für x = a verschwindet. Ist eine beliebige Stammfunktion 
F(x) für f(x) bekannt und ist also nach dem Satz aus Nr. 263 


so läßt sich C leicht bestimmen, wenn wir x = a setzen. Es ergibt sich dann 0 = F(a) 
+ C, also © = —F(a), so daß wir schließlich | 


P(x) = F(x) — F(a) 


erhalten. Insbesondere finden wir für den Flächeninhalt ? des ganzen krummlinigen 
Trapezes ABC D, wenn wir x = b setzen, 


P=F(b) — F(a). 


Beispiel. Wir wollen den Flächeninhalt der Figur bestimmen, die von der Para- 
bel y = ax?, der zu einer gegebenen Abszisse x gehörenden Odinate y und dem Ab- 
schnitt auf der x-Achse berandet wird (Abb. 3); da die Parabel die x-Achse im Ko- 


Abb. 3 


0 x PX 


ordinatenursprung berührt, ist hier der Anfangswert von x gleich 0. Zu der Funktion 
fix) = ax? läßt sich leicht eine Stammfunktion angeben; sie lautet 


ax? 
F (x) = 7. 
Diese Funktion ist für x = 0 ebenfalls gleich 0, so daß wir wegen 0 = 0 
3 
Pia) = Fo) +0= = 


erhalten (vgl. Nr. 32, Beispiel 4). 


1) Dieser Satz wird im allgemeinen Satz von NewroNn und LeEiBnız genannt (Isaac NEWTON, 
1643— 1727, englischer Mathematiker; GOTTFRIED WILHELM LeEiBnız, 1646—1716, deut- 
scher Mathematiker). Tatsächlich ‘wurde dieser Satz (jedoch in anderer Gestalt) schon von. 
Isaao Barrow (1630— 1677, englischer Mathematiker, Lehrer NewTons) veröffentlicht. 


2 Fichtenholz II 


4 
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Auf Grund des Zusammenhangs, der zwischen der Berechnung von Integralen und 
der Bestimmung des Flächeninhalts ebener Figuren (d.h. der Quadratur dieser 
Figuren) besteht, wird im allgemeinen auch die Berechnung der Integrale Quadratur 

enannt. 
ß Um das oben Gesagte auf Funktionen zu übertragen, die auch negativer Werte 
fähig sind, genügt es, die Flächeninhalte derjenigen Teile einer Figur, die unterhalb der 
x-Achse liegen, als negativ anzunehmen. 

Somit läßt sich für jede im Intervall [a, 5] stetige Funktion /(x) die Stammfunktion 
stets als variabler Flächeninhalt der Figur darstellen, die von der durch die Funktion 
f(x) gegebenen Kurve berandet wird. Jedoch darf diese geometrische Illustration 
selbstverständlich nicht als Beweis der Existenz einer Stammfunktion aufgefaßt 
werden, solange der Begriff des Flächeninhalts noch nicht begründet ist. 

Im folgenden Kapitel (Nr. 305) werden wir einen exakten und dabei rein ana- 
lytischen Beweis der wichtigen Tatsache geben, daß jede in einem gegebenen Intervall 
stetige Funktion f(x) dort eine Stammfunktion besitzt. Diese Behauptung werden wir 
jetzt schon benutzen. 

In diesem Kapitel werden wir nur über Stammfunktionen stetiger Funktionen 

sprechen. Ist eine Funktion konkret gegeben und besitzt sie Unstetigkeiten, so werden 
wir die Funktion nurin den Intervallen betrachten, in denen sie stetig ist. Damit be- 
freien wir uns, wenn wir die oben formulierte Behauptung als bewiesen annehmen, 
von der Notwendigkeit, jedes Mal von der Existenz der Integrale zu sprechen: Die 
von uns betrachteten Integrale existieren. 


265. Tabelle der Grundintegrale. Jede in der Differentialrechnung auftretende For-. 
mel, die besagt, daß f(x) die Ableitung einer Funktion F(x) ist, führt unmittelbar zu 
der entsprechenden Formel 


J fie) de = Pla) +0 


aus der Integralrechnung. Übernehmen wir die Formeln aus Nr. 95, nach denen sich 
die Ableitungen der elementaren Funktionen berechnen ließen, und ebenfalls die in 
Nr. 99 hergeleiteten Formeln für die hyperbolischen Funktionen, so können wir jetzt 
die folgenden Integrale zusammenstellen: 


1. [0-de=C. 
ae br 


3. [dr mir ut —]). 


1 


1 _ dr 
5. | 1 = | 7 = arstanz + c. 


=arcıinz + C 


6 na de = = 
Y1— x 1 — x? u BL 
a? 
[erde=e +0. 
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8. [sinzde= —cosxr +C. 
9. [csxde=sinz+C. 


1 dr 

10 | a er 
1 de | 

1 (ae —=tanr+-(Ü. 


12. [sinhzede=coshz +0. 
13. [ coshzd«e =sinhx +0. 


1 
14. r% = — cothr + C. 


1 
1. | arg de =tanhr +0. 


Die Formel 4 wollen wir kurz erläutern. Sie ist in jedem Intervall anwendbar, das 
nicht den Koordinatenursprung enthält. Liegt nämlich dieses Intervall rechts vom 


Ursprung, ist also x > 0, so folgt aus der Differentiationsregel [In z]’ = n unmittel- 


bar 
[E=me+o. 


Liegt das Intervalllinks vom Ursprung, ist also x < 0, g können wir uns durch Diffe- 


rentiation leicht davon überzeugen, daß [In (-x)] = — — gilt, so daß 
[ = —=1In(-r)+C 


folgt. Diese beiden Beziehungen ergeben die Formel 4. 
Die oben angegebene Tabelle von Integralen läßt sich mit Hilfe der Integrations- 


regeln erweitern. 
266. Die einfachsten Integrationsregeln. 
I. Ist a eine Konstante (a #0), so gilt 
[ a: fe) de = a- [ fie) de. 


Differenzieren wir nämlich den rechten Ausdruck, so erhalten wir (vgl. Nr. 105, 
Regel I) 


dja- [ fix) dx] = a- dl fa) de] = a fe) de, 


so daß der genannte Ausdruck eine Stammfunktion des Differentials a - f(x) dx ist, 
was zu beweisen war. Ein konstanter Faktor läßt sich also vor das Integralzeichen ziehen. 


II. Es ist 
Sie) + ge)] de = f fe) de + [ gie) de. 
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Differenzieren wir den rechten Ausdruck, so erhalten wir (vgl. Nr. 105, Regel II) 
d[f fix) dx + f gie) de] = d f fa) de + d [ gle) de = [flR) + gle)] de; 


der erwähnte Ausdruck ist also eine Stammfunktion für das letzte Differential, was zu 
beweisen war. Das unbestimmte Integral einer Summe (Differenz) von Differentialen ist 
also gleich der Summe (Differenz) der Integrale jedes einzelnen Differentials. 

Zu diesen beiden Formeln ist zu bemerken: Jedes der in ihnen auftretenden un- 
bestimmten Integrale enthält eine willkürliche additive Konstante. Die Gleichungen 
sind daher so zu verstehen, daß die Differenz ihrer beiden Seiten gleich einer will- 
kürlichen Konstanten ist. Wählt man eine spezielle Stammfunktion auf der einen 
Seite, so ist die Konstante auf der anderen Seite festgelegt. 


Ill. Ist 


Stod=Fi)+0, 
so gilt 


| rar + b) de = — - Flaz + b) + 0”. 


Die gegebene Beziehung ist, wie wir wissen, gleichwertig mit 


d 
7 fu=Fü=fW. 


‚Dann ist also 
— Flax + b)=Ffar+b)-a=a-flar+b), 
so daß sich 


1 |2 Mlaz + 9)| = far +3) 


177 


ergibt, d. h., - - F(ax + b) ist tatsächlich eine Stammfunktion von f{ax + b). 
Besonders häufig trifft man die Fälle a = 1 oder b = 0 an. Für sie gilt 


J fie + b) de = Fe + b) +0, 
| han de = 2 :- F(ax) + (%. 


(Die Regel III ist ein Spezialfall der Regel über die Variablensubstitution in einem 
unbestimmten Integral; darüber werden wir in Nr. 268 sprechen.) 


267. Beispiele. 
1. | (6x? — 32 + 5) dx. Mit Hilfe der Regeln IT und I (und der Grundintegrale 3 und 2) folgt 
[ (62? — 3x + 5) de = | 6a? de — [3ade + [öde 
=6/®de-3 [ade +5[| de 
= 2 Si tös+l. 
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2. Ein Polynom in allgemeiner Form läßt sich auch leicht integrieren: 
f (ag? Laer +. + a, + a,) de 
= a, [a"de+a, [armide + . +a,,[xdz+a, | de 


BERN. an la u . ++. (II,1; 3,2) 


n+1 
3. [20° +1)? de = [ (82% + 122% + 622 + 1) de 
= + #4 4at0. (Beispiel 2) 
4. [ (1 + Vz)de = [ (1 +42 + 62 +42 Ve + 22) de 


= [de +4 [altde+6fade+t [ade + [ 22de 
= a+ + (II, I; 3, 2) 


. te Fame 


3x2? 3x? 


- ((g:+3-5-5)% 
x © 
dx 
=; [e@+z [«- ae 


= 242 Inle+— en (11,1; 3, 2,4) 


Ze an )a+Ve) , u 


= fe de — f* de = zul = Ze +0. (IE3) 


Wir geben nun eine Reihe von Beispielen an, bei denen die Regel III benutzt wird: 


7. (a) I- Inle—al +0. (III; 4) = 
(b) f = m _ [ (x — a)-kde — 7 7 - ay-ktı L C 
_ een +C (k>1). (II1; 3) 
8. (a) [Hin mz ar - —— eos ma + Co (m=0). (HI; 8) 
(b) f FORCE —sin me +C (m=+0). (III; 9) 


(c) [ = el. (III; 7) 
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9. (a) — arcsin — +(C (a >00). (III; 6) 
Er: zn E "RE u 


dr 1 asp 
u [mer = ats . 
{ 177 


Beispiele für alle Regeln: 


10. | amsar- mass (2? + 1) de= [er er tt-ond ’ 


2 — ei etz ter +0. (II, III; 7, 2) 


11. 1 en dx. Dividieren wir den Zähler durch den Nenner, so können wir den Inte- 
Yx 
granden in der Form 


a“, po. 1 
Y v»  yetod 
schreiben; damit ist das zen. gleich 


r de dass na 2 yze+öl+C. (II, I. I1I; 2, 4) 


2 [Hort fe-5+5)@-*-8+en+1+o. 


Die Integration eines Bruches mit kompliziertem Nenner wird oft erleichtert, wenn man den 
Bruch in eine Summe von Brüchen mit einfacheren Nennern zerlegt.!) Zum Beispiel ist 


| 1 _ 1 1/1 1 . 
x — a? («—-a)(e ta) 2a z—-a xz+a) 
13. Mit Hilfe dieser a... erhalten wir 


dr _1 1, |2—a 
x — a? 2a z—a | =, In z-+a 


(vgl. Beispiel 7(a)). 
Für einen Bruch allgemeinerer Art, z. B.: 
FIRIEFOR.. SESSEHER 
(@+a)(@+b) 
können wir das folgende Verfahren anwenden. Offenbar ist (2.+«) — (x +b) =a.— b. Dann 
ergibt sich die Identität 


_ 1 _A @+a-C4Hh Ad (di 1 
(.+a)(«+b) a—b («-+-a)(c+b) Fe ) 
Damit ist: 


4. f dx 41 In 
") «+a)c+b) a-—b 
Insbesondere gilt: 


dr dr 2 —3 
0 er Ser lt® 


1) Partialbruchzerlegung. — Anm. d. Red. 


|+o. 
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2x: —1 


dr 1 dt 1 
b ———-- | —--1l11— C 
v herren | 1\ 3 | + 
z— —ı|It+— 
2 2 
16. [ ET (für B® — AC>0). Der Nenner läßt sich folgendermaßen in 
reelle Faktoren AOreEen: A(z — oa) (2 — f) mit 
ne —B+YB? 40 ae: Ba YB—4A0 
A u A 
‚ Dann erhalten wir, wenn wir das Beispiel 14 berücksichtigen und dorta = —ß,b = —o setzen, 
dr u 1 1 un Arc +-B— VB? — AC 
A+Be+C oy®_40 Ax + B-+YB?— AC | 


Einige trigonometrische Ausdrücke lassen sich nach einigen elementaren Umformungen 
ebenfalls mit Hilfe der einfachsten Verfahren integrieren. Offenbar ist z.B. 


een, en. 
‚ | 2 2 
daraus folgt: 


17. (a) [eos ma dz = Ze + 2, 5in ma + 0 (m #0). 
2 dm 


(0) [sintmede = 2 — 7, sin 2ma +0 (m +0). 
2 ‚dm 


Analog gilt 


sin mx cos nı = — [sin (mtn)z-+sio(m —n)z], 
COS MX COI NT = — [cos (m+n)z+coso(m—n)e], 


sin mx sin nz = — [eos (m — n) = — cos (m + n)al. 


‚Für m + n =+ 0 erhalten wir also die folgenden Integrale: 
18. (a) 1] sin mx cos nz dx 


oe nee ee 


2(m + n) 2(m —n) 


(b) f COS MX cos nz dx 


1 1 ' 
Fee 2 Teen u 


(c) f sin mx sin nx-dx 


nn m na in in(m +Hn)ce+ÜC. 


Abschließend betrachten wir ein etwas komplizierteres Beispiel: 


19. (a) f nr ar (n = 1,2, 3, ...). Wegen 


n n 
sin 2nx = ) [sin 2kx — sin (2k — 2) 2] = 2sinz % cos (2k — 1) r 
k=1 k=1 
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n 
geht der Integrand in 2 3 cos (2k — 1) x über, und das gesuchte Integral ist gleich 
k=1 


» sin (2k— 1)x 
2, —— +6. 
41 7 
Analog gilt: 
n 
(Fe 4 er. 
sin X 


368. Integration durch Substitution der Veränderlichen. Wir betrachten nun eines der. 
wichtigsten Verfahren zur Integration von Funktionen, die Variablensubstitution. 
Ihr liegt die folgende einfache Bemerkung zugrunde: Ist die Beziehung 


fs) de = El) +C 
bekannt, so gilt 
S slotz)) ©’(«) dx = Glo(z)) + C. 


(Die hier auftretenden Funktionen g(t), w(x) und w’(x) sind als stetig vorausgesetzt.) 
Dies folgt direkt aus der Differentiationsregel für eine mittelbare Funktion (Nr. 98) 


d , ’ ’ 
= G(o(z)) = E(w(x)) (x) = glo(z)) w’(z), 
wenn man in Betracht zieht, daß @’(t) = g(t) ist. Dasselbe läßt sich auch anders aus- 
drücken, wenn wir sagen, daß die Beziehung 
d Gt) — g(?) di 


auch gültig bleibt, sofern die unabhängige Veränderliche t durch die Funktion (x) 
ersetzt wird (Nr. 106). 
Wir wollen nun das Integral 


fa) de 


berechnen. In vielen Fällen gelingt es, als neue Veränderliche eine solche Funktion 
t = w(x) zu wählen, daß das Differential in der Form 


fx) de = glo(r)) ©’(x) dx (1) 


dargestellt werden kann, wobei g(f) eine für die Integration geeignetere Funktion als 
f(x) ist. Dann genügt es nach dem oben Gesagten, das Integral 


[sy d=@l)+C 


zu berechnen, um aus ihm durch die Transformation t = w(x) das gesuchte Integral 
zu erhalten. Gewöhnlich schreibt man einfach 


S fa) de = f gl) dt, (2) 


wobei die im rechten Integral stehende Funktion von i durch die erwähnte Substi- 
tution hervorgegangen ist. 
Zum Beispiel wollen wir das Integral 


f sin? x cos x dx 
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auswerten. Da d sin x = cos x d« ist, setzen wir £ = sin x und bringen das Differential 
auf die Gestalt 


sin®xzcoszdt =sin’rdsinz = !?dt. 


Das Integral dieses Ausdrucks läßt sich leicht berechnen: 


[ra=ze+e. 


Nun brauchen wir nur noch zu der Veränderlichen x zurückzukehren, indem wir t 
durch sin x ersetzen: 


[sin = 00542 — sin! z +6. 


Wir weisen darauf hin, daß bei der Wahl der Substitution i = w(z), die den Inte- 
granden vereinfacht, berücksichtigt werden muß, daß in ihm der Faktor w’(x) dx auf- 
treten muß, der das Differential di der neuen Veränderlichen ergibt (vgl. (1)). Im vor- 
hergehenden Beispiel wurde die Substitution? = sin x durch den Faktor cos x dx = di 
nahegelegt. 

Im Zusammenhang damit untersuchen wir das Beispiel 


f sin®x de. 


Hier wäre die Substitution 2 = sin x unbrauchbar, da der eben erwähnte Faktor fehlt. 
Wenn wir versuchen, aus dem Differentialausdruck den Faktor sin x dx oder besser 
— sin x dx als Differential der neuen Veränderlichen abzutrennen, so führt dies auf die 
Substitution # = cosx; da der restliche Ausdruck — sin? x = cos? x — 1 durch diese 
Substitution vereinfacht wird, ist sie gerechtfertigt. Es gilt also 


3 


Bei einer gewissen Übung in der Anwendung des Substitutionsverfahrens braucht 
die Veränderliche z selbst nicht mehr benutzt zu werden. Beispielsweise denkt man sich, 
ım Integral 


3 
[sn za = (e-1 d= 2140-8 — cosc +Ü. 


[ sin? zcos«de = [sin’xzdsin« 


sin x als neue Integrationsvariable und gelangt sofort zu dem Resultat. Analog ist 


jr= Je 
(=) 


de 1 a 
ta a (&) 


Die Substitution i = — wurde hier in Gedanken ausgeführt. 
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Wir sehen jetzt, daß sich die Regel III aus Nr. 266 eigentlich auf eine lineare Sub- 
stitution 2 = ax. + b reduziert: 


[ax + b) de = — | far +) d(ax + b) -— | di. 


Eine Substitution läßt sich auch in einer Form anwenden, die von der hier erwähn- 
ten verschieden ist. In dem Ausdruck f(x) dx können wir nämlich unmittelbar statt x 
die Funktion x = p(t) der neuen Veränderlichen { einsetzen und den Ausdruck 


flot)) Pd) di = glt) di 


erhalten. Offenbar kehren wir wieder zu /(x) dx zurück, wenn wir hier die Substitution 
— w(x) durchführen, wobei w(x) die zu o(f) inverse Funktion ist, sobald diese existiert. 

Daher gilt wie früher die Gleichung (2), wobei nach der Berechnung des Integrals 

rechts £ = w(x) gesetzt werden muß. | 
Als Beispiel betrachten wir das Integral 


[ dx 
ey 
Yz(1+ Yz) 
3 
Setzen wir x = { (um alle Wurzeln zu beseitigen), so erhalten wir Yx = 33, Vz =, 
dx = 61° di und 


dx 6 ed 6 dt di 
lH) JR re 
= 6(t — arctan?) + Ü. 


Jetzt brauchen wir nur noch mit Hilfe der Formelt = Vz zur Veränderlichen x über- 
zugehen, und wir finden schließlich 


5 =6 (Yz — arctan Vz) 20, 


Noch interessanter ist das Beispiel 


f Va? — x? de. 


Die Differenz der Quadrate im Radikanden (von denen das erste konstant ist) ver- 
anlaßt uns, die Substitution x = a sin t durchzuführen.!) Es gilt 


Va — x? =acost, de =acostdt 
[ya — de = a2 [ cos? tdi. 


Das Integral 
or | eostedt = a? I$:+ zen] +6 


und 


1) Es ist angebracht, anzunehmen, daß x zwischen —a und a und f zwischen ”z und = 


.. } E} x 
variiert. Dann ist f = arcsin —.: 
a 
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ist uns schon bekannt (vgl. Nr. 267, Beispiel 17(a)). Für den Übergang zu x setzen 


wir = arcsin — ein; die Umformung des zweiten Summanden wird dadurch er- 
leichtert, daß 


2 


— sin 2 = —asint:aoost - ra? _ 2° 
gilt. Schließlich erhalten wir 
— 1 ı——— , x Ä 
Te RER in 
ya x? dx 5 va x? + 5 arcsin — + C 
Die Fähigkeit, vorteilhafte Substitutionen ausfindig zu machen, läßt sich nur durch 
Übung erlangen. Obgleich es hierfür keine allgemeinen Hinweise gibt, wird der Leser 
in Nr. 269 einzelne spezielle Bemerkungen finden, die das Aufsuchen erleichtern. Teil- 


weise sind die Substitutionen einfach angegeben. 


269. Beispiele. 
x? « 
1. (a) Je xde, (b) fer i ON rt: 


(a) Lösung. Setzen wir & = x?, so ist di = 2x. dr und 


[era-z [ru-ze+o- ger re. 


(b) Hinweis. Dieselbe Substitution. Die Lösung ie arctan x? + C. In beiden Fällen 
haben die Integrale die Form 2 


[ gl?) ade = — [ g(z?) d(z?), 


wobei g eine für die Substitution geeignete Funktion ist; für solche Integrale ist die Substi- 
tution ? = x? die naturgemäße. Analog benutzt man für Integrale der Gestalt 


[ser d= 5 | 0) de 


die Substitution # = x? usw. Zu diesem Typ gehört das dritte Integral. 


(c) Lösung. — tan a? +6. 


s vn 


2. f (ax? + B)#z de (u == —1). Hier kann man t = z? setzen; noch einfacher ist es, u = x” 


+ ß als neue Veränderliche zu wählen, da sich x dz nur um einen konstanten Faktor von 
du = 2x dx unterscheidet. Somit ist 


= u RER. SER 14 
for + Br 2&=; Fr "arte + Br 4 (, 


In |e]| x 
3 (a) ee (b Ben „ ON x] j 


Hinweis. Alle diese Integrale sind von der Gestalt 


[otn 1 = [ot 1a al le, 


so daß hier die Substitution i = In |z| zweckmäßig ist. 
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+C 


Lösung. (a) — Ins +0, (b)injinjell +0,  (e) = «| 


4. Integrale der Gestalt 
(sin x) cos x dr (cos x) sin x dx (tan &) En 
[ g x s g s 8 EE 


transformiert man mit Hilfe von 


t=sint, u (Cost, v—=tane. 


Beispielsweise ist: 


(a) Ir Ser. _ L Fi arctan t + ( = arctan (sinz) + C. 


1 + sin?x 1+ 


(b) [nzae= [ Id= En —In ul +0 = —In lcosz| + C. 
cos an 
(e) dr u mich _ J dv 
A:sin?z + Becostx A?tan?x + BD? A?v? + BD? 
\ 
= — arctan = +Cl= — arctan (5 tan #) +0. 


2x de " e?? 
5 b txde, ———dı, 
eo (2 (0) | eotrde ol “ Cu rer 
Lösung. (a) Setzen wirt = x? + 1, so ist der Zähler 2x dx genau gleich di; das Integral wird 


also auf 
- 
nl} +C=h(@a?+1)+C 


zurückgeführt. 
Immer dann, wenn das vorgelegte Integral die Gestalt 


je fe) „,_ (Mo) 
I) 
hat, so daß also im Integranden der Zähler die Ableitung des Nenriers ist, führt die Substitution 


‚t= f(x) sofort zum Ziel: 


[F-mm+o=-mii+ 0. 


Nach diesem Muster ist 


(b) fe: xde = = EnE —= In Isinz] + C (vgl. 4(b)). 


‚SIN X 


: e _4 fde® +1) 1 | 
(c) lere-: [FE aan 


de 
(d) I-[® <=h tanz] +0. 
sın 2 cos x tanz 
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! 


6. Aus dem Integral ö(d) ergeben sich leicht die beiden nützlichen Integrale 


a 
(a) a = SERIEN AERIERREEN = tan —| +0. 
sın X 


. % x 
SIN — COS — 
'y; 2 2 


+3] 
(b} de 2 


= ——-- -In on (> +2 )|+0. 

cos x : Te 2 4 

siınix + — 
+2] 
5 Varctan x — 2 
. (a) _— — | Yaretan x d (aretan x) = — (arctan x)? + C. 
1+2% 3 
erde de? 
(c) RER = “} IE = In Jcos—| + C (vgl. 4(b)). 

x 


Wir geben jetzt einige Beispiele an, wie Ausdrücke integriert werden, in denen Glieder der 
Form a? — z2, x? + a? und x? — a? auftreten. In diesen Fällen ist es im allgemeinen nützlich, x 
durch eine trigonometrische oder hyperbolische Funktion der neuen Veränderlichen t mit Hilfe 
der Beziehungen 


sin?t + co®t=1, 1 +tan?t=sectt = } 
cos? £ 
cosh?t — sinh?t =1, 1 — tanh?t = —— 
cosh? t 
zu ersetzen. 
d z . 

FRITZ Substitution z = atand,!) de = -_ =? = = > also ist (vgl. 
x a? 08 


Nr. 267, Beispiel 17(a)) 


dr 1 1 
[rn [rt zn + sin tens) +6. 


Gehen wir jetzt zur Veränderlichen x über, indem wir t = arctan X setzen und sin t und cost 
a 


durch tant = Fr ausdrücken, so erhalten wir schließlich 2 
1 x 1 x 
= — —— 1 —— arctan —-+(. 
Ir; (2? + Ei Da? x + a? E 2a? een a a 


9. [ Ti Hier ist es günstig, hyperbolische Funktionen zu benutzen. Berücksich- 
g2 + a? 


tigen wir im Integral das untere Vorzeichen, so setzen wir z=acosht (fürz,t>0), 
de =asinhtdt und}xz? — a® = asinht. Das Integral geht dann einfach in f d=t+Ü 
über. Für den Übergang zu x erinnern wir an den Ausdruck für die Inverse des hyperboli- 


1) Dabei muß t zwischen = und = variieren. 
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schen Kosinus (vgl. Nr. 49, Beispiel 3) und erhalten 


dt x xc\2 
TEEN: PR er | C=] Yz2—.a:) +(V, 
Fern n (44 ” )+ BET 


wobei C’ den Summanden —In «a einschließt. 


de . de de 
2 or ” era | -a® 


In diesem Fall kommt man ebenso einfach mit Hilfe trigonometrischer und hyperbolischer 


: int di 
Funktionen zum Ziel. Beim ersten Integral (b) setzen wir z=asect, de= er 
c 
BA. dann ist «? — a? = a?tan?t und 
cost 
1 cost.dt 1 1 1 x 
—_ı —_- —_ (| II --—. —40=-— +0. 
(22 — ad)? a? sin? t a? sint a? Var _ a2 
11. un, Die Substitution x = a sin t, dr = a cos t dt führt dieses Integral über in 
Ya? — x? i 
el. 
— = — a tan — C 
+ sint q 2 is 
(vgl. 6(a)). Wegen 
: 1—cost a-—Ya? — »? 
tan — re are 
2 sın t x 


Abschließend betrachten wir noch zwei Beispiele für die Integration durch Substitution, 
wobei die Substitution nicht so naheliegend ist wie in den vorhergehenden Fällen, dafür aber 
schnell zum Ziel führt. 


= 


Quadrieren wir Ba Beziehung, so hebt sich x? fort, und wir erhalten 


& 0). Wirsetzen J&® +& =t — x und wählen t als!'neue Veränderliche. 


E— a / 


so daß 


?—a 2#2?-+a en u. 
x2 =t — —, d = dt 
ee PTR Y ner” 


ist. Schließlich finden wir 


de [fd _ - 
ne ; nl| +C= In |@ + Vz + «| +6 (vgl. 9). 


13. [rs e<<n Wir setzen = tg + Being (0<p<}) 
Ve — 0) (#2) 2 


wobei p die neue Veränderliche ist. Dann gilt 


z—-a=(ß— o)sin:g, BP-x=(P—o)cop, 


de = 2(ß — o)singcospdp, 
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de v—& 
——2 dp = 29 + 0 = 2arctan |/ +6. 
5 j ie; 


270. Partielle Integration. Sind u = f(x) und v =g(x) zwei Funktionen von x mit 
stetigen Ableitungen u’ = f’(x) bzw. v’ = g’(x), so gilt auf Grund der Regel für die 
Differentiation eines Produkts die Beziehung d(wv) = u dv + v du oder u dv = d(wv) 
— vdu. Eine Stammfunktion für d(wv) ist offenbar uv; daher ist 


[ud = w— [vdu, (3) 


wobei die zu wv gehörige Konstante in f v du enthalten ist. Dies ist die EB, für die 
partielle Integration. Sie führt die Integration von u dv = uv’ dx auf die von vdu 
= vu’ dx zurück. 

Wollen wir zum Beispiel das Integral [| x cos x dx ermitteln, so setzen wir 


also 


u=tT, dv = coszde; 
also ist 
du=der, v=sint.!) 


Auf Grund von (3) gilt dann 
[xzcoszde= [edsnz=xsinz — [sinede=xsinx+cosx+0. (4) 


Somit erlaubt die partielle Integration, den komplizierten Integranden x cos x durch 
den einfachen sin x zu ersetzen. Um v zu erhalten, muß allerdings auch der Ausdruck 
cos x dx integriert werden (daher der Name partielle Integration). 

Benutzen wir die Formel (3) zur Berechnung eines gegebenen Integrals, so muß der 
Differentialausdruck in zwei Faktoren zerlegt werden: in v und dv = v’ dx, von denen 
wir den ersten differenzieren und den zweiten beim Übergang zum Integral auf der 
rechten Seite integrieren. Man muß versuchen zu erreichen, daß die Integration des 
Differentials dv keine Schwierigkeiten bereitet und das Ersetzen von % durch du und 
von dv durch v zusammen eine Vereinfachung des Integrals nach sich zieht. Es wäre 
also unvorteilhaft, in dem obigen Beispiel x de = dv und cosx = u zu Setzen. 

Bei einiger Geschicklichkeit ist esnicht notwendig, die Bezeichnungen z und v ein- 
zuführen (vgl. (4)). 

Die partielle Integration hat ein beschränkteres Anwendungsgebiet als die Sub- 
stitution der Veränderlichen. Es gibt jedoch ganze Klassen von Integralen, z. B. 


f ck Inm x. de, f ak sin bx de, f ak cosbx dr, f ak ee2 dx 


u. a., die sich speziell mit Hilfe der partiellen Integration berechnen lassen. 

Die wiederholte Anwendung der partiellen Integration führt auf die sogenannte 
verallgemeinerte Formel für die partielle Integration. Wir setzen voraus, daß die Funk- 
tionen u und vim betrachteten Intervall stetige Ableitungen bis einschließlich (n +1)- 
ter Ordnung besitzen: vw’, v’, u”, v”, ..., um, v9, ur+D, vIm+D, Ersetzen wir in (3) die 
Größe v durch v®), so ist 


f uvr+D de = f ud) = ur) — f vr) du = wm) — f uvm) de. 
1) Da es für unsere Zwecke genügt, cos x dx auf eine Art in der Form dv darzustellen, brauchen 


wir für v nicht den allgemeinsten Ausdruck anzugeben, der noch die willkürliche Konstante 
enthält. Diese Bemerkung müssen wir auch im folgenden beachten. 
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Analog gilt 
[ uvm) de = uvrd —. f uvm» de, 


f uud de = u’ vyrd) — f u vd de, 


f umv' de = um» — f ur+dDode. 


Multiplizieren wir diese Gleichungen abwechselnd mit +1 oder —1 und addieren wir 
sie, so gelangen wir, da sich die gleichen Integrale auf der linken und der rechten Seite 
gegeneinander aufheben, zu der Formel 


f werd) de = wm) — ud + u vd — ... 
+ (1)? u®dv + (—1)r*1 f ut) yde. (5) 


Besonders nützlich ist diese Formel, wenn einer der Faktoren des Integranden ein 
Polynom ist. Stellt v ein Polynom n-ten Grades dar, so ist u"+D = 0; für das Integral 
auf der linken Seite ergibt sich dann ein geschlossener Ausdruck. 

Wir gehen nun zu Beispielen über. 


271. Beispiele. 
1, f x° In |x| dx. Die Differentiation von In |x| führt zur Vereinfachung; daher setzen wir 
u = In |e|, dv = x? de, 
so daß 


ist, und finden 
1 1 1 1 Ä 
23 1In je] de = — ala |ea| — — | de = —atlnlel| -— — at +C. 
4 4 4 16. 


2. (a) [injalde, (b) [aretanzde, (ce) [aresinzde. 

Nehmen wir in allen drei Fällen dx = dv, so erhalten wir 
(a) In x]|de=zIn|e| — [ed 2| = zIn || — fd = z(In]e2| -—1)+C. 
(b) J arctan x de = zarctanz — f x d(arctan x) 


—= zarctanz — 2 dr 
+1 


= varctane — — In (« +1)+C 
(vgl.'Nr. 269, Beispiel 5 (a)). 


(c) f arcsin x de = zarcsinz — J x d(arcsin x) 
= x arcsin'z _ en, dr 
Y1 — 22 
= rarsine +1 — ® +C 


(vgl. Nr. 269, Beispiel 2). 
3. f x? sin x de. Es gilt 


[= d(—cosz) = —r? cosr — [ (-cos x)de® = —r?cosz +2 f 2 cosxde. 
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[— 


Damit haben wir das gesuchte Integral auf ein schon bekanntes (vgl. (4) aus Nr. 270) zurück- 
geführt; setzen wir diesen Ausdruck für das Integral ein, so ergibt sich 


[ = sin x de = —272cos2 + 2(zsinz + cose) +C. 


Hier muß die Formel für die partielle Integration zweimal angewendet werden. 
Ebenso lassen sich durch wiederholte Anwendung dieser Regel die Integrale 


1) P(x) e** dx, f P(x) sin bx de, f P(x) cos bx de 


Pr 


berechnen, wobei P(x) ein Polynom in x bezeichnet. 


4. Für Integrale dieser Form kann man mit Hilfe der verallgemeinerten Formel für die 
partielle Integration sofort allgemeine Ausdrücke erhalten. 

Setzen wir v{r+t1) — 697, so finden wir 

vn) — ed? , yin-1) — er ; yin-2) — en 
a a? a? 
Daher ergibt sich aus (5), wenn P(x) ein Polynom n-ten Grades ist, 
P(x) e? de = e** EA ERS 2 ten +0, 
a a a? 


Analog ist, wenn wir v(*t1) — sin br setzen, 


ige, ae ve _— 
Damit erhalten wir die Formel 
[re sin bz de = ein be | Gr + | — con ba | Gr 4 a] +6. 
Ähnlich läßt sich auch die folgende Beziehung aufstellen: 
[re cosbz de = sin br - F -7 . | + cosbr- Fi — — + 2 +0, 


5. f x? In? dx (x > 0). Dieses Integral können wir wegen 
Dre en En xtdIin?x Be . x? In x de 
4: 4 4 4 2 
auf das Integral aus Beispiel 1 zurückführen. Die Lösung lautet 


i 1/1 1 
I: de = —elnig s(ztma gt) +e 


= (in? 2 Zn 2 +5) +0. ' 


Folglich läßt sich so auch das Integral 
f zk Inm x de 


lösen, wobei % eine beliebige reelle Zahl (k # —1) undm = 1,2, ... ist. Integrieren wir dieses 
Integral partiell, indem wir u = In” x setzen, so erhalten wir die Rekursionsformel 


fern za - z - ar Kar 


mit deren Hilfe die Berechnung des gegebenen Integrals auf die Berechnung eines Integrals 
vom gleichen Typ, aber mit einem um 1 kleineren Exponenten bei In x, zurückgeführt werden 


kann. 


3 Fichtenholz II 
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Übrigens bringt‘ die Transformation t=Inxz das betrachtete Integral auf die Form 
f im elk+1)t dt, die wir schon in den Beispielen 3 und 4 untersucht haben. 
6. Interessante Beispiele sind die Integrale 
1) e0% cos br dr, f 692 sin bz dr. 


1 
Wenn wir sie partiell integrieren (z. B. in beiden Fällen dv = e®? dr und v = — e°? setzen), so er- 
halten wir i 


f e*? cos bz de = En e0% cos bx + u f e0? sin br. dz, 
a a 


[er in dr de = — 0 sin da — [er oste dr. 
qa a 


Damit haben wir jedes dieser beiden Integrale durch das andere ausgedrückt.!) 
Ersetzen wir in der ersten Formel das rechte Integral durch die zweite Formel, so gelangen 
wir zu der Gleichung 


bsindbz +acosbrz 


a? + b? BE 


fe cos bx de = 


mit deren Hilfe sich das erste Integral berechnen läßt. Analog ergibt sich für das zweite Integral 


: a sin bxz — b cos bx ; 
fer int er + 0”. 


7. Als letztes Beispiel für die Anwendung der partiellen Integration geben wir eine Re- 
kursionsformel zur. Berechnung des Integrals 


dr 
1 n=1,2,3,..) 


Wenden wir hierauf die Formel (3) an, indem wir 


1 
U a er 
(x? + a?)" 


setzen, so daß 


dv = de 


nz de 
(+ am’ 


ist, so finden wir 


nut mn ji 
"Ta tayr J re 


Das letzte Integral läßt sich folgendermaßen umformen: 


x? . [ («+.0)— a? 
en 
dr dr 
[rn era en 


1) Sind die Integrale als bestimmte Stammfunktionen aufzufassen (vgl. die Bemerkung in 
Nr. 266), so muß man, wenn man in der zweiten Formel dieselben Funktionen wie in der 
ersten haben will, strenggenommen noch auf der rechten Seite eine gewisse Konstante hinzu- 
fügen; diese Konstante steckt in den Konstanten C und C” der endgültigen Ausdrücke. 


du = v—=Xr 
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Setzen wir diesen Ausdruck in die vorhergehende Gleichung ein, so erhalten wir 


x 
n (=? + a2)" + 2nJ , = 2na?) n+1> 
woraus sich 
1 x 2n—1i1 1 
I = — LI 7 
nr Ina (2? + a?)" i 2n ar: " (6) 


ergibt. Durch diese Formel wird die Berechnung von J „,. auf die von J, mit dem um 1 kleineren 
Index zurückgeführt. Da wir das Integral 


1 x 
J, = — arctan — 
' a a 


kennen (vgl. Nr. 267, Beispiel 9(b); wir nehmen einen seiner Werte, nämlich für C = 0), so 
ergibt sich aus (6) fürn =1 


Jo en en 
2a? 2? + a? 2a® a 


(dies erhielten wir früher auf anderem Wege; vgl. Nr. 269, Beispiel 8). Setzen wir in (6) nun 
n = 2, so folgt 


1 x 3 1 x 3 x 3 x 
fe a ne re an 
® 4a: (x? + a?)? + 4a? ” 4a? (22 -+ a?)2 r Sat 22 + a? r 8a5 mn a 


usw. Auf diese Weise läßt sich das Integral J, für jeden natürlichen Index n berechnen. 


82. Die Integration rationaler Ausdrücke 


272. Problemstellung der Integration in geschlossener Form. Wir wollen uns nun mit 
den elementaren Verfahren der Berechnung unbestimmter Integrale vertraut machen. 
Diese Verfahren geben jedoch nicht den einzigen Weg an, den man einschlagen muß, 
um ein gegebenes Integral auszuwerten; dabei bleibt vieles der Geschicklichkeit des 
Rechners überlassen. Jetzt und in den folgenden Paragraphen werden wir uns aus- 
führlich mit einigen Klassen von Funktionen beschäftigen und zur Berechnung ihrer 
Integrale Verfahren entwickeln, die sicher zum Ziel führen. 

Bei der Integration von Funktionen der erwähnten Klassen interessiert uns beson- 
ders, nach welchem Prinzip ihre Einteilung durchgeführt wird. 

In Nr. 51 wurde diejenige Mannigfaltigkeit von Funktionen charakterisiert, auf 
welche sich in erster Linie die Analysis anwenden läßt; dies sind die sogenannten 
elementaren Funktionen und die Funktionen, welche sich mit Hilfe endlich vieler 
arithmetischer Operationen und Verkettungen (ohne Grenzübergänge) durch ele- 
mentare Funktionen ausdrücken lassen. 

In Kapitel III sahen wir, daß alle diese Funktionen differenzierbar sind und ihre 
Ableitungen zur gleichen Mannigfaltigkeit gehören. Anders verhält es sich mit den 
Integralen: Häufig zeigt es sich, daß das Integral einer Funktion aus der genannten 
Klasse selbst dieser Klasse nicht angehört, d. h., daß es nicht mit Hilfe endlich vieler 
der oben genannten Operationen durch elementare Funktionen ausgedrückt werden 
kann. Zu den nicht in geschlossener Form darstellbaren Integralen gehören, wie man 
weiß, z.B. 


\ d 
fr. fs x* de, [os 2? de, I de, [E«. IF 
x x Inz 


3* 
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andere Beispiele analoger Art werden weiter unten. angegeben (vgl. Nr. 280, 289, 
290 u.£.). 

Es ist wichtig zu betonen, daß alle diese Integrale wirklich existieren.!) Sie stellen 
völlig neue Funktionen dar und lassen sich nicht auf die Funktionen zurückführen, 
die wir elementar nannten?) 

Es sind verhältnismäßig wenig allgemeine Klassen von Funktionen bekannt, für 
welche die Integration in geschlossener Form ausführbar ist; mit diesen Klassen wollen 
wir uns nun näher beschäftigen. An erster Stelle ist die wichtige Klasse der rationalen 
Funktionen zu nennen. 


273. Partialbrüche und ihre Integration. Da aus unechten rationalen Brüchen ganze 
Funktionen abgespalten werden können, deren Integration keine Schwierigkeit be- 
reitet, genügt es, sich mit der Integration echter Brüche zu befassen (bei welchen also 
der Grad des Zählers kleiner ist als der des Nenners). 

Wir verweilen nun bei den sogenannten Partialbrüchen; das sind Brüche der folgen- 
den vier Typen: 


I. en A 
—a 
A 
LI. (x a) K2,3,2); 
ii ST, 
@+pe+g 
Mz+-N 
IV. —01[m=2,3,...); 
(+ px + q)" 


wobei M, N, a,p,g reelle Zahlen sind; außerdem setzen wir bei den Brüchen der 
Form HI und IV voraus, daß der Ausdruck x? -+ px + q keine reellen Nullstellen 
habe, so daß also 
p? p? 
ag <O0 oder qq 7 >0 


gilt. Brüche der Form I und II haben wir schon integriert (Nr. 267, Beispiel 7): 


al = -=Ahk-a+6, 


A 1 
Na OO E-Ik-ayı En 


1) Vgl. daz Vgl. dazu den Schluß von Nr. 264. Wir kommen auch in Nr. 305 noch darauf zurück. 
2) Um dem Leser zu helfen, sich mit dieser Tatsache vertraut zu machen, erinnern wir daran, 
daß die ‚Integrale 


am. r 
are 


(also nn von rationalen Funktionen) selbst keine rationalen Funktionen sind. Wenn 
also für uns nur rationale Funktionen ‚elementar‘‘ wären, so würden sich die obigen Inte- 
grale von „elementaren‘‘ Funktionen nicht durch „elementare‘‘ Funktionen ausdrücken 
lassen, da sie „‚nichtelementare‘“ Funktionen einer neuen Art (nämlich In « und arctan x) 
darstellen. 
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Die Integration von Brüchen der Form III und IV wird durch folgende PRRONEEE 


vereinfacht. Wir trennen von dem Ausdruck x? + px + qdas Quadrat von x En Zah 
und erhalten 


= + p+g=@+280+($ 3) +| -(2)| 


+3) +) 


Der Ausdruck in der letzten Klammer, der nach Voraussetzung positiv ist, ist gleich 
a?, wenn wir 


p° 
— = | 


setzen. Nun wählen wir die Substitution 


+ =t, de =di, 


?+pe+q=l+a, Ma+ N = Mt + ( -32). 
Im Fall III erhalten wir 
. Mp 
Me+N ,_ + ( u 
ep 2 + a? 
- 2: di N di 
Erat 2? + 02 
M,J,, Mp t 
De 2 2 L_ _._E 2 ! 
= In (t nl U) und +0 


oder, wenn wir zu x zurückkehren und den’ Wert von a einsetzen; 


Mx:+-N aM i 
ER = Z—un@+perg 
en Beau arctan un +60 
V4g — p? Y4q — p% 
Für den Fall IV ergibt dieselbe Substitution 
Mp 
Mae+N ,_ a ( -7) A 
+ pr +" \ @+ajr 


Bi 2t dt Mp di 
Fr Gew; +(a-Z) [FFaR m 


Das erste dieser Integrale auf der rechten Seite läßt sich mit Hilfe der Substitution 
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2 + a? = u, 2t dt = du berechnen: 


21: di du 1 1 
lae- 5 rt 
1 1 | 
Das zweite Integral der rechten Seite kann für jedes m durch die Rekursionsformel (6) 
aus Nr. 271 gelöst werden. Dann setzen wir zum Schluß in das Resultat den Wert 


„„_tp 
2 


ein, um zu der Veränderlichen x zurückzukehren. 


Damit ist die Frage nach der Integration von Partialbrüchen beantwortet. 


274. Die Zerlegung von echten Brüchen in Partialbrüche. Wir beschäftigen uns jetzt 
mit einem Satz aus der Algebra, der jedoch für die Integration rationaler Brüche von 
fundamentaler Bedeutung ist: Jeder echte Bruch 


Pix) 
x) 
läßt sich als Summe endlich vieler Partialbrüche darstellen.!) 

Diese Zerlegung des echten Bruches in Partialbrüche ist aufs engste mit der Zer- 
legung seines Nenners Q(x) in Faktoren verknüpft. Bekanntlich läßt sich jedes Poly-- 
nom mit reellen Koeffizienten (eindeutig) in reelle Faktoren der Gestalt x — a und 
x? + px + q zerlegen; dabei sollen die quadratischen Faktoren keine reellen Null- 
stellen haben und folglich nicht in reelle Linearfaktoren zerfallen. Fassen wir gleiche 
Faktoren (sofern solche existieren) zusammen und setzen wir aus Gründen der Ein- 


fachheit den höchsten Koeffizienten des Polynoms Q(x) gleich 1, so läßt sich die Zer- 
legung von Q(x) in der Form 


Az) = (2 — a)fı (a + Pr + gg)" --- (3) 


schreiben, wobei %,, ..., M, ... natürliche Zahlen sind, 
Ist der Grad von gl) gleich n, so ist die Summe der Exponenten &;, vermehrt um 
die doppelte Summe der Exponenten m,, BR: gleich n: 


Lk +2,m=n. (4) 
i j 
Für den Beweis des obigen Satzes stellen wir vorerst die folgenden beiden Hilfs- 
sätze auf: 


1. Wir betrachten ein beliebiges lineares Polynom x — a, das in der Faktorzer- 
legung des Nenners mit dem Exponenten k > 1 auftritt, so daß also 


Ar) = (x — a) Qı(«) 


gilt, wobei das Polynom Q,(x) nicht mehr durch x — a teilbar ist. Dann läßt sich der 
gegebene Bruch 


Pi) _ P(x) 
Ar) (a) Qıl) 


!) Satz von der Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen. — Anm. d. Red. 
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als Summe von echten Brüchen darstellen, 


A P,(«) 
—-af (2 — a)1Q,(«) 
von denen der erste Bruch ein Partialbruch ist und der Nenner des zweiten Bruches 
den Faktor x — ain niedrigerer Potenz als vorher enthält. 


Zum Beweis genügt es, die Zahl A und das Polynom P,;(x) so zu wählen, daß die 
Identität 


Piz) — AQı(lz) = (x — a) P,(&) 
erfüllt ist. Wir bestimmen zuerst A derart, daß sich die linke Seite dieser Identität 


durch x — a dividieren läßt. Dafür ist (nach dem bekannten Satz von BEZoUT?)) hin- 
reichend, daß die linke Seite für x = a gleich 0 ist; dies führt für A auf den Ausdruck 


_ Pia) 
Ada) 


Er ist sinnvoll, weil (ebenfalls nach dem Satz von Bezour) Q,(a) = 0 ist. Bei dieser 
Wahl von A läßt sich dann das Polynom P, mittels Division durch x — a bestimmen. 


u) 


2. Es sei nun x? ++ px + g ein beliebiges Polynom zweiten Grades, das in der Zer- 
legung des Nenners mit dem Exponenten m > 1 auftritt, so daß wir 


Ax) = (2? + pr + q" Q,(«) 


setzen können, wobei Q,(x) nicht durch x? + px + q teilbar ist. Dann ist der echte 
Bruch 

P(x) u P(x) 

A) (2? +px + gq)" Qıla) 
als Summe von echten Brüchen darstellbar, 

(@+pe +" (a +pe + TtQ le)’ 


von denen der erste Bruch ein Partialbruch ist und der zweite Bruch im Nenner den 
Ausdruck x? + px + g, aber mit kleinerem Exponenten als vorher enthält. 

Zum Beweis brauchen wir nur die Zahlen M, N und das Polynom P,(x) so zu wählen 
daß die /dentität 


P(x) — (Mx — N)Qıl@) = (+ px + q) Pı®) 


erfüllt ist. Wir bestimmen M und N so, daß die linke Seite durch 2? + px + g teil- 
bar ist. Die Reste bei der Division von P bzw. Q, durch diesen Ausdruck seien ax + ß 
bzw. yx + ö. Damit ist die Aufgabe auf die Frage zurückgeführt, ob der Ausdruck 


s2 +8 —(M&z+N)(ye +6) = —yMx?+ (x —6M —yN)z+($—6N) 


1) Die Buchstaben P, Q@ (mit verschiedenen Indizes) bezeichnen hier und im folgenden Poly- 
nome, die Buchstaben A, M, N konstante Zahlen. 
2) ErIenne Bezout, 1730—1783, französischer Mathematiker. \ 


“ 
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durch x? + px + q teilbar ist. Führen wir hier die Division aus, so erhalten wir als 


Rest 
(?Y —-9)M—yN +oJle+yM—6N + Pl. 


Damit dieser Rest identisch verschwindet, müssen wir die beiden eckigen Klammern 
gleich 0 setzen; wir finden so zur Bestimmung von M und N ein System von zwei 
linearen Gleichungen. Seine Determinante 


t. 
\ 


py — 6 
gy 


ist von 0 verschieden. Man kann sie nämlich für y =# 0 auf die Gestalt 


4263) 


bringen; da der Ausdruck in eckigen Klammern der Wert von x? + px + gim Punkt 


= = 6? — pyö + qy? 


gv—— - ist, kann er nicht verschwinden, denn x? + px + qg hat keine reellen Null- 


stellen. Für y = 0 reduziert sich die Determinante auf 82, und ö = 0 ist unmöglich, 
da Q,(z) nicht durch x? + px + q teilbar ist. 

Sind M und N nach diesem Verfahren berechnet, so können wir auch hier das 
Polynom P;(x) mühelos durch Division erhalten. 

Wir wollen nun den obigen Satz beweisen. Der Beweis läßt sich auf die wiederholte 
Anwendung der Sätzel und 2 zurückführen, mit deren Hilfe die Partialbruch- 
zerlegung des gegebenen echten Bruches durchgeführt werden kann. Tritt der Faktor 
x — ain Q nur einmal auf, so ordnen wir ihm auf Grund von Satz 1 (für k = 1) einen 
einzigen Partialbruch der Form 


A 


u — 4 


zu. Tritt der Faktor x — a in einer Potenz k (k > 1) auf, so können wir auf Grund des 
Satzes 1 den Partialbruch 
Ar 


(x — a) 
dann von dem restlichen Bruch (wieder auf Grund von Satz 1) den Partialbruch 
Ar-ı 
(x — a)! 


abspalten usw., bis der Faktor x — ain der Zerlegung des Nenners nicht mehr auftritt. 
Somit entspricht in diesem Fall dem Faktor (x — a)*, k > 1, die Summe 


4, As Ar 
+ +++ @- ar (5) 


z—a (ce —-.a) 


von k Partialbrüchen. Die analoge Überlegung wenden wir auch auf jeden der noch 
übrigbleibenden Linearfaktoren an, bis der Nenner ausgeschöpft ist oder in seiner Zer- 
legung nur noch quadratische Faktoren enthalten sind. 
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Analog ordnen wir vermöge Satz 2 dem quadratischen Faktor x? + px + q einen 
einzigen Partialbruch der Gestalt 


Mx:+-N 
+-pc+g 
zu, wenn der Faktor in erster Potenz auftritt, bzw. die Summe 
M,c+N, M,x + N, Mn% + Nm 


++ (6) 


> +-pc+g (2 +pc+ g) (2? + px + q)” 
von m Partialbrüchen, wenn der Faktor den Exponenten m > 1 hat. 
Das gleiche läßt sich auch mit den übrigen quadratischen Faktoren durchführen, 
sofern es solche gibt. Damit ist der Satz bewiesen. 


275. Bestimmung der Koeffizienten. Die Integration von Partialbrüchen. Kennen wir 
die Zerlegung (3), so kennen wir auch die Nenner jener Partialbrüche, in welche 
sich der gegebene Bruch P/Q zerlegen läßt. Nun bleibt noch die Frage nach der Be- 
stimmung der Zähler, d.h. der Koeffizienten A, N, M offen. Da die Zähler in (5) k 
Koeffizienten und die Zähler in (6) 2m Koeffizienten enthalten, sind wegen (4) genau n 
Koeffizienten zu bestimmen. 

Zur Bestimmung dieser Koeffizienten wird häufig die Methode der unbestimmien 
Koeffizienten benutzt, die in folgendem besteht. Kennen wir die Form der Zerlegung 
von P/Q, so schreiben wir sie mit den Koeffizienten A, M, N in den Zählern auf die’ 
rechte Seite der Gleichung. Der Hauptnenner der Partialbrüche ist offenbar gleich Q; 
bringen wir die Brüche auf den Hauptnenner und addieren wir sie, so erhalten wir 
einen echten Bruch.) Multiplizieren wir dann beide Seiten der Gleichung mit Q, so 
erhalten wir eine Beziehung zwischen zwei Polynomen (n — 1)-ten Grades, die bezüg- 
lich x identisch sind. Die Koeffizienten bei den verschiedenen Potenzen von x auf der 
rechten Seite sind lineare homogene Polynome in den mit Buchstaben bezeichneten n 
Koeffizienten; setzen wir sie gleich den entsprechenden Koeffizienten des Polynoms 
P, so erhalten wir ein System von n linearen Gleichungen, aus denen sich die r un- 
bekannten Koeffizienten bestimmen lassen. Da die Partialbruchzerlegung, wie wir 
vorher gesehen haben, möglich ist, muß dieses System widerspruchsfrei sein. 

Überdies ist die Determinante des Gleichungssystems notwendig von 0 verschieden, 
da es für beliebig gewählte rechte Seiten (die Koeffizienten von P) eine Lösung hat. 
Mit anderen Worten, das System ist stets bestimmt. Diese einfache Bemerkung be- 
weist gleichzeitig die Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung eines echten Bruches. 


Diese Überlegungen wollen wir an einem Beispiel erklären. Gegeben sei der Bruch 


2x2 + 2x +13 
(© — 2) (+1 
Auf Grund des Satzes aus Nr. 275 hat er die Zerlegung 
22? +22 +13, A Ber: Dc+E 
2-2) +12 2-2 241 (+1 
Die Koeffizienten A, B, C, D und E bestimmen wir mit Hilfe der Identität 


222 +22 +13 = Ala? +1)? + (Be +0) +) — 2) +(De+ ED (x — 2). 


1) Die Summe echter rationaler Brüche ist stets ein echter Bruch. 
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Durch Vergleich der Koeffizienten bei gleichen Potenzen von x gelangen wir zu dem System 
der fünf Gleichungen 


a A+B=0, 

I —2B-+(0=(, 

< 2A+B-2C+D=2, 

xl —2B+0—2D+E=2, 

2 A—-20 —2E=13; 
daraus folgt 

A=T; B= —l, = —2, D=-J3, E=—4, 
so daß wir also 
\ 222 + 2x +13 1 2:42 3xc+4 

(« —- 2) +1? z—-2 z2+1 (+1) 
erhalten, 

Die eben angestellten algebraischen Überlegungen lassen sich unmittelbar auf die 
Integration rationaler Brüche anwenden. Wie wir in Nr. 273 sahen, können Partial- 
brüche in geschlossener Form integriert werden. Dasselbe können wir jetzt von jedem 
rationalen Bruch behaupten. Wenn wir diejenigen Funktionen betrachten, durch 


welche sich die Integrale eines Polynoms oder eines echten Bruches ausdrücken lassen, 
so können wir das folgende genauere Ergebnis formulieren: 


Das Integral einer beliebigen rationalen Funktion läßt sich in geschlossener Form mit 
Hilfe rationaler Funktionen, des Logarithmus und des Arkustangens ausdrücken. 


Zum Beispiel gilt bei dem oben betrachteten Fall, wenn wir die Formeln aus Nr. 273 benutzen, 


222 + 2x + 13 1 (, 2 -+2 32 +4 
2) +1 ) x —2 - (a - (x? + 1)? 
BERN uud. in 3 — 4arctanz + Ü. 


ger 22 +1 


276. Abtrennung des rationalen Teils eines Integrals. Es gibt ein. Verfahren das von 
M. W. OstTRoGRADsKI!) stammt und mit dessen Hilfe sich das Integral eines echten 
rationalen Bruches wesentlich leichter berechnen läßt. Dieses Verfahren erlaubt, auf 
rein algebraischem Wege den rationalen Teil des Integrals abzutrennen. 

Wir sahen (Nr. 273), daß sich die rationalen Glieder des Integrals bei Integration 
von Partialbrüchen der Gestalt II und IV ergeben. Im ersten Fall können wir das 
Integral sofort angeben: 


A A 1 
ee 5 


Wir wollen nun untersuchen, welche Gestalt der rationale Teil des Integrals 


Mz:+-N p° | 
[Ft (m> 1, ı-£>0) 


hat. Dazu führen wir die uns schon bekannte Substitution x + 5 —= t durch und be- 


1) MicHAIL WASSILJEWITSCH OSTROGRADSKI, 1801 — 1862, russischer Mathematiker. 
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nutzen die Gleichungen (1) und (2) sowie die Rekursionsformel (6) aus Nr. 271 für 
n = m — 1. Kehren wir zur Veränderlichen x zurück, so erhalten wir 


ET Mx:-+-N dr M'’zx-+-N' rn: [ dx 
nen aa & ee a U PILLE EEE 
@+pr +" (rpe+ get (x? + px + "7! 
mit konstanten Koeffizienten M’, N’ und «. Mit Hilfe dieser Formel finden wir, wenn 
wir m durch m — 1 ersetzen, für das letzte Integral (für m > 2) 


Ir a de M'z-+-N'" +6 | dr 
(+ px + gm (pet ge: (+ px + 9”? 


usw., bis der Exponent von x? + px + gin dem Integral auf der rechten Seite gleich 1 
ist. Alle sukzessiv abtrennbaren rationalen Glieder sind echte Brüche. Fassen wir sie 
zusammen, so erhalten wir das Ergebnis in der Gestalt 


Mx-- N u R(x) a | 
Ikorzr, de erg Hi ar (8) 


dabei ist R(x) ein Polynom, dessen Grad kleiner als der des Nenners, also kleiner als 
m — 1 ist,!) und A eine Konstante. 

Gegeben sei nun der echte Bruch P/Q, wobei P und 0 teilerfremd seien; der Nenner 
Q sei in Faktoren zerlegt (vgl. (3)). Dann läßt sich das Integral dieses Bruches als 
Summe von Integralen von Brüchen der Form (5) oder (6) darstellen. Ist % (oder m) 
größer als 1, so können wir die Integrale aller Brüche (5) [oder (6)], außer dem ersten, 
mit Hilfe der Formel (7) [oder (8)] umformen. Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, . 
so gelangen wir schließlich zu einer Beziehung der Gestalt 


FR) 4  Pık&) + | Px@) , 


0) 
at)“ 9 


Da der rationale Teil P,(x)/Qı(x) dieses Integrals durch Addition aus den oben ab- 
getrennten rationalen Teilen hervorging, ist er vor allen Dingen ein echier Bruch, und 
sein Nenner Q, hat die Zerlegung 


Qua) = (& — ajit ... (22 4 pa + get. 


Der im Integranden stehende Bruch P,/Q, ergab sich durch Addition von Brüchen des 
Typs I und III, so daß er ebenfalls echt ist, und es ist 


(2) = (2 — a) ze (2 - Pc +g).- 


Offenbar gilt Q = Qi: (vgl. (3)). 
Die Formel (9) wollen wir die Ostrogradskische Formel nennen. Differenzieren wir sie, 
so können wir ihr die äquivalente Form 


geben. 


Wir sahen, daß sich die Polynome Q, und Q, leicht bestimmen lassen, wenn die 
Zerlegung (3) von @ bekannt ist; aber ihre Bestimmung ist auch ohne diese Zerlegung 


1) Vgl. die Fußnote auf 8. 41. 
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möglich. Da nämlich die Ableitung Q’ alle Faktoren, in welche sich @ zerlegen läßt, 
mit um 1 kleineren Exponenten enthält, ist Q, der größte gemeinsame Teiler von Q 
und Q’; Q, kann also aus diesen Polynomen z. B. durch Division bestimmt werden. 
Ist Q, bekannt, so läßt sich Q; finden, indem Q durch 9, dividiert wird. 

Wir wenden uns nun der Bestimmung der Zähler P, und P, in (10) zu. Auch hier 
benutzen wir wieder die Methode der unbestimmten Koeffizienten. Mit n, n, bzw. n, 
bezeichnen wir den Grad von Q, Q, bzw. Q,, so daß also n, + nz = n Ist. Dann ist der 
Grad von P, P, bzw. P, nicht größer alsn — 1,n, — 1 bzw. nz, — 1. Als P, und P, 
nehmen wir Polynome (rn, — 1)-ten bzw. (n, — 1)-ten. Grades mit unbestimmten 
Koeffizienten; deren Anzahl ist n, + n, = n. Führen wir in (10) die Differentiation 
aus, So erhalten wir 


Qi n Q° 
Wir zeigen nun, daß der erste Bruch stets auf den Nenner Q gebracht werden kann, 
während der Zähler eine ganze Funktion bleibt. Es ist nämlich 


90: 

n ’ P, — PP ' 
PQ—-pg Ti, _ PQ— PH 
7 0%. TE 


wobei H den Quotienten Q,0;/Q, bezeichnet. Dieser Quotient ist aber in Wirklichkeit 
ein Polynom; denn tritt (e — a) mitk = lin, auf, so kommt (x — a)*"!inQ; und 
x — ain Q, vor. Dasselbe können wir von einem Faktor der Gestalt (x? + px + g)” 
mit m > 1 behaupten. Also läßt sich der Zähler von H ohne Rest durch den Nenner 
teilen, so daß also Z ein Polynom (vom Grad n, — 1) ist. 

Entfernen wir den Hauptnenner Q, so gelangen wir zu der Identität 


PQ. -— PH +PQı=P 


in der auf beiden Seiten ein Polynom (n — 1)-ten Grades steht. 

Somit erhalten wir zur Bestimmung der » unbestimmten Koeffizienten ein System 
von n linearen Gleichungen. Da für ein beliebiges Polynom P eine ‚Zerlegung (10) 
möglich ist, muß dieses System für beliebige rechte Seite verträglich sein. Daraus folgt 
von selbst, daß die Determinante von O0 verschieden ist, d. h., das System ist notwen- 
dig bestimmt, unddieZerlegung (10) ist beiden erwähnten Nennern Q, und Q, eindeutig!) 


Beispiel. Von dem Integral 
FH 
(x + 1)? (a? + 1)2 
spalte man den rationalen Teil ab. Es ist 
=. =e+V+d=- + +rrH+l; 
daraus folgt 


dat +4 +16? + 12T +8 ax? +br + c de? +ex +[ 
(@+22+2+1) +2 +z+1l Fre +1 


de 


1) Vgl. die analoge Bemerkung über die Zerlegung eines echten Bruches in Partialbrüche auf 


S. 41. 
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Vergleicht man die Koeffizienten der gleichhohen Potenzen von x auf beiden Seiten, so erhalten 
wir ein Gleichungssystem für die unbekannten Koeffizienten a,b, ...„f: 


d=0 (im folgenden können wir also d fortlassen), 
—at+e=4, 

—2b+e+f/=4, 

a—b—-3c+te+f=16, 

20a — 2c+te+f=12, 


b—c+f/=8. 
Damit ist 

a=—l, b=1, c= —4, d=(0, e=3; i=3; 
also 

Free - - wer ı3 

(2 +1)? (2? + 1)? . erg Ara 
22 — cc +4 
= Sg nr + 3orctana +0. 


In diesem Beispiel ließ sich das letzte Integral sofort berechnen. Ist dies nicht der Fall, so 
müssen wir den Integranden in Partialbrüche zerlegen. Dieser Prozeß läßt sich übrigens auch 
mit dem vorhergehenden vereinigen. 


277. Beispiele. Wir geben nun weitere Beispiele für die Integration rationaler Funktionen an. 


1. f a Die Zerlegung in Partialbrüche läßt sich durch leichte Umformungen 


(1 + 22)2 
vornehmen: 
i i1+2.)—. _ 1 1 
2il+2% Alta Alte) (ame 
_d4d-®__ 1 1 1 __AM 
a1 +22) i+2%2 = 142 d+2% 
R 1 1 x 3 
Lösung. ee arctanz + C. 
re M 0, Esist 
(22 —- 1)22 +3)22 —5) - 
Er ET 
da? + dx — 11 BE 2 2 8 
21) +3) 5) ( _ 1 3\/(__5 
2) 2) 3) 
A| B 
uf + <A 
2 2 


46 VIII. Die Stammfunktion (Das unbestimmte Integral) 


Statt die Koeffizienten bei gleichen Potenzen von x zu vergleichen, können wir hier anders vor- 


gehen und schneller zum Ziel gelangen. Wir _— in Ben Identität nacheinander x = —, 


_ — - und erhalten sofort A = - B= . (=— — (da jedes Mal auf der rechten Seite 
nur ein Summand stehen bleibt).!) 

1 3 3 5 

Ö .— —| + —] _ — C 
Lösung ale 7 ler gt gm. + 
_. 112 _ 53 
” Im (2x — 1)? (2x — 5) 10) 
8 27 +3 


3. ls Wegen 


zit +1= (at + 222 + 1) — 222 = (22 + 1)2 — (x 2)’ 
- (2 +2Y2 +1) (22 —- 2/2 +1) 


suchen wir die Zerlegung in der Gestalt 


nn ET a En Di re EEE 
en ® 


Aus der Identität 

1=(42+B) (2 -zY2 +1) + (02 +D) (e® +22 +1) 
erhalten wir das Gleichungssystem # 

A+C=0, 

PR A+B+NC+D=0, 


B+D=1, 
woraus 


A= —Ü = — B=D= nz 
Th 2 
folgt. Somit ist 


re 
= = Erg 77 ann 


In Z4eBH1, 1 roten (218 +1) 


m 2 —-x:Yy2 +1 27% 


= . arctan (x Yy2 — 1) +60. 
2y2 
1) Man beachte, daß die Identität in Wirklichkeit eine Identität in Brüchen darstellt, bei denen 
gerade bei I __, > die Nenner verschwinden. Die geschilderte Methode ist also im 


2° 93’2 
Sinne des Grenzprozesses 2 — 7° — -— „> e aufzufassen. Man spricht daher auch von 


Grenzwertmethode. — Anm. d. Red. 1 
2) Offenbar unterscheidet sich C’ von C nur um ee In 2. 
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Benutzen wir das Additionstheorem des Arkustangens (Nr. 50), so können wir dem Resultat 
die Form 


n = 
I „tel +1, 1 roten 22 -- 04 
4 y2 22 — ay2 +1 2y2 1— a? 


geben. Es ist darauf zu achten, daß dieser Ausdruck nur in den Intervallen (+, —1), (—1, 1) 
und (1, 00) zu gebrauchen ist, da er in den Punkten x = -+1 seinen Sinn verliert. Wählt man 
die Konstante C” in diesen Intervallen gleich 


C_— nn C bzw. 


Te 
2y2 Tre 
so kompensiert diese sprunghafte Änderung die Sprünge der Funktion in den Punkten xz = +1. 
ne > — 42? + 2422 — 40x + 20 
(x — 1) (2? — 2x2 + 2)? 
Integrals ab. Es ist 
Q, = (a? — 2x — 2), Q, = (x — 1) (a? — 2x +2). 
Damit haben wir 
27: — 42? + 242? — 402 +20 [ar +be? + cr +d fe +g 
(x — 1) (x? — 2x + 2)? ul er ng 2 — 22 +2’ 


wobei wir auf der rechten Seite gleichzeitig schon den Ausdruck, der noch integriert werden 
muß, in Partialbrüche zerlegt haben. Die Identität 


22% — 4x? + 242? — 40x + 20 
= (3ax? + 2bx + c) («? — 22 +2) (x — 1) — (ax? + b2?+c2 +d) 222 — 2) (x —1) 
tea? — 22 +2? + (er) D)@— 27 +2) 
führt uns auf das Gleichungssystem 
e+/=0, 
—-—a—be -5/ rg =I0, 
—a— 2b +18e +12f—- 59 =2, 
Sa + 2b — 3c — 32e — 16/ + 129 = —4, 
—6a + 4b + Be — dd + 36e + 12f — 16g = 24, 
4b + 8d — 24e — 4 +1 = —40, 
—2c — 4d + 8e —4g = 20, 
woraus sich 
a=2, b=—-6,. c0=$8, d= —9), e=2, i= -2, g=4 


dx. Wir trennen zunächst den rationalen Teil des 


e e 
| Lea 


ergibt. 
. 22 — 62° +8 —9 (x — 1)? 
o SERIE HE 1 man, 
RerunE (2? — 2x — 2)? en x — 2 +1 


a8 — at + 20 +32 +3 +3 
+1’? +2 +1)’ 
= e+Ya+r+1, Get +ezrd) 5, 
und suchen die Zerlegung in der Gestalt 


A + fe -ge+h 
| .+)@®+2+12%° +1) +2 +1) 


+ 2aretan (ce —1)+C. 


5. dx. Wir trennen den rationalen Teil ab, setzen 


dazu 
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Aus dem Gleichungssystem 
=, | 
-a+g9>=1V, 
a—2b +3g+h=—1, 
Ba —b—-3c+5g +3 =1W, 
da+3b—Sc—4d+5g +öh=2, 
3b -+c—5d—5de+3g+5h=5, 
%:—d—-Te+g+3h=3, 
d—3e+h=3 

finden wir 

a=—1l, db=(0, c=—2, d=I0, e=-1l, f{=-9=h=0. 


Das gegebene Integral führt also auf die rationale Funktion 


xt + 222 +1 


"erd@rermt" 


S3. Integration von Wurzelausdrücken 


RS SREIERE: 

= ) 1) Beispiele. Nachdem 
wir gelernt haben, rationale Funktionen geschlossen zu integrieren, wollen wir jetzt 
ein.grundlegendes Integrationsverfahren für verschiedene Klassen von Integranden 
betrachten, bei denen man Transformationen i = w(x) zu finden sucht, die den Inte- 
granden in rationale Form bringen und so ermöglichen, das Integral in geschlossener 
.Form als Funktion von { darzustellen. Läßt sich dabei die Funktion o(z), die durch t 
ersetzt wird, selbst durch elementare Funktionen ausdrücken, so ist das Integral in 
geschlossener Form als Funktion von x darstellbar. 

Als erstes Anwendungsbeispiel betrachten wir ein Integral der Gestalt 


[ R EuE = e N de, (1) 


wobei R eine rationale Funktion von zwei Argumenten bezeichnet, m eine natürliche . 
Zahl ist und «, ß, y, ö6 Konstanten sind. Wir setzen 


278. Integration von Ausdrücken der Form R (e 


w _ 1/e + P m _.ttP _ am—ß 
= vl(e) = veH e wre, ee 
Damit geht das Integral über in 

f Blei), ı) pe) de; 


hier ist das Differential schon rational, da R, @ und p’ rational sind. Haben wir dieses 
Integral mit Hilfe der Methoden aus $ 2 berechnet; so kehren wir zu der alten Verän- 
derlichen zurück, indem wir i = w(x) einsetzen. 


1) Mit R bezeichnen wir stets eine rationale Funktion ihrer Argumente, 
| 


279. Integration von binomischen Differentialen. Beispiele 49 
Auf ein Integral der Gestalt (1) lassen sich auch die allgemeinen Integrale 
T 8 
[rk ul: ; a: EL Kir 
ya + ö yxc + ö 


zurückführen, wobei alle Exponenten r, s, ... rational sind; man braucht diese Ex- 
ponenten nur auf den Hauptnenner m zu bringen, damit im Integranden eine ratio- 


nale Funktion von x und von de steht. 
1 a) 
Beispiele. 
1. [ u loı zn dx. Hier ist speziell die gebrochene lineare Funktion ı B ' eine 
«+1? — VYe+1 = +0 


lineare Funktion. Wir setzen t = Yx + 1, de = 2t dt. Dann ist 


to+i+2 „_,ftt24- -,)e 
(x +12 — Yr+1 e—1 t—1 "+t-+l1 


a 2 
_nmt=D 2 24 


_ — aretan —— + (0, 
R+i+1  y3 y3‘ 
wobei nur noch ! = Vz +1 zu setzen ist. 
3 
2, SE [ RL. . Wir setzen 
VYe-D@+n: [»=17+1 
u 
c+Hi1 ie +1 61? dt 
= ; =, de = — ——; 
leer ö te —1 ö (1! — 1)? N 
dann ist 
> 3 _ 
Ä +1 de _ Sci _ _ 1 a t-+-2 dt 
xs—-1ixr-+1 er? —1 t—1 R2?+t+1 
1, ?®+t-+1 St: +1 
= — In —— 3 arct C 
2 6-1) le y3 . 


U re 
mit -EH. 
z—1 


279. Integration von binomischen Differentialen. Beispiele. Differentiale der Form 


z”(a + ba")P de, 


wobei a und b beliebige Konstanten und die Exponenten m, n und p rationale Zahlen 
sind, nennen wir binomisch. Wir wollen untersuchen, wann diese Ausdrücke geschlos- 
sen integrierbar sind. Einer dieser Fälle ist unmittelbar klar: Ist p eine ganze Zahl 
(positiv, O oder negativ), so gehört der Ausdruck zu dem in Nr. 278 betrachteten Typ. 
Bezeichnen wir nämlich mit A das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner von m 


2 
und n, so haben wir einen Ausdruck der Form R (Vz) dx vor uns, der durch die Funk- 


2 
tion t=Yr rational gemacht werden kann. 


4 Fichtenholz II 
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Transformieren wir jetzt den gegebenen Ausdruck mit Hilfe der Substitution 
— x", so ist 


1 a 
x2”(a + bar) P de = z (a+bePzr de 


oder, wenn wir zur Abkürzung »+/ — 1=gq setzen, 
EX + bar) de = n f (a + bz)P 22 de. (2) 


Ist q eine ganze Zahl, so erhalten wir einen schon früher untersuchten Ausdruck. 
Bezeichnen wir nämlich mit » den Nenner des Bruches 7, so hat der transformierte 


Ausdruck die Gestalt R (z, Va + be). Der Integrand läßt sich sofort mit Hilfe von 


t=Ya+bz =Ya-+ bar 


rational machen. 
Nun geben wir dem Integral auf der rechten Seite von (2) die Gestalt 


[ +) „ptq d3; 
z 


wir sehen sofort, daß wir für ganzes p + g ebenfalls zu einem schon betrachteten Fall 


gelangen; der transformierte Ausdruck hat hier nämlich die Form R ( / er >). 
In diesem Fall läßt sich das gegebene Integral sofort durch u 


rational machen. 

Beide Integrale in (2) lassen sich also in geschlossener Form angeben, wenn eine der 
Zahlen ,9q,p + q oder (was das gleiche ist) eine der Zahlen p, m 4 2 s ——-D» 
ganz ist. 


n 

Diese Fälle der Integrierbarkeit waren im wesentlichen schon NewTon bekannt, 
‘jedoch erst in der Mitte des vorigen Jahrhunderts fand TsoHEBYscHErr!) die bemer- 
kenswerte Tatsache, daß sich binomische Differentiale in anderen Fällen nicht ge- 
schlossen integrieren lassen. 


Wir betrachten nun einige Beispiele. 


3 
4 
1. Vi de= [ artla(l + @U%)U/8 de. Hier ist m = er. n= nn p= > wegen 
Vz “2 4 3 


1 
mn GEnMEED 1- 
m+1_ yr _9 
nn. 1 


4 


1) Parnurtı LwowITscH TSCHEBYSCHEFF, 1821—1894, russischer Mathematiker, 
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liegt der zweite Fall vor. Ferner ist v = 3; nach der allgemeinen Regel setzen wir 


: 4 
=/1+l, z=@-—-1%, de= 12% — 1)%dı; 


daraus folgt 
Vu 
Heku-ı sv )d= Lu N) +O usw. 
Vz 7 


dx 
2. [ ke + A)-U4 de. Hierisst m=0, n=4, p= I; es liegt der dritte 


4 
yi-+ x 
Fall vor, denn es ist 
m+1 1 1 
P=-—- —- =0 
N mp 4 4 


Ferner ist » = 4; wir setzen 


4 
t=Yrrri- Ur „wog, de= 0 — 1) dr. 


x 
Also ist 
a 
Yl + A= tr = t(t! — 1)-U4, 
Te er 
Vrz “1 Jr s-1)  2jert 
Be Un En, usw. 
4 t—1 
3. en NEE 1 + 28 de. Hieritm = —l,n = 8, p= ——; wegen ?1 
.zyl +» 3 n 


= U liegt der zweite Fall vor, ferner ist v = 3. Wir setzen 


8 
t=Y1+2, z=(-1), d= Ze — 1)-4/5 dt 


und erhalten 


3 [#1 era) ® 
fi ra Ir —A1 5 i—1 U#2+t-+1 


_ 112 
An t-V RR rt tt1ro usw 
10 RB+t+1 5 3 


nn ui 


280. Rekursionsformeln. Da sich das Integral eines binomischeh Differentials stets 
auf die Form 


Ina = JS (a + be)P 20 dz (3) 


bringen läßt (vgl. (2)), wollen wir uns im folgenden auf die Betrachtung von Integralen 
der Gestalt (3) beschränken. 


4* 
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Wir werden nun eine Reihe von Rekursionsformeln aufstellen, mit deren Hilfe das 
Integral (3) im allgemeinen durch ein ähnliches Integral J,.,, ausgedrückt werden 
kann, wobei sich p’ und g’ nur um beliebige ganze Zahlen von p und g unterscheiden. 

Durch Integration der Identitäten | 


(a + bz)Pt!20 = ala + bz)P 20 + b(a + bz)P zur, 


— [la + baptt at] = (p + 1) bla + bappzeti + (g+ 1) (a + Dept za 
erhalten wir 

Jprug — Ang Ar DJ 2,9+1> 

(+ biz (p-+ 1) DJ 2,941 +@+]1) Jnr1,0 
woraus sıch die ersten beiden Formeln 


, _ _erbrz p+rga+2 
7 


El, (MD) 
a + ba)pt1 ze +94 
a en ar ren ar en 


ergeben, die es erlauben, den Index p bzw. q um 1 zu vergrößern (sofern p bzw. q von 
—1 verschieden sind). 

Lösen wir diese Gleichungen nach J,;ı,, DZw. Jg, auf und ersetzen wir p und q 
durch p — 1 bzw. q — 1, so gelangen wir zu den Formeln 


a + bz)P zerl ap 
„I er Jo. (P+qa=-1), (III) 
(a + ba)P+! 20 ag 


Ina = (pP+gq+-—]), (IV) 


(p+ga+1l) Kp+g+i) ran 


die es erlauben, den Index p bzw. q zu verkleinern (sofern p+g =+ —1 ist). 

Sind weder p noch g ganze Zahlen (so daß sich also das Integral J,,, nicht in ge- 
schlossener Form durch elementare Funktionen ausdrücken läßt), so können die Re- 
kursionsformeln ohne jede Einschränkung nacheinander angewendet werden. Mit 
ihrer Hilfe können die Parameter p und g beispielsweise zu echten Brüchen gemacht 
werden. 

Wir verweilen nun bei dem für uns interessanten Fall, daß das Integral in ge- 
schlossener Form angegeben werden kann. Dabei können wir voraussetzen, daß nur ? 


oder g ganz ist, da sich der Fall, daß » + q ganz ist, durch die Substitution z = I 
auf den Fall eines ganzen g zurückführen läßt. = 

Die aufeinanderfolgende Anwendung der hergeleiteten Formeln erlaubt es dann, 
diesen ganzen Index (p oder g) auf 0, wenn er positiv ist, oder auf —1, wenn er negativ 
ist, zurückzuführen. Dadurch läßt sich die Integration im allgemeinen. entweder schnel- 
ler durchführen oder (in jedem Fall) bedeutend vereinfachen. 
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Beispiele. 
1. Wir betrachten das Integral!) 


gm 
ee - de (m ganz). 
yı— 


Hier stn=2,9 = 5; daher ist für ungerades m die Zahl ke Tee — und für 
n 
gerades m die Zahl —— n - +7 = — _ — = = Z ganz, so daß sich das Integral in beiden 


Fällen in PER ENDEN Form angeben läßt. Mit Hilfe der Beziehung z = x? transformieren 
wir es in das Integral 


1 
re [ (1 — z)-112 z(m—1)/2 dz = — Ip (m-1ı)]2- 
Setzen wir m > 1 und wenden wir die Formel (IV) an, so ergibt sich 


z 1 — z\i2zm-D m—1 
J_ı2,(m-na = —2 a re a: 


J_1/2,(m-3)]2 
oder, wenn wir zu dem gegebenen Integral zurückkehren, 
Hn= -— am HI Hm. | 


Mit Hilfe dieser Formel, in der der Index m um 2 erniedrigt wurde, können wir die Eralnune 
von A, entweder auf 


m ZA a I, 
yı — 


für ungerades m oder auf 


H,= | = — aresinxz + C 
yi— x 


für gerades m zurückführen. 


Es sei nun m< —1, also m = —u, u > 1. In diesem Fall wenden wir die Formel (II) an 
und erhalten 


(1 — z)U2 zim+DM2? m-+2 
m-+1 m+|1 


J-1l2,(m-nfa = 2 J_1/2,(m+n]2 


oder 


„-udfi-a n-2 
— e H_u-2)- 
u—1 u—1 


Diese Beziehung macht es möglich, den Wert von u um 2 zu erniedrigen und so die Berechnung 
von H_, entweder auf 


i Zur _ m? 
a,-(—&--n — 


1) Analog können wir auch die Integrale 


= dx = dx 
IF Y®+i 


untersuchen. \ 


H_=- 


+6 


54 VIII. Die Stammfunktion (Das unbestimmte Integral) 


für ungerades u oder auf 
/ — p2 
H,= FEN. DO = _N-: +C | 
a2 yı — a2 e 
für gerades u zurückführen. 


2. Wenden wir auf das Integralt) 


de 1 
En f (2? + a2)n+1 2 IK: + z)-{ntD z-U2 dz 


1 
=—J/-n4n,-ır nl, 2,3, ...) 


die Formel (I) an, so folgt 
(a? +2)-nzl12 Mm—1 I, 
J—-(n+D, -ıj2 = er a In -ım 


und wir erhalten, wenn wir zu J, zurückkehren, die schon aus Nr. 271 (vgl. dort Formel (6)) 
bekannte Rekursionsformel 


Kaser 77 Te ae a 


281. Integration von Ausdrücken der Form R (x, Yax? + bxz -+ c). Die Eulerschen?) 
Substitutionen. Wir betrachten nun die sehr wichtige Klasse der Integrale 


f R(x, Yax? +br-+ c) de (4) 


und setzen voraus, daß die Nullstellen des Radikanden voneinander verschieden sind, 
so daß die Quadratwurzel nicht durch einen rationalen Ausdruck ersetzt werden kann. 
Wir untersuchen drei Substitutionen, die sogenannten Eulerschen Substitutionen, mit 
deren Hilfe der Integrand stets rational gemacht werden kann. 

Die erste Substitution ist im Fall a > 0 anwendbar. Wir setzen dann 


Ya? + br +c=t— Ya.) 


Erheben wir diese Gleichung ins Quadrat, so erhalten wir, da sich die Glieder ar? 
fortheben, cc =1? — 2Ya tx, so daß 


Ya +bt+cYa 
1 b —, 
ar EIRETN 2yat-+b 


Ya t: +bt+eya | 
a 765 u 


ist. Das Wesentliche dieser Transformation besteht darin, daß sich zur Bestimmung 
von x eine Gleichung ersten Grades ergibt, so daß sich x und gleichzeitig auch der 


Ausdruck Yax? + bx'+ c rational durch t ausdrücken lassen. 


dz 
1) Analog kann auch das Integral (er _ ana untersucht werden. x 
2) LEOnmARD Evrepr, 1707-1783, Schweizer Mathematiker. 


3) Wir könnten auch Ya? +bz + c=t-+ Yaz setzen. 
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Setzen wir die erhaltenen Ausdrücke in (4) ein, so haben wir eine rationale Funk- 
tion von ? zu integrieren. Um zur Veränderlichen x zurückzukehren, brauchen wir nur 


I Yaz? +be+c+ Va x zu setzen. 


Die zweite Substitution ist im Fallc > 0 anwendbar. Hier setzen wir 


Var? + be +c=xi + Ye.}) 


Wenn wir diese Beziehung quadrieren, den Summanden c auf beiden Seiten subtra- 


hieren und durch x dividieren, erhalten wir ax +b = xt? +2 Vet, also wieder eine 
Gleichung ersten Grades in x. Daraus folgt 


ae 2 _ 
_2Vet-b Ya +br+c= Ver—btrale 


a— a— 
Ve — bt +Yca 
BER 3 SAL CHEIBEN DIE ER a 
dr = G_Py di. 
Setzen wir dies in (4) ein, so ist der Integrand rational gemacht. Nach der Toliggeslint 
setzen wir im Resultat 


_ VYartbe+c—Ye 
Fe meer, 


Bemerkung 1. Die eben betrachteten Fälle (a > 0 undc > 0) lassen sich durch 


die Substitution x = n aufeinander zurückführen. Daher kann man stets die An- 


x 


wendung der zweiten Eulerschen Substitution umgehen. 

Die dritte Substitution ist dann zweckmäßig, wenn der quadratische Ausdruck 
ax? + bxz + c die beiden (verschiedenen) reellen Nullstellen A und u hat. Dann läßt 
sich dieser Ausdruck bekanntlich folgendermaßen in Linearfaktoren zerlegen: 


a? +br + c=ae — (re — u). 
Wir setzen 


Va® +be +c=tx — A). 


Wenn wir quadrieren und durch x — A dividieren, erhalten wir auch hier eine Gleichung 
ersten Grades in z, \ 


az — u)=t1c—A), / 


so daß 
_ —au + Al? Ze gr rap ie 3, _ 2Zalu — A)t 
=. a8 +bce+c= eg de = aa dt 
usw. ist. 


Bemerkung 2. Unter den obigen Voraussetzungen läßt sich die Quadratwurzel. 


Yalz — A) (x — u) auf die Gestalt 


(x — 4) a— 


'ı Oder Va +be + c=al — Ve. 
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bringen (wir nehmen, um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, x > A an), so daß 
in diesem Fall 


R(x, Vax® +bxr + c=Rı ( Ike — ) 


ist und wir es im wesentlichen mit einem Integranden der in Nr. 278 untersuchten 
Art zu tun haben. Die dritte Eulersche Substitution, die wir auch in der Gestalt 


schreiben können, ist mit der schon in Nr. 278 verwendeten Substitution identisch. 

Wir zeigen nun, daß die erste und die dritte Eulersche Substitution allein aus- 
reichen, um den Integranden von (4) in allen Fällen rational zu machen. Hat nämlich 
ax? + bx + c reelle Nullstellen, so ist, wie wir sahen, die dritte Substitution anwend- 
bar. Existieren keine reellen Nullstellen, d.h., ist 5? — 4ac < 0, so besitzt der Ausdruck 


ae +be+c= - [ax + 5)? + (4dac — b?)] 


für alle Werte von x das gleiche Vorzeichen wie a. Der Falla < 0 interessiert uns nicht, 
da dann die Quadratwurzel keine reellen Werte hat. Im Falla > 0 wenden wir die 
erste Substitution an. 

Diese Überlegungen führen auf die folgende Behauptung: Die Integrale vom T’yp (4) 
lassen sich stels in geschlossener Form darstellen, wobei zu ihrer Darstellung außer den 
Funktionen, mit deren Hilfe die Integrale rationaler Funktionen ausgedrückt werden, 
nur noch Quadratwurzelm.nötig sind. 


282. Geometrische Behandlung der Eulerschen Substitutionen. Die zunächst künstlich 
scheinenden Eulerschen Substitutionen ergeben sich auch aus einleuchtenden geo- 
metrischen Überlegungen. 

Wir betrachten die Gleichung für eine Kurve zweiten Grades: 


4 = +Yazx? + bc+c oder YZ=ar+bxr-+ ec. 
Wählen wir auf dieser Kurve einen beliebigen Punkt (x,, %,), so daß 


y=ar +bx, + c s (5) 


ist, so schneidet die durch diesen Punkt gehende Sekante y — y, = t{xz — x,) die 
Kurve nur noch in einem Punkt (x, y), dessen Koordinaten durch eine einfache Rech- 
nung festgestellt werden können. Eliminieren wir y aus den Gleichungen der Kurve 
und der Sekante, so erhalten wir unter Berücksichtigung von (5) 


[Yy+ ie —- ao) =a@?— u) +ba— 2%) + Yo: 
woraus sich 

2yollz — 2) + Pla — 2)? = ala? — 25) + bir — 2%) 
oder, nach Dividieren beider Seiten durch x — x,; 


2Yot + Ex — 2%) = alx + 0) +6 
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ergibt. Somit läßt sich die Abszisse x (und damit auch die Ordinate y) des. zweiten 

Schnittpunkts. durch rationale Funktionen des Steigungskoeffizienten i ausdrücken. 

Wenn { entsprechend variiert wird, beschreibt der Punkt (x, y) die ganze Kurve. 
Wir zeigen, daß die Beziehung 


Va bc +c— y=tHx — x) 


diejenige Substitution definiert, die den Integranden von (4) rational macht. Wir 
setzen voraus, der Ausdruck ax? + bxz + c habe die beiden reellen Nullstellen A und u; 
dies bedeutet, daß die oben gegebene Kurve die x-Achse in den Punkten (4,0) und 
(u, 0) schneidet. Nehmen wir z. B. den ersten von ihnen als Punkt (x,, %,), 50 gelangen 
wir zu der dritten Eulerschen Substitution 


Va® +be+c=t1x —}). 


Ist c > 0, so schneidet die Kurve die y-Achse in den Punkten (0, +Ye ), und nehmen 
wir einen von ihnen als Punkt (x,, %,), so erhalten wir die zweite Eulersche Substitution 


Va +bzr+c+Ye= ix. 


Schließlich ergibt sich die erste Eulersche Substitution, wenn wir für (z,, 4) den un- 
endlich fernen Punkt der Kurve wählen. Wir setzen « > 0 voraus (dann ist die Kurve 


eine Hyperbel), betrachten die Asymptoten y = +-Ya x der Kurve und bringen die 


Kurve mit den zu den Asymptoten parallelen Geraden y=i-++ Yax zum Schnitt 
(diese Geraden gehen durch den unendlich fernen Punkt). Jede solche Gerade schnei- 
det die Kurve in einem zweiten Punkt (x, y), dessen Koordinaten rationale Funktionen 
von £ sind. Daraus folgt die Substitution 


Var? +be + c=t-+Yar. 


283. Zu Die beiden Grundintegrale 


dx x 
- hie +Y® tal +0, = arcsin— +0, 


die zu dem betrachteten Typ gehören, sind uns schon bekannt (vgl. Nr. 269, Beispiel 9 und 12, 
ferner Nr. 268). Ausgehend von ihnen können wir auch die folgenden Integrale lösen. 


1. [ er Bei der Berechnung dieses Integrals sind zwei Fälle zu unterscheiden: 
Yax: + ß 

«>0unda<0.Ist& > 0, so läßt sich: das Integral sofort auf das erste der obigen Grund- 

integrale transformieren: 


ı cn 
“| TE Vo 


Wir können noch das Argument des Logarithmus mit & multiplizieren; dies führt auf den zu- 


y 


x-+ r +2) + Cl mit Da +a?. 
| & o& 


sätzlichen Summanden B3 In &, der sich nur auf die Konstante ( auswirkt. Schließlich er- 
halten wir & 


5 zele terre («> 0). (6) 
Vox? +ß Ya 
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Ist a <0,alsoa = —|a|, so geben wir der Quadratwurzel die Form VB — la| =*. Damit die 
Quadratwurzel überhaupt reelle Werte hat, ist es notwendig, f > 0 vorauszusetzen. Das Inte- 


ß 


gral läßt sich (mit Fr = ) auf das zweite der oben angegebenen Grundintegrale transfor- 
X 


mieren, und es ist 


1 7 
—= — arcsin x |] — + C («<O0). (7) 
IE: NPrEgR, +ß Vel ß 


Auf die Integrale (6) und (7) können wir mit Hilfe elementarer Verfahren auch viele andere 
Integrale zurückführen, wie z. B. das folgende. 


2. f Yazx2 + ß dx läßt sich partiell integrieren: 
[Vor FB de = Vor +B— [x dVanr + PB 
ar | 
Vox? + ß 


a (ee 


Yo22 + ß 
Ve HB (VrrBi | 
Vox? + ß 


Auf der rechten Seite tritt noch einmal das gesuchte Integral auf; bringen wir es auf die linke 
Seite und dividieren wir durch 2, so finden wir 


ep TREE BEER vese- yore WER 0 RER. 
ertra-z27 + (8) 


Um das endgültige Resultat-festzustellen, brauchen wir für das Integral auf der rechten Seite 
von (8) entweder (6) oder (7) einzusetzen, je nachdem, ob x > 0 oder & < 0 ist. 


dr dr dr 
3. gg b) | ————— —, 
(8) in OB er ee 
1 


Diese Integrale werden mit Hilfe der einfachen Substitution x = n de = er di auf schon 


bekannte Integrale zurückgeführt. Wir nehmen x > 0, also £> 0 an. Dann ist: 


(a) [ BB: ZUDER = — f JENE. (zur weiteren Berechnung wird unter Berücksichti- 
x Vox? + ß Ya + pi? 
gung des Vorzeichens von f entweder (6) oder (7) verwendet); 
dr tdi 1 Yax2 + ß 
%) | ——= -| —— = -hptR+0= Fre 
er Vox? + ß Ya + pt? pP i px 
de tdi 1 1 1 x 
C ——ı — | ——— - - __——— + ( = — ——— ı+-([ 
. iu + PR (+ PR? 8 Yo + pe r P Yaa® +ß z 


4. Identische Umformungen des Integranden führen die folgenden Integrale auf schon be- 
rechnete zurück: 


x? dx Yax2 + ß x? 
| m (tb, me 
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Es gilt 


de (ax +) —B ß 
(a) = ri be = (VeHR pr de 
I; Var Vozt + B u Va: + B 
oder wegen (8) 
id _1 a _P ([_E_ 
[ Var Vo! + BP 57 [ Vo B 
usw. (vgl. Beispiel 1). Ferner ist 
Vox: + B a oa +ß_ Full + | dx 
(b) dı = dı = a 
ar un x Yox2 + ß ” Vox? + ß x Yax? + ß 


das erste der Integrale läßt sich sofort berechnen, das zweite wurde in Beispiel 3 gelöst. Schließ- 
lich ist 


__ X II... DOOR: ZMUBEHENE :/08, | JEBEE.._ AERNER 
(0) [ (ax? -+ $)312 ae & [ Var +p 9% [ (ax? +)? 
(vgl. die Beispiele 1 und 3). ' 


5. Steht unter der Quadratwurzel der Ausdruck ax? + bx + c, so ist es oft zweckmäßig, von: 
diesem ein vollständiges Quadrat abzutrennen: 


a? +be + c= — [(2az + 5b)? + 4ac — b2]. 
a 
Wir setzen 2ax + b = t und erhalten auf diese Weise aus (6) für a > 0 


[er ee +5 + 2Yalaa® +2 +e)| +0 
ax T C 177 


 Lrlas 2 VaarEral 0 
= a ++ ala +b2+c)| +C (6*) 


bzw. aus (7) füra <Oundb? — 4ac> 0 


& 0 dE  _ a RE +0. (7*) 
Yaz? +bre-+c Val Yb2 — dac 


6. Wir wenden uns nun den Zulerschen Substitutionen zu. In Beispiel 12 aus Nr. 269 wen- 
deten wir schon die erste Substitution aus Nr. 281 zur Berechnung von 


u 
Yx? + a? 
an. Obwohl das zweite Grundintegral 


“ 


SE. 0 
schon aus elementaren Überlegungen bekannt ist, wollen wir es zur Übung mit Hilfe aller 
Eulerschen Substitutionen berechnen, 
(a) Benutzen wir zunächst die dritte Substitution 
Y®-2=ta — 2), 

so ist - 

en 
Mi. 1 de = dat dt 

+1 (6? + 1)? 2 +1 
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d 
Eu I Henn Du 0 
Ya? — 22 2 +1 a— x 


Auf Grund der Identität 


un 


2 arctan Y: pn aresin— + (-a<x<a) 
a— x a 2 
unterscheidet sich dieses Ergebnis nur in der Form von dem schon bekannten. 
Wir müssen also darauf hinweisen, daß es möglich ist, für ein Integral Ergebnisse in verschie- 
dener Gestalt zu erhalten; das hängt davon ab, welcher Lösungsweg eingeschlagen wurde.!) 


(b) Wenden wir auf dasselbe Integral die zweite Substitution Ya? — x? = xt — a an, s0 er- 
halten wir analog 


Y 2 __m2 
de _ —) Le = —2arctant+(l = —2 EL ei. +C, 
Ya? — 2 


+1 x 


Hier treffen wir auf eine andere interessante Tatsache.?) Dieses Resultat gilt nur in dem Intervall 
(—a, 0) oder (0, a), da im Punkt x = 0 der Ausdruck 


a + Ya? — x? 
x 


—Dd arctan 


seinen Sinn verliert. Die Grenzwerte dieses Ausdrucks für &— —0 und 2 — +0 sind von- 
einander verschieden, und zwar gleich x bzw. —r; wählen wir für diese beiden Intervalle zwei 
verschiedene Werte der Konstanten C derart, daß der zweite um 2r größer ist als der erste, so 
erhalten wir eine Funktion, die im ganzen Intervall (—a, a) stetig ist, wenn ihr Wert im Punkt 
x = 0 der gemeinsame linksseitige und rechtsseitige Grenzwert ist. 

Auch diesmal erhielten wir das frühere Resultat, nur in anderer Gestalt, denn es gilt die 
Identität 


— 2) arctan 


z -Y® — 2 +1 


(a) Zunächst wenden wir die erste Substitution YX® — a +1=t— ran: 


_% 2 | 
arsn—— nr für 0<re<o, 
a+ya— a? a 
x 


. 3 FR 
aresin— tn für —a<xr<d,. 
z 


2 
— ; de=2 di, 
2t—1 (2: — 1)? 
> ARE 
dx wu 21 21 +2 ._ >- 3 1 3 )at 
x + Va? — x Sag t(25 — 1)? t 2t—1i (2: — 1)? 
3 1 3 
_—— 21n it! — — In !2t — 1 : 
 — + 2 in] - In 1140 


!) Diese verschiedenen Ausdrücke für ein Integral müssen sich selbstverständlich stets inein- 
ander überführen lassen, wobei additive Konstanten in der Integrationskonstanten ent- 
halten sein können. — Anm. d. Red. 

2) Vgl. Beispiel 3 aus Nr. 277. 
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Setzen wir hiere= x + Yx® — x + 1, so erhalten wir schließlich 
ee ha in 
z+-Y® —- c +1 29: +2 Y® - ca +1—1 

— — In [22 +21? 2 +1 —1| 


+ 2 In |x + Ya? = + 1140, 
(b) Wir benutzen nun die zweite Substitution J® -— a + 1=1tr — 1: 


2t—1 2 —t+1 
=, de = —2————d, 
2 —1 (1? — 1)2 
2 —t-+1 — t 
PEST imEeen, WERTE me, 


dr u —2°? +21 —2 dt 
z+Y®—-x+1 (E — 1)( +1)? 


_ ((2_141__341__2 Na 
u et 2:t—-1 2t+1 (+1) 


3 1 3 ‚ 
= ee ae en 1| +0. 
DE 
Hier brauchen wir nur noch t = Y@cetirt zu setzen; nach einigen Vereinfachungen 
ergibt sich a 
Be ee ee 
) z+Y® —- x +1 Ye®—-c+1l+c+1 


- u Va a 1-24 1l 
- Sulfat i+z+ il +0”. 


Dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem in (a) erhaltenen nur der Gestalt nach und stimmt 


mit ihm für "= (| — . überein. 


8 dx 
(x? + a?) Ya? — z% 
(a) Da der Radikand reelle Nullstellen hat, können wir die dritte Substitution Ya? — 22 
—= t{a — x) anwenden; hier ist —a < x <a undt> 0. Dann gilt 


2 _ PEERERIEEN 2/4 
j! r Be 4at dt ‚Ve -® 2at la 2a?(t* + 1) 
© +1 (? + 1)? +1 (* + 1)? 


de 41 212? +2 H 
(x? + a?) Ya? _ 22 2a? ei 


1 1 1 
ee — ld 
leer ze 2? — tY2 er? 


er larctan (.y2 4 1) -- arctan (t y2 _ 1)] +C, 


x = 


und 


x 
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at x 


zu setzen ist. Benutzen wir: die 


wobei für das endgültige Ergebnis nur noch t = 


Summenformel für den Arkustangens und die offenbar gültige Beziehung 
1 Te ä 
arctan — = —arctana + = (für SO), 
& 
so können wir das Ergebnis in der einfacheren Form 


: x y2 
arctan +C, mit O,=C+ 
a? Yy2 Ya? — x? : i 2a? 5 


schreiben. 
(b) Wenden wir auf dasselbe Integral die zweite Substitution Ja? — 2 =tr —a an, so 
ergibt sich 


a5” zz laretan (12 (y2 + 1) t -- arctan (Y2 2 — 1) | + 0° 
x a?) Ya? — x a? 


a + Ya? — 22 


miti= . Dieses Resultat gilt einzeln im Intervall (—a, 0) und im Intervall 


© 
(0, a); ändern wir den Wert der Konstanten 0’ beim Durchgang von x durch 0, so läßt sich 
das Resultat für das ganze Intervall (—a, a) angeben. Mit Hilfe der Summenformel für den 
Arkustangens sehen wir, daß dieses Ergebnis mit dem in (a) erhaltenen übereinstimmt. 


9. F PESBERE.. BERSERN) Wir wählen die erste Substitution Ye +u=t— x. Dann gilt 


(2? +4) _ +4 


St dt 5 du 
Gm” 2 Ara arm” + 2A — urn 


Damit haben wir das Integral auf ein elementares Integral zurückgeführt. Im Ergebnis braucht 
nur noch 


u=l- (x + Ya2 + 2)” 


gesetzt zu werden. 


284. Andere Verfahren zur Berechnung eines Integrals der Gestalt (4). Die Eulerschen 
Substitutionen sind prinzipiell in allen Fällen zur Berechnung von Integralen der 
Gestalt (4) in geschlossener Form anwendbar, jedoch werden dadurch einfache Inte- 
granden oft recht kompliziert. Auf Grund der Wichtigkeit dieser Integrale wollen wir 
noch andere Verfahren zu ihrer Berechnung angeben. Zur Abkürzung setzen wir 


Y=ar-+bce+c und y=Vr. 


Eine rationale Funktion R(x, y) kann als Quotient zweier Polynome in x und y dar- 
gestellt werden. Ersetzen wir y? überall durch Y,, so erhält R(x, y) die Gestalt 


Pı(&) + Pı(&) Y 
P;(x) + Pıla) y’ 


wobei die P;(x) Polynome sind. Multiplizieren wir den Zähler und den Nenner dieses 
Bruches mit P;(x) — P,(x) y und ersetzen wir wieder y? durch Y, so finden wir 


Ra, y) = Rule) + Rıle) y. 


kix, y) = 
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Der erste Summand läßt sich geschlossen integrieren; also brauchen wir uns nur mit 
dem zweiten Summanden zu beschäftigen. Erweitern wir ihn mit y, so erhalten wir 
schließlich den Ausdruck 


1 
Va? + be +c 


mit dessen Integration wir uns nun beschäftigen wollen. 

Zuvor trennen wir von der rationalen Funktion R*(x) den ganzen Teil P(x) ab und 
zerlegen den restlichen Teil in Partialbrüche (Nr. 274). In diesem Fall führt die Inte- 
gration des obigen Ausdrucks auf die Berechnung der folgenden drei Arten von, 
Integralen: 


R*e) — = R%e) 


; P«) 
Yax? + bx + c 
1l. dx. 


ern 
II. la ER 
(+ px + "Ya? + br + c 


Dabei sind alle Koeffizienten reell und die Nullstellen von x? + px + q komplex. Wir 
betrachten nun jeden Fall einzeln. 


I. Wir setzen (für m = 0,1, 2, ...) 


zen x” de 
Vin = —————— dr = . 
Ya +be+c yr 
Für solche Integrale läßt sich leicht eine Rekursionsformel angeben. Zu diesem Zweck 
setzen wir m > 1 voraus, nehmen die Ableitung 


’ Ü m—1y’ 
»-1VyY) = — 1) 27-2 Y _ — 
emyY=(m-1)a er, 
2m — 1) 2"? (ax? + br + c) +2" !2ar + b) 
2yY 


gg m—2 


= mA + (m 5) + m 1 
VY 3)’ YYy YY 
und integrieren diese Identität: 


am-ı YY = maVn+ (m = 3) DV + (m — 1) Vmn- 


Für m = 1 folgt hieraus 


1 b 
1, =—-YY-—V 


177 


für m = 2 (unter Benutzung des Ausdrucks für V,) 


1 
N, = 2; (ax — 3b) YY 5 ar — 4ac) Vo. 
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Fahren wir so fort, so gelangen wir zu der allgemeinen Formel 


Ion = Pm-ı(%) Yr + Anl os 


wobei 9,-ı(x) ein Polynom (m — 1)-ten Grades und A, = const ist. Somit lassen sich 
alle Integrale V„ auf V , zurückführen. 

Hat das Polynom P(x) im Integral I den Grad n, so ist dieses Integral eine Linear- 
kombination der Integrale Y,, Y 7, ..., Y„, und es kann demzufolge auf Grund der 
vorhergehenden Formel auf die Gestalt 


F(x) 
yr 
gebracht werden, wobei Q(x) ein Polynom (n — 1)-ten Grades und A = const ist. 


Das Polynom Q(x) und die Konstante A lassen sich im allgemeinen mit Hilfe der 
Methode der unbestimmten Koeffizienten bestimmen. Differenzieren wir (9) und 


multiplizieren wir die so erhaltene Gleichung mit YY, so finden wir 


de = Qla)YY +4 Tr (9) 


Plz) = Q/e) (az? + ba + e) + — Ole) (2ax + 5) +4. 


Setzen wir hier statt Q(x) ein Polynom (rn — 1)-ten Grades mit unbestimmten Koeffi- 
zienten ein, so steht auf jeder Seite ein Polynom r-ten Grades. Durch Koeffizienten- 
vergleich gelangen wir zu einem System von n + 1 linearen Gleichungen, aus denen 
sich die n Koeffizienten von Q(x) und die Konstante A errechnen lassen.t!) 


Bemerkung. Die Formel (9) realisiert die Abtrennung des algebraischen Teils 
des Integrals 


IE; P@) de. 


Eine ähnliche Abtrennung ließe sich auch bei dem allgemeineren Integral 
„OF | 


vornehmen, wobei R eine beliebige rationale Funktion ist. Darauf wollen wir aber, 
nicht eingehen. 


ll. Das Integral 


dx 
[ (x — o)kYY 


kann vermöge der Substitution x — & = 1/t auf den soeben betrachteten Typ zurück- 
geführt werden. Es gilt nämlich 


di a b c) I? + (2a b) t A 
1) Aus dem Bewiesenen wird klar, daß dieses System für beliebige rechte Seiten verträglich ist; 
‚in diesem Fall ist seine Determinante notwendig von O0 verschieden, und das System ist stets 
bestimmt. Damit läßt sich auch die Eindeutigkeit der Darstellung (9) nachweisen. (Vgl. S. 41 
und 44.) 
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so daß (wir nehmen der Einfachheit wegen spezielle >a,:>0an) 


[ dx BE ik-1 di 
“ (x — a)k Ya? + be + c rn 


ist. Wenn aa® +bx +c=0,d.h.« eine Nullstelle von Y ist, vereinfacht sich dieses 
Integral noch weiter; wir erhalten dann ein Integral des in Nr. 278 betrachteten Typs. 


Il. (a) Wir wenden uns dem letzten Integral zu und betrachten zunächst den Fall, 
daß sich der Ausdruck ax? + bx + c nur um den Faktor a von x? + px + q unter- 
scheidet. Dann hat das gesuchte Integral die Gestalt 


M&z-+-N q 
(ax? + br + c)@m+ni2 = 


Es läßt sich leicht als Summe zweier Integrale schreiben: 


2ax + b Mb de 
ler (ax? — bx . c) (ax? + bx + c)@m+nR dx + (2 zu; =), (ax? + br +c c)(2m+1/2’ 


das erste kann sofort mit Hilfe der Substitution £ = ax? + bx + c bestimmt werden. 
Zur Berechnung von 


de [ . de 
(ax? + be + c)amtuR  ) Yamınla 
ist die sogenannte Abelschet) Substitution 
ax —+ : 
‚ Y’ 2 
t=\Y) = ——— SB m————— 
m 2YY YaX+be+tc 
zweckmäßig. Quadrieren wir sie und multiplizieren wir mit 4Y, so erhalten wir die 
Gleichung 
427 = (Y')? = da?x? + dabr + b*. 
Damit finden wir 


Ma—1)Y =4ac— B., 


dac — b2 1 
Y -F- )' Er (10) 


woraus 


folgt. Differenzieren wir nun 


t vr = ar + 2 
so ergibt sich 
rd +Pde=adr, 
1) NıeLs HENDRIK ABeı, 1802—1829, norwegischer Mathematiker. 


5 Fichtenholz II 
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also 
de di 
ren. 11 
Trer; an) 
Die Beziehungen (10) und (11) liefern 


dx 4 m _ 
De = (u) een 


und schließlich ist 


dr 4 m ans 
j Yamı+ı Fr — =) [ (a — Pride. (12) 


Damit ist das Problem auf die Integration eines Polynoms zurückgeführt. 
Insbesondere gilt z.B. fürm = 1 


dt _ 2 Dax + b 
(ax + bx + c)?2 Aac—b: Yartbe te 


(b) Im allgemeinen Fall setzen wir 
a +br+c=a@+pz+d), 

damit in den Bezeichnungen Symmetrie herrscht; jetzt können wir annehmen, daß 
der Ausdruck in runden Klammern nicht identisch mit x? + px + q ist. Wir wollen 
die Veränderliche x so transformieren, daß in + pc + q und 2?+p’x +g’ die 
linearen Glieder gleichzeitig verschwinden. 

Zunächst sei p = p’. Dann können wir unser Ziel mit Hilfe der gebrochenen linearen 
Substitution 


L 
= — 2 (13) 


erreichen, wenn wir die Koeffizienten u und » geeignet wählen. Es gilt 


w“+pu+)®?+PBw+pu+rv) +20]i+ "++ 
2 dt & KRETA EA EEE ZEN Eu u nnd ER un NT u TEILTE TRETETDRTTERTEEE EEE u wu 
x - pr +qgq= (£ + 1)2 


und analog eine zweite Formel für x? + p’x + g’. Die gesuchten Koeffizienten können 
aus den Bedingungen 


zw+plutvn))+t2g=0, 2w+pf(ut») +24 =0 


oder 


ı-q „_Pazpg 

p—p p—-p 

bestimmt werden. Damit sind u und » die Nullstellen von 
P—-P)r2g—- )2e+(Pgd— rd). 

Damit diese Nullstellen reell und voneinander verschieden!) sind, ist 
g-g9"—-(P—-p)(pa—pgd)>0 (14) 


u+y=—2 


ı) Für 2 = » verliert die Substitution ihren Sinn, da dann x = » ist. 
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(notwendig und) hinreichend. Um uns davon zu überzeugen, daß die Ungleichung (14) 
erfüllt ist, schreiben wir sie in der gleichwertigen Form 

[Ka +g) - pp > (dg — pP) (dd! — Pp?). (14*) 
Nun gilt 44 — p? > 0 (denn x? + px + q hat komplexe Nullstellen); daher ist (14*) 


sicher erfüllt, wenn gleichzeitig 49’ — p'? < 0 ist. 
Nun braucht nur noch der Fall 49’ — p'? > 0 untersucht zu werden. Hieraus folgt 


q’ >0, und da auch qg > O0 und somit 4Yaq > pp’ ist, gilt folglich!) 


[2(q + 9) — pr’? > laVag’ — pp)’ 
= (4q — pP?) (4g’ — p"?) + A (pYg’ — pP’ Ya)’ 
= (da pr) dd — PP). 
Hier steht zweimal das Zeichen >; das Gleichheitszeichen kann aber nicht ın beiden 
Fällen gleichzeitig angenommen werden: Für q # g’ tritt nicht das erste und für q 
= q’ nicht das zweite Gleichheitszeichen ein. Damit ist Ungleichung (14*) und in- 


folgedessen auch (14) bewiesen. 
Mit Hilfe der Substitution (13) transformieren wir nun das gesuchte Integral auf 


die Gestalt 


Pit) di 
ara 
wobei P(f) ein Polynom (2m — 1)-ten Grades und A > 0 ıst. Zerlegen wir (für m > 1) 
den echten Bruch 
Pi) 
Gau), 
in Partialbrüche, so gelangen wir zu einer Summe von Integralen der Form 
At+B 
(+ A: Yarr+R 


In dem bis jetzt ausgeschlossenen Fall 9 = p’ erreichen wir das Verschwinden der 


(k=1,2,...,m). (*) 


Glieder ersten Grades noch einfacher, und zwar durch die Substitution et — 5; 
damit gelangen wir unmittelbar zu einem Integral der eben erwähnten Art. 
Das Integral (*) läßt sich in eine Summe zerlegen, 


A at dt di zu d 
(2 + A) Vor? + ß (1? + a) Ya + B- 


Das erste Integral kann sofort mit Hilfe der Substitution u = Y«t? + ß berechnet 
werden; auf das zweite wenden wir die Abelsche Substitution 


at 


Vor +B 


1) Es ist nämlich I e g > Veg’. 


5* 
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an. Auf Grund von (11) ist 
di du 
Ver? + ß a — u’ 
außerdem gilt, wie sich leicht ausrechnen läßt, 
(B — oA) u? + Ao? 
ala — u?) 


2) = 
Daher ist 


kaum 
ee, (1? + A)m Tor, + B [8 — aA) u2 + Aa2” ae 
Wir haben also das betrachtete Integral in ein Integral einer rationalen Funktion 
übergeführt. 


Bemerkung. Abgesehen davon, daß wir in diesem Abschnitt eine Reihe neuer 
Verfahren zur Berechnung von Integralen der Gestalt (4) aufzeigten, liefert die Ge- 
samtheit dieser Überlegungen einen vom Vorhergehenden unabhängigen Beweis der 
am Schluß von Nr. 281 formulierten Behauptung. 


285. Beispiele. 
1 22 — c +1 
Vz? +27 +2 


ee, — (022 + Be Hy) Ya +22 +2 +6 En. En 
ge Ya? +22 + 2° 


dx. Wir setzen 


woraus 
3-2 +1=(lor + PB) +22 +2) + + Bet) + +6 
folgt. Das Gleichungssystem 


3 =1, 
5a +2 =0, 
4.«+3B+y= —l, 
2B+yrö=l g 
hat die Lösung & = > Bp=- — —,y= re ö= = Damit erhalten wir schließlich, wenn 


wir noch das Beispiel ; aus Nr. us heranziehen, 


— I g=-— (22 — 5: +1)Y® +22 +2 
FE 6 


+ in (@ +14 am H2) +0 


2. [ Be nn Die Substitution e — 1 = > (esseix > 1,:>> 0) führt dieses 
(x — 1)? Ya? — 27 —1 L 
Integral in \ 
it? dt 
— 212 


über, das sich leicht mit elementaren Mitteln auswerten läßt (vgl. Nr. 283, Beispiel 4). 
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e 1 12 
Lösung. Ze — 21° — ä = arcsin t 2 +6 


EN. SEE. = eaz 7; (A arcsin +0 
4x — 1) ay2 z—1 
3. [ (22° — x + ayra' Die Abelsche Substitution 
4 —] 


Bars nm 
ya — 2 +2 


transformiert dieses Integral in 


2 — )2d 
TTaR Ye 


dabei kann man entweder die allgemeinen Überlegungen aus Nr. 284, III (a), für den Spezial- 
fall wiederholen oder die fertige Formel (12) benutzen. 


” 64 4 —1 | (4x — 1)? 1 (4x — 1)° 
ösung. —— 12 _ —_ Do 0 — + 
> (222 — 2 +22 6 (22? — x + 22 160 (202 — = + 2)5/2 
(+3) dr j ; EI 
. Die gebrochene lineare Sustitution 
. [ee _ ö 
= pi -v 
+1 
ergibt 
PR GES E Derßwthbrnr2iretrtr 


+1)? 


Die Forderungen 
2w+(u+V)+2=0 
oder u+v=0,w= —isindz.B. für u=1,v,= —1 erfüllt. Es ist also 


t—1 2dt 4-2 2 +3 

irrt er 43-777: ER DE Pre, 
und 

TE EEE 3° +1 

Dee eg 
wenn wir& +1 > 0, also x < 1 annehmen. Somit ist 

(x +3) de (St +4) dt 
I rerT- er (e +3) ri 


Das erhaltene Integral läßt sich in zwei Summanden zerlegen: 


5 f tdi Er od 
(12? +3) Ya + 1 (2 + 3) Ya + 1 


Der erste Summand kann mit Hilfe von v = y3t2 -+- 1 berechnet werden und ist gleich. 


Y8 arctan ar Sr +([", 
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Auf den zweiten wenden wir die Abelsche Substitution 
u 31 
Ye +1 


an, die das Integral in 


ja HM 3 
| 27 — 8uU? Ye 


überführt. Hier brauchen wir nur noch % durch x auszudrücken. 


5 £ + tari-@ Hl, 
Ya? + +1-+r 

Hinweis. Man schreibe den Integranden in der Form 

22H rei — 1 

2 +Hny@+z+1 

2 +3 +3c +3 4 
ee art 
auf den dritten Summanden wende man die Methode I aus Nr. 284, auf den letzten Summanden 


die Substitutionze +1 = - an. 


373 +22 u 


+ 0 Run 
313 -— 2/2 u 


—= (22? — 2? + 32 — 3) + —— 


S4. Integration von trigonometrischen Funktionen 
und Exponentialiunktionen 


286. Integration von Ausdrücken der Form R(sin x, cos ei da. Differentiale dieser 


Gestalt lassen sich stets mit Hilfe der Substitution t = tan — c2 (rn <x<r) rational 
machen, denn es ist 


x tan 
sinz = ey = = ae COS x en : 2 
— ee m TUT TL2®’ 
Item Ir tm 18 
3 2 
2. dt 
x=2arctani, de= Iir® 
und somit 
21 1—1\ 2dt 
R(si mA a al 
(sin x, cosx)de=R \: ı@1ı Ä 1-2 
Integrale vom Typ 
f R(sin x, cos x) dx (l) 


lassen sich also stets in geschlossener Form angeben. Zu ihrer Darstellung sind außer den- 
jenigen Funktionen, die man bei der Integration rationaler Differentiale antrifft, nur 
noch trigonometrische Funktionen notwendig. 
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Die erwähnte Substitution, die man für Integrale von Typ (1) immer verwenden 
kann, führt jedoch manchmal zu komplizierten Ausdrücken. Später werden wir Fälle 
erwähnen, in denen man mit einfacheren Substitutionen zum Ziel kommt. Vorher 
wollen wir noch die folgenden Hilfsmittel aus der Algebra bereitstellen. 

Bleibt der Wert einer ganzen oder gebrochenen rationalen Funktion R(w, v) un- 


rer sobald bei einem Argument, z. B. bei w, das Vorzeichen gewechselt wird, 
.h., ist 


R(—u,v) = k(u,v), 
so kann R(uw, v) in der Gestalt 
Ru, v) = R,(w?, v) 


geschrieben werden, wobei nur gerade Potenzen von u auftreten. 
Wechselt dagegen R(w, v) bei Änderung des Vorzeichens von u ebenfalls sein Vor- 
zeichen, d. h., ist 


R(—u,v) = —K(u, v), 
so kann man der Funktion A(w, v) die Gestalt 
R{u,v) = R,(u?, v) u 
geben. Dies folgt sofort aus der vorhergehenden Bemerkung, wenn man sie auf die 


Funktion Zur anwendet. 


I. Ändert R(u, v) das Vorzeichen, wenn u durch —w ersetzt wird, so ist 
R(sin x, cos x) de = R,(sin? x, cos x) sin x dx 
— —R,(i — cos?x,cosx)dcos«, 
und die Funktion wird mit Hilfe von t = cos x rational. 
II. Analog ist, wenn R(w, v) mit v das Vorzeichen wechselt, , 
R(sin x, cos x) dx = R$(sin x, cos? x) cos x dx 
— Re(sinx,1 — sin’x)dsinz, 
so daß hier die Substitution £ = sin x zweckmäßig ist. 


III. Schließlich setzen wir voraus, daß die gleichzeitige Änderung der Vorzeichen 
von u und v keinen Einfluß auf R(u, v) hat, d.h., es sei 


k(—u, —v) = R(u, dv). 


In diesem Fall ersetzen wir % durch — v und erhalten 


R(u,v) =R (= v, ) — (* ). 
v v 


Auf Grund der Eigenschaft von R gilt 


R* (* -) — R* (= ). \ 
® 
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wenn vundv durch —v bzw. —v ersetzt werden (der Ausdruck u/v ändert sich dabei 


nicht); dann ist, wie wir wissen, r 
R* (* ) =R: (* »). 
® ® 
Daher gilt 


R(sinx, cosx) = R*(tan x, cos? x) = kr |tan x ee 
a . ? . ’1-+tan?x]’ 


also einfach 


R(sin x, cosx) = R(tan x). 


Hier erreicht man das Ziel mit Hilfe der Substitution ? = tan x (-3 <ıe< 3) s 
denn es gilt 


R(sin x, cos x) de = Rt) —— 7 — iR 


Bemerkung. Jeder rationale Ausdruck R(uw, v) kann stets als Summe dreier Aus- 
drücke der eben betrachteten Spezialfälle dargestellt werden. Zum Beispiel können wir 
Ru, v) — R(—u, —v) 

2 


k(u,v) — R(—u, v) 


k(u,v) = > 


u. 


Ru, —v) a R(u, v) 
2 


schreiben. Der erste Summand ändert sein Vorzeichen mit w, der zweite mit v, der 
dritte bleibt unverändert, wenn u und v gleichzeitig das Vorzeichen wechseln. Zer- 
legen wir den Ausdruck XR(sin x, cos x) in die entsprechenden Summanden, so können 
wir auf den ersten die Substitution # = coszr, auf den zweiten die Substitution t 
— sinx und schließlich auf den dritten die Substitution £ = tan x anwenden. Also 
genügen zur Berechnung eines Integrals vom Typ (1) diese drei Substitutionen. 


+ 


987. Integration von Ausdrücken der Form sin’ & cos* &. Die Zahlen » und u seien 
rational, und die Veränderliche x variiere im Intervall [0, 3) Dann ergibt die Sub- 


stitution z = sin? x, de = 2 sin x cosx dx die Beziehung 
3  & 
sin’ x cos 2 dr = 5: sin’-1z2(1 — sin? z)«=DI2 2 sin x cos d« 
1 
= > (1 =: z)'#-DI2 2L,—12/2 dz, 
so daß wir auf ein binomisches Integral (Nr. 279) geführt werden: 


nn 1 1 
[sin 2co#xde = 5 (1 — 2)#-DI2 zb -DR de — 5 Ju, 0-nle- (2) 
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Wir sehen hier, daß das uns interessierende Integral in geschlossener Form angegeben 


werden kann, wenn ” R2> (oder ——_-) eine ganze Zahl, also u (oder ») eine un- 


gerade Zahl ist; b)£ - eine ganze Zahl, also u + v eine gerade Zahl ist. 


Hierher gehört insbesondere der Fall, daß beöde Exponenten u und »v ou sind. Übri- 
gens ist dann der Ausdruck sin’ x cos x rational in sin x und cos x, d.h., er gehört zu 
der Klasse der schon in Nr. 286 betrachteten Ausdrücke. 

Ist der Exponent » (oder u) ungerade, so läßt sich der Integrand sofort mit Hilfe 
von t = cosx (oder? = sin x) rational machen. Sind beide Exponenten » und u gerade 
(oder beide ungerade), so kommen wir mit Hilfe der Substitution ? =tanx oder 
t = cot x zum Ziel. 

Sind beide Exponenten » und u positive ganze Zahlen, so ist ein anderes Verfahren, 
das auf der Anwendung der Formeln 
in 2% sin r —= 1- cos2x co®r = 1-+ 082% 

9 ’ = 2 9 zu 2 
beruht, zu bevorzugen. Ist nämlich » = 2n, u = 2m, so schreiben wir für» > u 
sin =)" (- — COS = 


sin x cost = 


sin?* x cos?” x — (sin x cos x)?” sinn mM) g — 


2 2 
/ 
und für» < u 
in 22\°” (1 08 2r\ rn 
sin?” x cos?” x —= (sin x cos x)?" cos{m-n)g — > ) 5) 
Entwickelt man den zweiten Faktor in eine Reihe, so ergibt sich eine Summe von 
Gliedern der Gestalt C sin” 2z cos# 2x mtv" Wsn+m= z En ai Diejenigen 


Glieder, bei denen wenigstens einer der Exponenten »’, u’ ungerade ist, lassen sich 
leicht nach den obigen Methoden integrieren. Die übrigen Glieder werden einer ähn- 
lichen Umformung unterworfen, indem man zu sin 4x und cos 4x usw. übergeht. Da 
bei jeder Umformung die Summe der Exponenten mindestens um die Hälfte verklei- 
nert wird, ist der Prozeß schnell beendet. 

Wir kehren 'nun zu der oben angegebenen Beziehung (2) zurück. J etzt können wir 
die Rekursionsformeln für binomische Integrale (Nr.280) mit a=1,b=—J, 


p= RZ, g= 2 he . benutzen, um Rekursionsformeln für die oben betrachteten 


Integrale aufzustellen. Damit erhalten wir die folgenden Beziehungen (die sich jedoch 
auch auf andere Art direkt ergeben): 


in’+1 +1 
(I) [ sin’ x cos zdt = — du x cos#T'x 
a+1 
v+u+2 
A+1 
sin’tixcos"+1x 
»+1 
»+u+2 
v+1l 


ei sinn zco#rt?zde (u+-—l), 
(II) [ sin’ x cos x dx = 


sin’+? x cos" x dx + —J), 


+ 
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sin’ti x cos#-1x 
(III) [ sn’ zco# zde = —— 


v+u 


— la e 
sin’ x cos#-?x dr y 0), 
tu Pta=#0) 
& es 2 
(IV) [ ee rn 
v- u 
v—1 
sin’? x cos® x. dr y 0). 
et Wtar0$) 


Diese Formeln erlauben im allgemeinen, den Exponenten » oder u (unter den erwähn- 
ten Einschränkungen) um 2 zu verringern. Sind beide Exponenten » und u ganz, so 
kann das Problem durch aufeinanderfolgende Anwendung der Reduktionsformeln auf 
eines der folgenden neun Grundintegrale zurückgeführt werden, die den verschiedenen 
Kombinationen der Werte » und z (—1,0 oder 1) entsprechen: 


1. [de=x, 6. = dt = —In cos], 
COS X 
dr x 
2. feos&d«e =sinz, 7. | — In Itan —|, 
_ sin x | 2 
dr x T COS x 
— In |tan [— + — — 
3 5 an (3 +7) ; 8 & dx = In |sin xl, 
d 
4. [sinzd«e = —cosT, u — In Itan x. 
sin x COS x 
2 
5. | sinzeos2d2 z 


288. Beispiele. 
1. f sin? x cos? x dx. Der Integrand ändert das Vorzeichen, wenn cos x durch —cos x ersetzt 
wird. Substitution ? = sin x: 


2 0 # sin?x sin’ x 
in? Ied= | Pl -W)d=-——- —+0l= — C. 
fen x cos? x dx j ( ) et - "uk 


5 
2. : —_- dx. Der Integrand wechselt das Vorzeichen, wenn sinx durch — sin x ersetzt 
cos? & 


wird. Substitution t = cos x: 


sin? x it — 22? 141 2 1 
——dre= — | —d= -i:- — +—+C 
[ cos? x f 6° t ü 31? = 


1 0 


Me 
co z 3cos’x 


= —-C0OST — 


de a [} . . .,o * ® 
3. ————— , Der Integrand ändert sich nicht, wenn gleichzeitig sin x durch — sin x 
sin® x cos? x 


und cos x durch —cos x ersetzt wird. Substitution {= tan: 


(1 en A+i)%, 2 
RT sin? x .s (FR en n — a 


N ee ee 
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4. f sin? x cos? x dr. Hier ist die gleiche Substitution anwendbar, einfacher ist es jedoch, die 
Formeln für das doppelte Argument zu benutzen: 


sinzcoftr— — sin? 2x(cos 2x + 1) = - sin? 2x cos 2x + — (1 — cos4r). 
Damit ist 


| sitz cost 2 de = Sin 22 + = a int Ö. 
48 64 


16 
d 
B. f EERR  ZUERRER = 3 | BES. ER Anwendbar ist die Substitution ? = sinz, aber 
sin x sin 2x 2 sin? x cosz 


einfacher erreichen wir das Ziel, wenn wir die Formel (II) benutzen: 


1 [ dx u 
2 sintzcose Er Tai er x 
1 1 7 A 
alten ee 
Ira (3 = .) 
= sin verwenden wir zweimal die Formel (I); es ist 


cos? x 
dt _sinz_ x 
co’zx 4 4 costx - 


und andererseits 


dr sin © 1 dr sin © 1 ©, T 
en Pe —In|itan{— + — C, 
cz 2co®?x 2 ) cosz Dostz 2 Ckarı is 
also 
| dr sin © ssinz 3 er" 
= + — + —Initan[— + — C 
cos? X De ee" 2+7) = 


4 
T. [ — < dx. Statt der Substitution = cosx benutzen wir die Formeln (II) und (III) 
sin? x 


und erhalten 


cos? x de cos’ x cos? x 
sin? x 2 sin? x sin 2 


4% 2% 
A de = — 00802 + — uk PURE EEE N tan — +60 
sın X sin x 3 2 
oder (nach vereinfachenden Umformungen) 
4 
dr = — Se — 003% = tan — +6. 
sin? x 2 sin? x 2 2 
8. Zu ı.n — JERHBEFEL.. SUREEBRORIEEN Substitution t = cos x: 
sin x cos 2x sin x(2 cos®® x — 1) 
dx ze di 
sinz (2cos®x — 1) (1 —#) (1 — 28°) 
_41, [14:12 et, 
in 1-12 +4 
BE Pr Halten + c. 
y2 1 — y2 COS x 2 | 
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[ sin’zcosz ee A 
9. | ————————— dir. Da sich der Integrand nicht ändert, wenn die Vorzeichen von sin x 
sın © 4 c08sx 


und cos x wechseln; ist die Substitution # = tan x anwendbar: 
sin? x cos x 2 {2 di 
Tee | 
sinz + cosx ie (1 +t)(1 +1?) 
ze. a ng 
4t+1 4° +1 2(? +1) 


i+!t 11-+1 
Ya #i4Hm tl 


n [sin + cos x] _— cos x(sinz +cosa) + C. 


dr ® i Te Te 
10. — für AÜ— B?>0. Wir setzen —— —ı 
nr ’ enz 2 


voraus und bringen das Integral mit Hilfe der Substitution i = tan x auf die Gestalt 


dt 
A +2Bt + 01? 


Lösung. I retan taz + B 0? 
YyAC — B? YyAC — B? 
de di u = 
11. | ——- | — fütst _— —). Zur Bestim- 
rer res: + 1?) = nz > == 2) ur Bestim, 


mung der Koeffizienten A, B, C in der Partialbruchzerlegung 
JENES: SRUHHEEL RR. - BARS. nen... 
a-b)1+2) a+b 1-78 
ergeben sich die Gleichungen 
A+bB=0, aB+bl=(, A+al=l, 


aus denen 
= EIN. EN b= ENTER. JESBEN C= en 
a? + 52 a? + b2 ‚a? + b2 
folgt. 
Lösung. —— arctan t + . n Te] + (0 
a? + b? a? + b? yı ze 


a , 
Sa,p —— [ar +bin|acosz +bsinz]] + C. 


12. Auf das Integral aus Beispiel 11 lassen sich die beiden Integrale 


m ___sinzde. _ __eosxde _ 
ıi= T, = 
ac08© + bsin«’ 04c0osz + ac08% + bsin« 


zurückführen. Sie können leicht berechnet werden, indem man die mit ihnen gebildeten Be- 
ziehungen 


DT, +aT,= [de=2+0, 
—asinz +bcosz a 


—ıaT, +bT, = 
Zu acosze +bsinz acosz -+bsinz 


= Injacosx +bsinz| +, 
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benutzt, aus denen sich 


=, yeah lacosz+bsinz]] + C, 


1 . , 
T,= er za [er +binlacose +bsinxz]] + C 
Bu 
13. — Sn —di(l! <r<i1,—rn <z<r). Wir wenden hier die universelle 
1—2rcosx + r > r? 


Transformation t = tan = an und erhalten 


Da u TR 
2. 1—2rcosz + r? (1—r)”?+(1+r)t? 


= arctan f ds 1) +0 = arctan F + tan n +6. 
i—r 1 2 


Auf dieses Integral läßt sich auch das folgende zurückführen: 


= | —_gy2 
| 1—rcosz a Be 1—r de 
1—2rcosx + r? | 2 21 —2rcosr + r 


4r 


— — 2 + aretan (73 „tan 5) +60. 


14. + Een unter der Voraussetzung ja| S |b| (-n <x<r). Zunächst sei |a| > |b] 


und (ohne Beschränkung der Allgemeinheit) a > 0. Die Substitution t = tan — ergibt wie 
in Beispiel 13 2 


=  aretan 2 a us 
a-+bcosz a2 — b2 a+b .2 


Diesen Ausdruck können wir auf die Gestalt 


1 ac0osx +b : 
de ————— a1CC08 ————— 
Ya? — b2 a-+-bcosz 


bringen, wobei das obere Vorzeichen für 0 S x < m und das untere für mn <x <0gilt und 


der Wert der Konstanten 0” beim Durchgang von x durch 0 um —— __ zunimmt. 
2 Ya? Ze b2 


Nun sei ja} < |b] und 5 > 0. Mit der gleichen Substitution erhalten wir 


de _ 2dt 
| en erg b+a)— (b—-a)t? 
1 ’bra+yb—at| 


"Fa -W=ar 
/ Fa + 7b —atan— 


Er 


+0,; 


In 


b? — a2 vba rn Yp —-a tan — 
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also 
b-+acosxz + Yb2 — a? sin x 
a+bcosz 


+60. 


In 


b2 — a? 
en 
‚, a+bsinz 
gehende überführen. 


Das Integral läßt sich durch die Substitution x = u + tin das vorher- 


15. Auf das Integral in Beispiel 14 kann auch das Integral 


dr 
a+bcose + csinz 


zurückgeführt werden. Führen wir einen Winkel & unter der Bedingung 


COS & INTER. EEE sin & ARCHE IERE mureen 
Yb® + c2 Yb® + c* 


ein, so läßt sich das Integral in der Gestalt 


dr 
ee 


schreiben. Substitution: t= x — «. Hier interessiert nur der Fall las Yb? + c2. 


289. Überblick über die anderen Fälle. In Nr. 271, Beispiel 4, sahen wir schon, wie 
sich Ausdrücke der Form 


P(x) e* de, P(x) sin be. dx, P(x) cos bx d« 
integrieren lassen, wenn P(x) ein Polynom ist. Interessant ist, daß die Ausdrücke 
e? sin x COS X 


— dr, —— dr, 
x T 


de (rn =1,2,3,...) 


nicht mehr geschlossen u werden können. 
Mit Hilfe der partiellen Integration können wir für die Integrale dieser Ausdrücke 
Rekursionsformeln angeben und sie auf die drei Grundformen zurückführen: 


z 
I. —d dr = Ir — = Jiy (Integrallogarithmus)!), 
IL, [= : de =six (Integralsinus), 


Ill. [ — "de=cie (Integralkosinus)?). 
Wir kennen schon (vgl. Nr. 271, Beispiel 6) die Integrale 


asınbz — bcosbx 
fe sin br. dr = In er? C, 


R bsinbz + acosbx 
[er eosdz 42 Zah" rue u 


1) Substitution x = Iny. 
2) Übrigens muß in allen drei Fällen noch die willkürliche Konstante festgelegt werden; dies 
wollen wir im folgenden tun, 
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von ihnen ausgehend, können wir die Integrale 
f x" e" sinbxdx, f x” ea? cos bx dx nn]; 2,8;4..) 


in geschlossener Form angeben. Durch partielle Integration erhalten wir nämlich 


i asınbz —bcosbxz na i 
gr e0eX sın be dt = 2X? ———  — el! _ — —_———— [ ztrrleazsinbrx dr 
a? + b2 a? + 52 
nb 
en n—1 naz 
+ For a|® e cos bx de, 
bsinbz + a cosbz nb . 
gan er cosbr dr = x" hen eat —_ RT ar-leatsinbxdz 
a? + b2 a +-b 
na 


[ zul e28 cos bx de. 


ae+ 


Diese Rekursionsformeln gestatten, die uns interessierenden Integrale auf den Fall 
n = 0 zurückzuführen. 

Verstehen wir unter P(...) wie früher ein Polynom, so können wir abschließend be- 
haupten, daß die Integrale 


f P(x, e®*, ee, ,.., sin b’z, sin b’x, ..., cos b’x, cos b’’x, ...) de, 


wobei a’,a’,...., b',b”,... Konstante sind, in geschlossener Form angegeben werden 
können. Dies läßt sich offenbar auf die Integration des Ausdruckes 


x" 6° sin® b’x sin#” b’x «.. cos" b’x --- 
zurückführen. Benutzt man die elementaren trigonometrischen Formeln 


1-— cos 2bx 

2 ’ a 
1 
2 
und ähnliche, so kann der Ausdruck in Summanden vom Typ Ax” e°* sin bxz und 
Bx" e°* cos bx zerlegt werden, mit denen wir uns schon beschäftigt haben. 


sin®bx = 


sin b’x sin b’z —= — [cos (b’ — b”’) x — cos (b’ + b’') x] 


85.  Elliptische Integrale 


290. Allgemeine Bemerkungen und Definitionen. Wir betrachten ein Integral der 
Gestalt 

S Re, y) de, (1) 
wobei y eine algebraische Funktion von x ist, d.h. (vgl. Nr. 205), y genügt einer al- 
gebraischen Gleichung 


Pia, y) = (2) 
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(P ist ein Polynom in x und 3). Integrale von dieser Form heißen Abelsche Integrale. 
Zu ihnen gehören auch die in $ 3 untersuchten Integrale 


IE: ( Vz I =tA) dr, [r« Vax? + bx + c) dr. 


cH+6ö 


Die Funktionen 


u y=Yar+bxr+c 


yYx + Ö \ 


genügen nämlich den algebraischen Gleichungen 
yats)yr ++ ß)=0, P-(atbc+)=0. 


Vom geometrischen Standpunkt aus läßt sich dem Abelschen Integral (1) eine alge- 
braische Kurve zuordnen, die durch (2) definiert wird. Zum Beispiel ist das Integral 


R (x, Vaa? + bx + c) dx (3) 


mit der Kurve zweiter Ordnung y? = ax? + bx + c verknüpft. 
Besitzt (2) die Parameterdarstellung 


= nl), = r;(f) 


mit rationalen Funktionen r;(t) und rz(t) — in diesem Fall nennen wir die Kurve uni- 
kursali) —, so ist es möglich, den Integranden von (1) rational zu machen: Durch die 
. Substitution z = r,(t) kann er auf die Form 


R{r(t), r2()) r{() de 


gebracht werden. Zu dieser Klasse gehören auch die beiden oben angegebenen Fälle. 
Insbesondere ist die Möglichkeit, den Integranden aus (3) rational zu machen, mit der 
Tatsache verknüpft, daß eine Kurve zweiter Ordnung unikursal ist (Nr. 281, 282). 

Offenbar sind die Veränderlichen x und i durch eine algebraische Gleichung mit- 
einander verknüpft, so daß t eine algebraische Funktion von x ist. Erweitern wir die 
Klasse der elementaren Funktionen, indem wir zu Ihr auch alle algebraischen Funk- 
tionen hinzufügen, so läßt sich das Integral (1), falls die Kurve (2) unikursal ist, stets 
in geschlossener Form durch elementare Funktionen ausdrücken. 

Jedoch ist ein solcher Umstand in gewissem Sinne eine Einschränkung. Im all- 
gemeinen ist (2) nicht unikursal; dann öst (1), wie man zeigen kann, nicht immer, d.h. 
nicht für jede Funktion R, in geschlossener Form darsiellbar (obgleich dies für einzelne 
spezielle R nicht ausgeschlossen ist). 

Damit sind wir schon bei der Betrachtung der wichtigen Klasse der Integrale 


SR Vor + Be yx + 8) de, | 


(4) 
SR, axt + Br? + yr? +öc + e)de 


angelangt, in denen Qudratwurzeln aus Polynomen dritten und vierten Grades ent- 
halten sind und die an die Integrale (3) anschließen. Integrale der Gestalt (4) lassen sich 


ı) Wir könnten auch eine rein geometrische Charakterisierung einer unikursalen Kurve geben; 
damit werden wir uns jedoch nicht beschäftigen. 
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im allgemeinen nicht mehr in geschlossener Form durch elementare Funktionen ausdrük- 
ken (selbst bei Erweiterung dieses Begriffes nicht). Daher haben wir die Bekanntschaft 
mit ihnen auf diesen letzten Paragraphen verschoben, um die Darlegungen dieses 
Kapitels nicht zu unterbrechen, das sich in der Hauptsache mit den Integralen be- 
schäftigte, die in geschlossener Form angegeben werden können. 

Die Radikanden in .(4) mögen reelle Koeffizienten haben. Außerdem wollen wir 
stets voraussetzen, daß ihre Nullstellen einfach sind, denn anderenfalls könnten wir 
einen Linearfaktor unter dem Wurzelzeichen hervorziehen; das Problem würde sich 
dann auf die Integration von schon früher betrachteten Typen reduzieren, und das 
Integral könnte in geschlossener Form angegeben werden. Beispielsweise können wir 
leicht nachprüfen, daß 


:1-+ 2% dx x 

a a SE a Ü, 
5 M-# yY-z = 
5-1 


V22? +1 
gilt. 


Integrale vom Typ (4) heißen im allgemeinen ellöptisch, da sie zuerst bei der Be- 
rechnung der Bogenlänge der Ellipse auftraten (vgl. Nr. 331, Beispiel 8). Übrigens 
bezieht sich diese Bezeichnung nur auf diejenigen von ihnen, die nicht geschlossen 
integriert werden können; die anderen heißen pseudoelliptisch. 

Die Untersuchung und die Tabulierung (d.h. die Zusammenstellung von Tafeln 
der Werte) von Integralen der Gestalt (4) für verschiedene Koeffizienten «, ß, y, ... 
ist verständlicherweise schwierig. Daher ist es wünschenswert, alle diese Integrale auf 
einige wenige zurückzuführen, bei denen nach Möglichkeit weniger willkürliche Ko- 
effizienten (Parameter) auftreten. Dies läßt sich mit Hilfe von elementaren Umfor- 
mungen erreichen, die wir nun untersuchen wollen. 


de=2zYy® +1+0 
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1. Zunächst wollen wir darauf hinweisen, daß es genügt, den Fall zu betrachten, in. 
dem unter der Quadratwurzel ein Polynom vierten Grades steht, denn darauf läßt 
sich auch leicht der Fall überführen, daß das Polynom von drittem Grad ist. Ein 
Polynom ax? + bx? + cx + d mit reellen Koeffizienten muß nämlich notwendig eine 
reelle Nullstelle besitzen (Nr. 81), etwa A; folglich läßt es eine Zerlegung 


ad +b? Hex +td=a — I) ®+pc+gq 


mitreellen Koeffizienten zu. Mit Hilfe derSubstitutionz — A =t?(odrx — A = —t?) 
gelangen wir zu der gewünschten Umformung 


[ Re, Vaz? + ..)de= [re +4, t Var! + ..) 2 dt. 
Wir wollen also nur Integrale untersuchen, in denen eine Quadratwurzel aus einem 
Polynom vierten Grades auftritt. 


2. Nach einem bekannten Satz aus der Algebra kann ein Polynom vierten Grades 
mit reellen Koeffizienten als Produkt zweier Polynome zweiten Grades mit ebenfalls 
reellen Koeffizienten dargestellt werden: 


ad+be + +dete=a+perrtrNtprtg). (5) 


6 Fichtenholz II 
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Nun wenden wir eine Substitution an, um in den beiden Polynomen zweiten Grades 
die linearen Glieder zu beseitigen. Mit einem ähnlichen Problem hatten wir es schon in 


Nr. 284, III (b), zu tun. 
Ist ? = p’, so erreichen wir unser Ziel mit Hilfe der Substitution x = 1t 


— > Nun seip =# p’; in diesem Fall benutzen wir wie früher die gebrochene lineare 


Substitution x = er . Die Möglichkeit, für die Koeffizienten » und » reelle und 


+1 
außerdem verschiedene Werte zu erhalten, wird, wie wir sahen, durch die Unglei- 
chung 
g- ed” -(P-p)(pg—pg)>0 (6) 


bedingt. Wir haben diese Ungleichung schon unter der Voraussetzung bewiesen, daß 
eines der betrachteten Polynome zweiten Grades komplexe Nullstellen hat, dies spielte 
in unseren Überlegungen eine wesentliche Rolle. Nun mögen beide Polynome auf der 
rechten Seite von (5) reelle Nullstellen haben, das erste Polynom etwa die Nullstellen & 
und ß, das zweite die Nullstellen » und ö. Setzen wir 


p=-lea+Pß, qsaß, P=-yHI, Ybbs 
so erhält (6) die Gestalt 

ya 8) (P-Y)B-9)>0. (6) 
Damit diese Ungleichung erfüllt ist, braucht man nur dafür zu sorgen, daß die Null- 
stellen der Polynome zweiten Grades einander nicht trennen (daßz.B.«a>ß>y>6 


ist), was in unserer Macht liegt.t) 
Somit erhalten wir bei geeigneter Wahl von u und » mit Hilfe der obigen Substitu- 


tion die Beziehung 


u ut +v VM+NE)(M+NE)\ u—» 
em 


die wir (wenn wir den Fall ausschließen, daß einige der Koeffizienten M, N, M ‚N 
gleich 0 sind) auf die Gestalt 


[ Bl, Ad + me) LF mE) | 


mit von O0 verschiedenen A, m und m’ bringen können. 


3. Mit Hilfe von Überlegungen, die denen analog sind, die wir am Beginn von 
Nr. 284 angewendet haben, können wir dieses Integral bis auf ein additives Integral 
einer rationalen Funktion auf 


R*(t) 
YAll + mi?) (1 + m’®) 


1) Wir erwähnen beiläufig, daß die Ungleichung (6) in der Gestalt (6°) auch dann bewiesen 
werden kann, wenn die Nullstellen «, ß, ... nicht reell sind. Hat nur das erste Polynom kom- 
plexe Nullstellen, d.h. die konjugiert Eonipleren Nullstellen & und ß, und sind y und ö reell, 
so sind die Faktoren x — y und ß — y konjugiert komplex, und ihr Produkt ist, wie wir wissen, 
eine reelle positive Zahl. Das gleiche trifft auch für die Faktoren.« — 6 und ß — ö zu. Sind - 
sowohl die Nullstellen «, $ als auch die Nullstellen y, ö paarweise konjugiert komplex, so sind 
die Faktoren & — y und ß — ö und ebenfalls « — ö und 8 — y konjugiert komplex, und ihre 
Produkte sind wieder reelle positive Zahlen. 
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zurückführen. Wir zerlegen jetzt die rationale Funktion R*(t) in die Summe einer 
geraden und einer ungeraden Funktion: 


* * * * 
2 2 
Der erste Summand ändert sich nicht, wenn i durch —i ersetzt wird; folglich stellt 
er eine rationale Funktion R,(t?) von t? dar. Der zweite ändert sein. Vorzeichen beim 
Ersetzen von durch —t und hat deshalb die Form R,(t?) i.1) Das betrachtete Integral 
läßt sich demnach als Summe von Integralen darstellen: 


R,() dt R,(2) tdi 
YAll + mt?) (1 + m) YAl+me)(i+me) 


Das zweite Integral bringen wir mit Hilfe der Substitution u = 2? sofort auf die ele- 
mentare Form 


1 R,(u) du 
rer + mu) (1 + m’u) 


und integrieren es geschlossen. Daher sind die folgenden Untersuchungen nur dem 
Integral 
R,(t?) dt 
A(1 + mt?) (1 + m’t? 


(7) 


gewidmet. 


292. Reduktion auf die Normalform. Wir zeigen schließlich, daß jedes Integral vom 
Typ (7) in der Form 


R(z?) dz 
BAR... 23). ER (8) 
(1— 22) (1 — 2) 
dargestellt werden kann, wobei k ein positiver echter Bruch ist, 0 <k< 1. Diese 
Form nennen wir die Normalform. Zur Abkürzung setzen wir 


y=YAll+ mi) (1 + m2). 


Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir hier. 4 = +1 an; außerdem be- 
schränken wir uns auf positive Werte von i, Wir untersuchen jetzt verschiedene mög- 
liche Kombinationen der Werte A, m, m’ und geben für jeden Fall die Substitution an, 
die das Integral (7) sofort in die Normalform überführt. 


1.A=-+1,m = —h}, m’ = —h’”? (h> h’ > 0). Damit die Wurzel reelle Werte 


1 1 
besitzt, muß entweder it < z oder i> Zr sein. Wir setzen 


5 Rh 
ht=z mit 0<z<l oder a> a 


1) Vgl. die Bemerkungen in Nr. 286. 


6* 
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Dann ist 


iyenaleh 1%) 


so daß hier k = = gewählt werden kann. 


2. A=+1,m=—R,m —h: (h, h’ > 0). Damit die Quadratwurzel reelle Werte 


1 
hat, beschränken wir uns auft < 7 Wir setzen 


k=Y1— 2 mit 0<z<s1. 


Dann ist 
d 1 dz 
y  YR+ HM” h’® 
ya 22) (i PER 
eg h’ er 
und wir können k = ————— wählen 
YR® + n° 


3.4A=-+1,m=h?,m =h'"(h>h' > 0);tkann sich beliebig ändern. Wir setzen 


—— en mit 0<z<]1. 
y1 — 2? 

In diesem Fall ist \ 

di Eu dz 

yo h2 — h’2 

ya — 2?) ( —_ 72 =) 
| h2 — h2 

undk = a 


4.4A=—1,m= —h:, m’ =h':(h,h' > 0). Der Variabilitätsbereich von i wird 


durch die Ungleichung i > - beschränkt. Wir wählen 


mitt O0<z<il, 
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9.A=—1, m=—h?, m = —h?”(h>h'>0). Jetzt kann i nur zwischen - 
1 | 
und m varlieren. Wir setzen 
FIG 77 
und es ist 
di _ dz 
Y h? — h’? 
h ya — 2?) ( m 2) 
Yr nr 
k= Ä 
sowie 7 
Damit sind alle möglichen Fälle erschöpft, denn im Fall A = —1 und m, m’>0 


kann die Quadratwurzel überhaupt keine reellen Werte besitzen. Über den Faktor 
R,(t?) haben wir nichts ausgesagt, da er in allen Fällen offenbar in eine rationale Funk- 
tion von 2? transformiert wird. 

Wir weisen noch darauf hin, daß wir uns bei der Betrachtung des Integrals (8) auf 


die Werte z < 1 beschränken können; der Fall z > Z läßt sich hierauf mit Hilfe der 


Substitution k2 = - mitöc<i zurückführen. 


293. Elliptische Integrale erster, zweiter und dritter Gattung. Jetzt untersuchen wir die 
einfachsten Integrale der Gestalt (8), auf die wir alle anderen Integrale dieser Gestalt 
und folglich auch alle elliptischen Integrale reduzieren können. 

Wir trennen von der rationalen Funktion R(x), die im Integranden von (8) steht, 
den ganzen Teil P(x) ab und zerlegen den echt gebrochenen Teil in Partialbrüche. 
Faßt man nicht (wie in Nr. 274) die konjugiert komplexen Nullstellen des Nenners zu- 
sammen, sondern betrachtet man sie einzeln, ähnlich wie die reellen Nullstellen, so 
läßt sich R(x) als Summe von Potenzen x" (n = 0, 1,2, ...) und von Brüchen der Ge- 
stalt @_am - m (m =1,2,3,...) darstellen, die mit Zahlenkoeffizienten versehen 
sind; dabeikann a auch komplex sein. Daher ist klar, daß das Integral (8) im allge- 
meinen eine Linearkombination der Integrale 


zen dz 


| — 
Yaı-2)(1— 222) 


10,1, 2,5) 


und 
H.; -[ In... BRERHEBERER 
(22 — aym Y(1 — 22) (1 — K22?) 


ist. Wir verweilen zunächst bei den Integralen /,„. Integrieren wir die leicht zu veri- 


(m — 1:22,95) 


. 
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fizierende Identität 

Ele er) a 
—— R 2? — +1)z 

IE a ze YA 2) (1 — K222) + 220-3 Treo 
(2m — 1) zn — (in — 2) (k? + 1) 220-2 + (On — 3). 200-4 
u Yıa-2)(1-%2) 

so erhalten wir die Bekursionsformel 
On 1) BI, (nr —2)®+1)I,ı+(@&n — 3) In, 


— 2-3 Y1 — 22) (1 —'K222), (9) 


durch welche drei aufeinanderfolgende Integrale verknüpft sind. Setzen wir hier 
n = 2, so wird I, durch I, und /, ausgedrückt; nehmen wir n = 3 und ersetzen wir ], 

durch den I, und I, enthaltenden Ausdruck, so läßt sich auch J, durch /, und I, Bu 
stellen. So läßt sich, wie wir uns durch Fortsetzung des Verfahrens leicht überzeugen 
können, jedes der Integrale I, (n > 2) durch I, und I, ausdrücken, und auf Grund von 
(9) sind sie durch die Beziehung 


I, = ng + Balı + gan-3(2) y1—2%)(1— K%) 


miteinander verknüpft, wobei «, und f,„ konstant sind und q,.-,(2) ein ungerades 
Polynom (2n — 3)-ten Grades ist. Ist also P,(x) ein Polynom n-ten Gerades in x, so 
gilt 


P „(z?) dz 


—————— —al/ I n- 2* 1— 2? 1 — K222); 10 
et Ya 2) ); (10) 
hier sind & und $ konstant, und Q,-2(x) ist ein gewisses Polynom (n — 2)-ten Grades 
in x. Die Bestimmung dieser Konstanten und der Koeffizienten von Q kann (wenn P 
gegeben ist) mit Hilfe der Methode der unbestimmten Koeffizienten durchgeführt 
werden (vgl. Nr. 284, I). 

Wir weisen noch darauf hin, daß mit Hilfe von (9) die Integrale /, auch für negative 


"Wertevonn (n= —1, —2, ...) durch /, und /, ausgedrückt werden können, so daß 


wir uns bei den Integralen H, nur auf den Fall a => 0 zu beschränken brauchen. 
Wir gehen nun zu den Integralen HA, über und stellen (für reelle a) die Rekursions- 
formel 


(2m — 2)[—a + (k? + 1)a? — k2a?] A, 
— (2m — 3) [1 — 2a(k? + 1) + 3K2a?] H,„-ı 
+(2m — 4) [(R? +1) — 3K°a] Ana — (2m — 5) KH n-s 


= 3 m IST R) 


auf, die auch für m = 0, —1, —2, ... gilt. Damit lassen sich alle H,„ durch die drei 
Integrale I 


dz 
(2 —- a)Yı —z)(1— Rz) 
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[ dz 
9 7 een a 
ya-2) (1-2) 


(22 — 
H., en __B@®-a)d ie 
Yi-2)(1— 2) 


also schließlich durch /,, I, und HA, ausdrücken. 

Diese Überlegungen gelten auch für komplexe Werte des Parameters a; dazu ver- 
weisen wir aber auf Kapitel XII, $5. 

Alle oben erhaltenen Resultate führen auf den folgenden Schluß: Alle’ elliptischen 
Integrale lassen sich mit Hilfe elementarer Transformationen (bis auf einen Summanden, 
der geschlossen integriert werden kann) durch die drei folgenden Normalformen aus- 
drücken!): 


z2 dz 
Ir Ya 2) (1- %22) = E — 2) IT Yı-2)(1- 2) . = K2) 


Sn p 1 
eeTeerı ) (1 — k222) PERmN 


(das letzte Integral ergibt sich aus Z, durch Einführung eines neuen Parameters 
1 
h= a +0). Diese Integrale lassen sich, wie LiouVILLE?) gezeigt hat, nicht 


mehr in geschlossener Form angeben. Ihre Bezeichnung elliptische Integrale erster, 
zweiter bzw. dritter Gattung stammt von LEGENDRE?°). Die ersten beiden Integrale ent- 
halten nur den Parameter k, das letzte enthält außer & noch den (eventuell auch kom- 
plexen) Parameter h. 

LEGENDRE vereinfachte diese Integrale, indem er z=sin (0 <p< 3) setzte. 
Dann geht das erste Integral über in 2 


d 
BEER. EEE \ 2 (11) 
y1 — ksin?o 
das zweite ın 


« \ p) d 
sin sm pap error = ern ER — KR sinodep, 
Zu: sin 


NM-Rsnp — k2 sin? o 


d. h., es läßt sich auf das erste und auf ein neues FR 


SYı Re sinodp (12) 


zurückführen. Das dritte Pd geht über in 


en + hsin? Q) er — k? sin? o (13) 


1) 1) Obwohl es prinzipiell möglich ist, ein beliebiges elliptisches Integral auf eine der drei Normal- 
formen zu bringen, können in der Praxis erhebliche Schwierigkeiten auftreten. In Spezial- 
werken über elliptische Integrale und verwandte Gebiete lassen sich andere, für die Praxis 

_geeignete Verfahren finden. 
2) JoszrH LiovviLLe, 1809— 1882, französischer Mathematiker. 
2) ADRIEN MARIE LEGENDRE, 1752—1833, französischer Mathematiker. 
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Die Integrale (11), (12) und (13) heißen auch elliptische Integrale erster, zweiter bzw. 
dritter Gattung in Legendrescher Form. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die ersten beiden Integrale, die häufig angewendet 
werden. Da die Integrationskonstanten so bestimmt werden können, daß diese Inte- 
grale für 9 = 0 verschwinden, ergeben sich zwei vollständig bestimmte Funktionen von 
op, die LEGENDRE mit F(k, o) bzw. E(k, o) bezeichnete. In diesen Ausdrücken tritt außer 
der unabhängigen Veränderlichen $ noch der sogenannte Modul k als Parameter 
auf. 

LEGENDRE stellte umfangreiche Tabellen dieser Funktionen für verschiedene & und 
k auf. Dort wird das Argument 9 als Winkelin Grad angegeben ; der Modul % (ein echter 
Bruch!) wird als Sinus eines Winkels 6 angesehen. 

Sowohl LEGENDRE als auch andere Mathematiker haben die Haupteigenschaften 
dieser Funktionen untersucht, zahlreiche Beziehungen aufgestellt usw. Ihnen ver- 
danken wir, daß die Legendreschen Funktionen F und E in die Familie der Funktionen 
eingegangen sind, die wir in der Analysis und ihren Anwendungen antreffen, und daß 
sie mit den elementaren Funktionen gleichberechtigt sind. 

Der Teil der Integralrechnung, auf den wir uns bis jetzt in der Hauptsache be- 
schränken mußten, beschäftigte sich mit der ‚Integration in geschlossener Form“. 
Es wäre aber falsch zu denken, daß damit die Probleme der Integralrechnung er- 
schöpft sind: Die elliptischen Integrale F und EZ sind Beispiele für Funktionen, die 
sich fruchtbringend untersuchen und mit Erfolg anwenden lassen, obwohl sie nicht 
durch elementare Funktionen in geschlossener Form darstellbar sind. 

Die Integrale # und E werden wir später noch vielfach benutzen. 


IX. Das bestimmte Integral 


S1.  Deiäinition und Bedingungen für die Existenz 
des bestimmten Integrals 


294. Ein anderer Weg zur Bestimmung des Flächeninhalts. Wir kehren nun zur Be- 
stimmung des Flächeninhalts P eines krummlinigen Trapezes ABCD (Abb. 4) zurück, 
mit dem wir uns schon in Nr. 264 beschäftigten. Wir legen nun einen anderen Lösungs- 
weg für dieses Problem dar.!) 


Wir zerlegen die Grundlinie AB der Figur auf beliebige Art in Teile und ziehen die 
Ordinaten, die diesen Teilpunkten entsprechen ; dadurch wird das krummlinige Trapez 
in Streifen zerlegt (Abb. 4). Wir ersetzen nun jeden Streifen durch ein Rechteck, 
dessen Grundlinie mit der des Streifens identisch ist, dessen Höhe jedoch mit einer der 
Ordinaten desStreifens, etwa. mit derlinken, übereinstimmt. Dadurch wird diekrumm- 
linige Figur durch eine Treppenfigur ersetzt, die aus einzelnen Rechtecken besteht. 
Die Abszissen der Teilpunkte seien 


H-a<m<m<r <<; <iy<er<m=b. (1) 


Die Grundlinie des ö-ten Bechtecks (#2 =0,1,...,n — 1) ist offenbar gleich der Diffe- 
reNZ %4 — %;, die wir mit Az; bezeichnen. Seine Höhe ist nach Voraussetzung gleich 
y; = f(x;). Also ist der Flächeninhalt des ö-ten Rechtecks gleich 


y; As; = fx) Ai. 


Addieren wir die Flächeninhalte aller Rechtecke, so erhalten wir einen angenäherten 
ert für den Flächeninhalt des krummlinigen Trapezes: 


n—1 


n—1 
Pr NY yAx,; oder Pr X fa) Az. 
i=0 i=0 


1) Dabei verallgemeinern wir die Idee, die wir schon einmal in einem Spezialfall angewendet 
haben (Nr. 32, Beispiel 4). | 
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\ 
Wir vermuten, daß der Fehler dieser Näherung bei unbeschränkter Verkleinerung 
aller Az; gegen 0 strebt. Der genaue Wert von P wäre dann der Grenzwert 


P = lim })y; Ax; = lim 3 f(x;) Ax;; (2) 


wenn alle Az; gleichzeitig gegen 0 streben. 

Das gleiche Verfahren wenden wir auch zur Berechnung des Flächeninhalts P(x) 
von AMND (Abb. 2) an, nur zerlegen wir hier den Abschnitt AM in Teilabschnitte. 
Der Fall, daß y = f(x) auch negative Werte annimmt, ist durch die in Nr. 264 an- 
gegebene Bedingung berücksichtigt, worin der Flächeninhalt der Teile der Figur un- 
terhalb der x-Achse als negativ angesehen wird. | 

Zur Bezeichnung einer Summe der Gestalt 3) y Ax (genauer gesagt: des Grenzwertes 
dieser Summe) führte LEısnız das Symbol f y dx ein, wobei y dx den typischen Sum- 
manden der Summe darstellt und [ der stilisierte Buchstabe 8, der Anfangsbuchstabe 
des lateinischen Wortes ‚„summa“ ist.!) Da der Flächeninhalt, der diesen Grenzwert 
darstellt, gleichzeitig eine Stammfunktion für die Funktion yist, läßt sich diesesSymbol 
auch zur Bezeichnung der Stammfunktion benutzen. Infolgedessen wollen wir, wenn 
wir f(x) für y einführen, s 


[t«) dx 


schreiben, wenn es sich lum einen veränderlichen Flächeninhalt handelt, oder 


b 
f f(x) de 


für den Inhalt der festen Figur ABCD, der eine Änderung von x zwischen @ und 
entspricht. 

Wir benutzten die anschauliche Vorstellung vom Flächeninhalt, um auf natürliche 
Weise zur Betrachtung der Grenzwerte (2) überzugehen (die ursprünglich gerade im 
Zusammenhang mit der Berechnung des Flächeninhalts eingeführt wurden). Jedoch 
bedarf der Begriff des Flächeninhalts selbst noch einer Begründung, und dies wird 
gerade (wenn von einem krummlinigen 'Trapez gesprochen wird) mit Hilfe der er- 
wähnten Grenzwerte erreicht. Es versteht sich, daß das dem Studium der Grenzwerte 
(2) vorangehen muß, indem von den anschaulich-geometrischen Überlegungen ab- 
strahiert wird. Dies wird in diesem Kapitel geschehen. 

Die Grenzwerte der Art (2) spielen in der Analysis und in verschiedenen ihrer An- 
wendungen eine äußerst wichtige Rolle. Darauf werden wir in diesem Buch bei ver- 
schiedenen Abarten der hier zu entwickelnden Ideen zurückkommen. 


295. Definition. Gegeben sei eine Funktion f(x) in einem Intervall [a, b]. Dieses Inter- 
vall zerlegen wir auf beliebige Art, indem wir zwischen a und b die Teilpunkte (1) 
einfügen. Die größte der Differenzen Ar; = z;ıı — %; (Ü = 0,1, ...,n — 1) bezeichnen 
wir mit A. In jedem der Teilintervalle [z;, x;;,] wählen wir willkürlich einen Punkt 
= i°) | 

Sl G=o0, 1,..,2 — 1), 

1) Der Terminus „‚Integral‘“ (von dem lateinischen Wort integer = ganz) wurde von JOHANN 
BernotLuı (1667 —1748, Schweizer Mathematiker, Schüler und Mitarbeiter von LEIBNIz) 
verwendet; LEIBNIZ sagte ursprünglich „Summe“, 

?) Oben nahmen wir für £; in allen Fällen den kleinsten Wert z;.“ 
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und bilden die Summe 
n—-i 
c = 2,.N6) Am. 


Wir sagen, die Summe o habe für A — 0 den (endlichen) Grenzwert I, wenn es zu jedem 
e > eine solche Zahl ö > O0 gibt, daß die Ungleichung 


o—I|l<e (3) 


für alle Zahlen &, erfüllt ist, sobald A < ö ist (d. h. dasGrundintervall in Teile der Länge 
Az; < 6 zerlegt ist). 
Dieser Sachverhalt läßt sich folgendermaßen ausdrücken: 


I] =lmo. 
10 

Dieser Definition in der „e-ö-Sprache“ wird wie üblich die auf Folgen beruhende 
Definition gegenübergestellt. Wir stellen uns vor, das Intervall [a, b] sei zunächst auf 
eine Art zerlegt, dann auf eine zweite, eine dritte, usw. Diese Folge von Zerlegungen 
nennen wir eine Fundamentalfolge, wenn die entsprechende Folge der Werte A = },, 
Ag, Ag, ... gegen 0 konvergiert. Die Gleichung (3) kann jetzt auch so verstanden werden, 
daß die Folge der Werte von o, die einer Fundamentalfolge von Zerlegungen des Intervalls 
entspricht, für alle beliebig gewählten £; gegen den Grenzwert I strebt. 

Die Gleichwertigkeit dieser beiden Definitionen läßt sich genauso wie in Nr. 53 
nachweisen. Die zweite Definition erlaubt, die Grundbegriffe und Sätze aus der Theo- 
rie der Grenzwerte auch auf diese neue Art des Grenzwertes zu übertragen. 

Der endliche Grenzwert I der Summe o für A — 0 heißt bestimmtes Integral der Pak 
tion (x) im I nn [a, b], in Zeichen 


I= f f(«) dx; (4) 


existiert dieser Grenzwert, so heißt die Funktion f(x) im Intervall [a, b] integrierbar 
oder integrabel. 

Die Zahlen a und b sind die untere bzw. obere Integrationsgrenze. Bei konstanten 
Integrationsgrenzen definiert das Integral eine Konstante. Diese Definition stammt 
von B. Rızmann!), der sie als erster in dieser allgemeinen Form ausgesprochen und 
ihren Anwendungsbereich untersucht hat. Daher heißt die Summe o oft auch Rie- 
mannsche Summe?); wir werden sie jedoch Integralsumme nennen, um ihren Zu- 
sammenhang mit dem Integral hervorzuheben. | 

Wir stellen uns nun ‚die Aufgabe, die Bedingungen zu finden, unter denen die 
Integralsumme o einen endlichen Grenzwert hat, d.h. unter denen das bestimmte 
Integral (4) existiert. 

Zuvor bemerken wir, daß die Definition in Wirklichkeit nur auf eine beschränkte 
Funktion angewendet werden kann. Wäre nämlich die Funktion f(x) im Intervall 
[a, b] nicht beschränkt, so würde sie bei jeder Zerlegung des Intervalls in mindestens 
einem der Teilintervalle die gleiche Eigenschaft haben; dann könnten wir durch ge- 
eignete Wahl eines Punktes £ aus diesem Teilintervall den Wert f(&) und damit auch 


1) BERNHARD RIEMANN, 1826— 1866, deutscher Mathematiker. 
2) Tatsächlich benutzte schon CAvcaY Grenzwerte ähnlicher Summen, aber nur für stetige 
Funktionen, u 
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die Summe o beliebig groß machen, so daß unter diesen Bedingungen kein endlicher 
Grenzwert für o existieren kann.. Eine integrierbare Funktion ist also notwendig be- 
schränkt. Daher setzen wir im folgenden stets voraus, daß die betrachtete Funktion 
f(x) beschränkt ist: 


msfx) sM füra sxzsb). 


296. Die Darbouxschen Summen. Als Hilfsmittel zur Untersuchung führen wir nach 
DArBovx!) neben den Integralsummen noch andere, ihnen ähnliche, jedoch ein- 
fachere Summen ein. » 

Mit m; bzw. M,; bezeichnen wir die untere bzw. obere Grenze der Funktion f(x) 
im ö-ten Intervall [x;, z;,,] und bilden die Summen 


n—1 n—1 
= m4Am, 8= 3 M;As; 
i=0 i=0 
sie heißen untere bzw. obere Integralsumme oder Darbouxsche Summen. In dem Spezial- 
fall, daß f(x) stetig ist, sind sie einfach die kleinste bzw. größte der Integralsummen, 
die der gewählten Zerlegung entsprechen, da in diesem Fall die Funktion f(x) in 


jedem Intervall ihre Grenzen erreicht und die Punkte £; so gewählt werden können, 
daß auf Wunsch 


N&)=m; oder f&)=M; 
gilt. 
Gehen wir zum allgemeinen Fall über, so folgt aus der Definition der oberen und 
der unteren Grenze 
L 


m; S&)SM;. 


Multiplizieren wir die Glieder dieser Ungleichung mit Ax; (Ax; ist positiv) und sum- 
mieren wir über ö, so erhalten wir s<so SS. Bei einer festen Zerlegung sind die 
Summen s und $ feste Zahlen, während die Summe o noch variabel bleibt, da die 
Zahlen £; willkürlich gewählt werden. Man sieht leicht, daß durch geeignete Wahl der 
&; die Werte /(£;) sowohl nahe bei m; als auch bei M; liegen können; also kann man.die 
Summe o beliebig nahe an s oder an 8 bringen. Dann führt die letzte Ungleichung 
auf die folgende allgemeine Bemerkung: Bei einer gegebenen Zerlegung des Iniervalls 
sind die Darbouxschen Summen s und S die untere bzw. obere Grenze für die Integral- 
summen. 
Die Darbouzschen Summen besitzen die folgenden einfachen Eigenschaften: 


1. Fügt man zu den schon vorhandenen Teilpunkten neue Punkte hinzu, so kann 
dadurch die uniere Darbouxsche Summe höchstens zunehmen, die obere Darbouzxsche 
Summe höchstens abnehmen. 


Beweis. Zum Beweis dieser Eigenschaften genügt es, zu den schon vorhandenen 
Teilpunkten noch einen Teilpunkt x’ hinzuzunehmen. Dieser Punkt falle zwischen 
die Punkte x, und z;,,, so daß also 


<a < pr 


1) Gaston DArBorx, 1842 — 1917, französischer Mathematiker. 
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ist. Bezeichnen wir mit 8’ die neue obere Summe, so unterscheidet sie sich von S nur 
dadurch, daß in der Summe S dem Intervall [x,, x,.,1] der Summand 


M %+1 = %) » 
in der neuen Summe ;$” diesem Intervall die Summe der beiden Summanden 

M(& — 24) + My — ®') 
zugeordnet ist, wobei M, und M,, die oberen Grenzen der Funktion f(x) in den Inter- 
vallen [x,, x’] bzw. [x’, x,,1] sind. Da diese Intervalle Teile des Intervalls [z,, &.,1] 
sind, gilt 

M,.<M,, M,<M,, 
so daß 

M .&’ — %) S M,(e’ — x), 


M kr — 2) S Milan — =) 
ist. Addieren wir diese Ungleichungen gliedweise, so erhalten wir 
M.(@ — 2%) + Mr — x) Ss Hr — %): 
Hieraus folgt 8’ s 8. Für die untere Summe wird der Beweis analog geführt. 


Bemerkung. Dadie Differenzen M, — M, und M, — M, offenbar dieSchwankung 
Q& der Funktion f(x) im ganzen Intervall [a, 5] nicht überschreiten, kann die Differenz 
$ — 8’ nicht größer als das Produkt 2Ax, sein. Dies gilt auch dann, wenn im k-ten 
Intervall mehrere neue Teilpunkte eingeführt werden. 


2. Jede untere Darbouxsche Summe ist nicht größer als jede obere Summe, auch wenn 
diese einer anderen Zerlegung des Intervalls entspricht. 


Beweis. Wir zerlegen das Intervall [a, b] beliebig und bilden für diese Zerlegung 
die Darbouxschen Summen 


5 und S. (1) 


Einer zweiten Zerlegung von [«, b], die mit der ersten keine Punkte gemeinsam haben 
soll, mögen die Darbouxschen Summen 


$, und 6, (II) 


entsprechen. Wir müssen also die Ungleichung s, S S, beweisen. Dazu vereinen wir 
alle Teilpunkte und gelangen so zu einer dritten Zerlegung, der die Summen 


$; und S; (III) 


entsprechen mögen. Da wir die dritte Zerlegung aus der ersten durch Hinzufügen 
neuer Teilpunkte erhielten, ist auf Grund der bewiesenen Eigenschaft 1 für Dar- 
bouxsche Summen s, S s;. Vereinen wir dann die zweite und die dritte Zerlegung, so 
können wir analog auf 5, <S 8, schließen. Wegen s; S S, ergibt sich aus den eben er- 
haltenen Ungleichungen sı < 8,, was zu beweisen war. 

Aus dem Bewiesenen folgt, daß jede Menge {s} unterer Summen von oben, z.B. 
durch eine beliebige obere Summe S, beschränkt ist. In diesem Fall (vgl. Nr. 11) hat 
die Menge eine endliche obere Grenze 


= sup {s}, 
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und außerdem ist /, s S für jede obere Summe 8. Da die Menge {$) der oberen 
Summen somit von unten durch die Zahl I, beschränkt ist, hat sie eine endliche untere 
Grenze 

I* = inf {$}, 


wobei offenbar /„ s /* ist. Damit folgt 
ssI,„,sI+*sS®S (6) 


für alle unteren und oberen Darbouxschen Summen. 
Die Zahlen I, und I* heißen unteres bzw. oberes Darbouxsches Integral (vgl. Nr. 


301). 


897. Bedingung für die Existenz des bestimmten Integrals. Mit Hilfe der Darboux- 
schen Summen können wir diese Bedingung leicht formulieren. 


Satz. Ein bestimmtes Integral existiert dann und nur dann, wenn 
lim($ — s)=0 (6) 
20 


gilt. 

Das in Nr. 295 Gesagte genügt zur Erklärung des Sinnes dieses Grenzwertes. 
Beispielsweise bedeutet die Bedingung (6).in der „e-ö-Sprache‘“, daß es zu jedem 
e>0 ein ö > 0 gibt, so daß die Ungleichung S — s< e gilt, sobald A < ö ist (d.h. 
sobald das Intervall in Teilintervalle mit den Längen Ar; < ö zerlegt wird). 


Beweis. Wir zeigen die Notwendigkeit der Bedingung und setzen dazu die 
Existenz des Integrals (4) voraus. Dann können wir zu jedem e > O ein solches ö > 0 
finden, daß, falls alle Az; < ö sind, 


o—/|<e oder IJ—e<o<I+te 


gilt, unabhängig von der Wahl der £; innerhalb der entsprechenden Intervalle. Nun 
sind, wie wir sahen, die Summe s und S bei einer gegebenen Zerlegung des Intervalls 
die untere bzw. die obere Grenze für die Integralsummen; daher gilt für sie 


I—esssSsI-+e, 
so daß 
lims=1, imS=I (7) 
10 . 
ist, woraus (6) folgt. 
Um zu beweisen, daß die Bedingung hinreichend ist, nehmen wir an, (6) sei er- 
füllt. Dann folgt aus (5) sofort I, = I* und, wenn dieser Wert mit I bezeichnet wird, 


s<sI<ss. (5*) 


Ist o einer der Werte der Integralsummen, die derselben ‚Zerlegung des Intervalls 
entspricht wie auch die Summen s und 8, so ist, wie wir wissen,s so <sS$. 

Infolge von (6) unterscheiden sich die Summen s und $ um weniger als ein be- 
liebig gewähltes e > 0 voneinander, wenn alle Az; hinreichend klein vorausgesetzt 
sind. In diesem Fall gilt dies auch für die zwischen ihnen eingeschlossenen Zahlen o 
und /, 

| o—I | <e, 


so daß I der Grenzwert von o, d.h. das bestimmte Integral (4) ist. 
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Bezeichnen wir die Schwankung M,;, — m, der Funktion im i-ten Teilintervall mit 
@;, so gilt 


S-s=T(M, — m) Ari x So: Am. 


i=0 


/ 


Die Bedingung für die Existenz des bestimmten Integrals läßt sich dann in der 
Form 
n—1 
lim Yo; 4x; =0 (8) 


i—>0 i=0 


schreiben, in der sie auch oft verwendet wird. 


298. Klassen integrierbarer Funktionen. Das gefundene Kriterium benutzen wir nun 
dazu, einige Klassen integrierbarer Funktionen anzugeben. 


I. Ist eine Funktion f(x) im Intervall [a, b] stetig, so ist sie dort integrierbar. 


Beweis. Ist die Funktion f(x) stetig, so gibt es auf Grund der Folgerung aus dem 
Satz von CAnTor!) (Nr. 87) zu einem gegebenen & > 0 stets ein solches 6 > 0, daß 
alle w; kleiner als e sind, sobald [«, b] in Teilintervalle zerlegt wird, deren Längen 4x; 
kleiner als ö sind. Daraus folgt 


n—1 n—1 
So; Ar; <e SV Ar; =elb — a). 
i=0 i=0 


Da b — a eine Konstante und e beliebig klein ist, ist die Bedingung (8) erfüllt; aus 
ihr folgt die Existenz des Integrals. 


Die bewiesene Behauptung läßt sich noch etwas verallgemeinern. 


Il. Hat eine beschränkte Funktion f(x) in [a,b] nur endlich viele Unstetigkeiten, so 
ist sie dort integrierbar. 


Beweis. Die Unstetigkeiten mögen sich in den Punkten x’, x”, ..., 2% befinden. 
Wir wählen ein beliebiges e > 0 und schließen die Unstetigkeitsstellen in Intervalle 


"— ee, te), K"— Ed," HEN),.., (aM —EeM, aM + E®) 


so ein, daß die Länge jedes Intervalls kleiner als e ist. In den übrigen (abgeschlossenen) 
Intervallen ist die Funktion f(x) stetig; wir können also auf jedes dieser Intervalle 
einzeln die Folgerung aus dem Satz von CAnToR anwenden. Von den zu e gewählten 
Zahlen ö sondern wir die kleinste aus (die wir wieder mit ö bezeichnen). Diese ist 
dann für jedes der oben genannten Intervalle geeignet. Es hindert uns nichts, 6 < e 
anzunehmen. Wir zerlegen nun das Intervall [a, b] so, daß die Längen 4x; der Teil- 
intervalle kleiner als ö sind. Die erhaltenen Teilintervalle lassen sich in zwei Arten 
einteilen: 


1. in die Intervalle, die ganz außerhalb der Umgebungen der Unstetigkeitsstellen 
liegen; in ihnen ist die Schwankung ; der Funktion kleiner als e; 

2. in die Intervalle, die entweder ganz im Innern der Umgebungen liegen oder 
diese Umgebungen teilweise überdecken. 


1) GEORG CANToR, 1845— 1918, deutscher Mathematiker. 
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Da die Funktion f(x) als beschränkt vorausgesetzt wurde, ist ihre Schwankung Q 
im ganzen Intervall [a, 5] endlich; ihre Schwankung in einem beliebigen Teilintervall 
ist daher auch nicht größer als 0. 

Die Summe 


Aw; de; 
; 
zerlegen wir in die beiden Summanden 


B2 w;’ dx; und >: Der Axyr, 
; ” 


die sich über die Intervalle der ersten bzw. der zweiten Art erstrecken. Für die erste 
der beiden Summen gilt wie im vorhergehenden Satz 


L or dur <e N Am <elb — a). 


Zur zweiten Summe müssen wir bemerken, daß die Längen der Intervalle der zweiten 
Art, die ganz im Innern der Umgebungen liegen, insgesamt kleiner als ke sind; die 
Anzahl der Intervalle, die nur teilweise in den Umgebungen liegen, kann nicht größer 
als 2% sein, und die Summe der Längen dieser Intervalle ist kleiner als 2kö, also erst 
recht kleiner als 2ke. Damit ist 


> Wr Azxyr <ß d, Az < 0.3ke. 
RZ RZ 


Also gilt schließlich für Az; < 6 

Lo; Az; < elld — a) + 3K2]. 
Damit ist die Behauptung bewiesen, denn in der eckigen Klammer steht eine von E 
unabhängige feste Zahl, und e ist beliebig klein. 


Wir weisen nun noch auf eine einfache Klasse integrierbarer Funktionen hin, die 
von den vorhergehenden verschieden ist. 


IIl. Eine monotone beschränkte Funktion f(x) ist stets integrierbar. 


Beweis. Die Funktion f(x) sei etwa monoton wachsend. Dann ist ihre Schwankung 
ım Intervall [x;, &;,,] gleich 


0 = Mn) - fo). 
Wählen wir ein beliebiges &e > 0 und setzen wir 


16) — ja)’ 
so ıst für As; <6 

20; Aw; <ö L [Mrirı) — Has)] + SLfl6) — Ha)] = E; 
daraus folgt die Integrierbarkeit von f(x). 


Ö 
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299. Eigenschaften integrierbarer Funktionen. Aus dem Kriterium von Nr. 297 lassen 
sich eine Reihe allgemeiner Eigenschaften integrierbarer Funktionen ziehen. 


I. Ist eine Funktion f(x) im Intervall [a, ] integrierbar, so sind die Funktionen |f(«x)| 
und kf(x) mit k = const ebenfalls dort integrierbar. 


‚Beweis. Wir führen ihn für die Funktion |/(z)|. Da für zwei beliebige Punkte «’, 
x’ aus dem Intervall [x,, x;,,] 


Ka — Me Ss If”) — Aei)l 


gilt (Nr. 17), ist die Schwankung »* der Funktion |f(x)| in diesem Intervall nicht 
größer als w; (Nr. 85). Daraus folgt 


07 A; S N w; A; 
da die rechte Summe (für —0) gegen 0 strebt, gilt dies erst recht für die linke 


Summe. Also ist die Funktion |f(x)| integrierbar. (Die Integrierbarkeit von kf(x) 
beweise der Leser.) 


II. Sind zwei Funktionen f(x) und g(x) im Intervall [a, b] integrierbar, so sind ihre 
Summe, ihre Differenz und ihr Produkt ebenfalls dort integrierbar. 


Beweis. Wir beweisen die Behauptung für das Produkt f(x) g(x). Essei |f(x)| Ss K, 
Ig(«)| s Z. Wir wählen im Intervall [x;, x;,,] zwei beliebige Punkte.x’, x’’ und be- 
trachten die Differenz 


fe") ge”) — Kr’) 9“ )=[fe”) — Ka] gle”) + Ile”) — s@')] fe‘). 
Offenbar ist dann Mm 

fa”) ga”) - Fa) ga) s Zw; + Ku;, 
wobei w;, @; die Schwankungen von f(x) bzw. g(x) im Intervall [z;, %;+,] sind. Daher 
gilt auch (vgl. Nr. 85) für die Schwankung 2; der Funktion g(x) f(x) in diesem Inter- 
vall 

2,5 Lo; + Köo,;, 
woraus 


E94, sLYw,Au; +K N 4x; H 


folgt. Da die beiden rechten Summen für A — 0 gegen O streben, gilt dies erst recht 
für die linke Summe. Damit ist die Integrierbarkeit von f(x) g(x) bewiesen. 


III. Ist eine Funktion f(x) im Intervall [a, b] integrierbar, so ist sie auch in jedem 
Teilintervall [x, 8] von [a, b] öntegrierbar. Ist umgekehrt [a,b] in Teilintervalle. zerlegt 
und ist die Funktion f(x) in jedem Teilintervall integrierbar, so ist f(x) auch im ganzen 


Intervall [a, b] integrierbar. 


Beweis. Wir setzen voraus, daß die Funktion f(x) im Intervall [a, b] integrier- 
bar ist, und bilden für dieses Intervall die Summe }, »; Az; (die Punkte & und ß 
sollen unter den Teilpunkten auftreten). Die analoge Summe für das Intervall [«, $] 
erhalten wir hieraus, wenn wir (positive) Summanden fortlassen; sie strebt sicher 
gegen 0, wenn die erste Summe gegen Ü strebt. 

Das Intervall [e, 5] sei nun in zwei Teile [a, c]und [c, bJmita < c < b zerlegt, und 
in jedem dieser beiden Intervalle sei die Funktion f(x) integrierbar. Wir bilden wieder 


7. Fichtenholz U 
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die Summe )) w; Az; für das Intervall [a, b]; befindet sich ce unter den Teilpunkten, 
so setzt sich diese Summe aus den beiden entsprechenden Summen für die Intervalle 
[a, c] und [c, b] zusammen und strebt mit ihnen gegen 0. Dies gilt auch dann, wenn c 
nicht Teilpunkt ist: Fügen wir diesen Punkt hinzu, so ändern wir damit nur ein 
Glied der Summe, das offenbar gegen 0 strebt. 


IV. Ändert man die Werte einer integrierbaren Funktion in k Punkten (k endlich), 
so wird ihre Integrierbarkeit nicht gestört. 


Der Beweis ist klar, denn die Änderungen der Werte betreffen höchstens k Glieder 
der Summe ), w; Axz;. 

Es ist leicht einzusehen, daß auch der Wert des Integrals selbst dabei keiner Ände- 
rung unterliegt. Dies folgt daraus, daß für beide Funktionen (die ursprüngliche 
und die geänderte) die Punkte £; in der Integralsumme stets so gewählt werden kön- 
nen, daß sie nicht mit denjenigen Punkten übereinstimmen, in denen die Werte ver- 
schieden sind. 

b 

Bemerkung. Dank dieser Eigenschaft ist es möglich, von dem Integral [ f(x) dx 


a 
auch dann zu sprechen, wenn die Funktion /(x) in endlich vielen Punkten des Inter- 
valls [a, b] nicht definiert ist. Dabei kann man der Funktion in diesen Punkten völlig 
willkürliche Werte zuschreiben und dann das Integral der so im ganzen Intervall 
definierten Funktionen betrachten. Wie wir sahen, hängen weder die Existenz dieses 
Integrals noch sein Wert von den willkürlich gewählten Werten der Funktion in den 
Punkten ab, in denen sie nicht definiert ist. 


300. Beispiele und Ergänzungen. Zur Übung betrachten wir die Anwendung des Kriteriums 
aus Nr. 297 an einigen Beispielen. 


1. Wir betrachten wieder die schon in Nr. 70, Beispiel 8, untersuchte Funktion 


—-, wenn x ein nicht kürzbarer echter Bruch 2 ist, 
q 


fa) = 17 
0 in den übrigen Punkten von [0, 1]. 
Das Intervall [0, 1] sei in Teile der Länge Az; s A zerlegt. Wir wählen eine beliebige natürliche 
Zahl N. Die Teilintervalle bilden zwei Klassen: | 
‘(a) Zur ersten Klasse gehören die (abgeschlossenen) Intervalle, in denen die Zahlen _ 


liegen, deren Nenner g höchstens gleich N ist; da es nur endlich viele solcher Zahlen gibt, etwa 


k = ky, gibt es auch nur höchstens 2%, solcher Intervalle; ihre Gesamtlänge ist nicht größer 
j als 2% vi 


(b) Zur zweiten Klasse gehören diejenigen] ntervalle, die die in (a) genannten Zahlen nicht 


enthalten; für sie ist die Schwankung w; offenbar kleiner als — . 


Zerlegen wir entsprechend dieser Einteilung « die Summe 3 w; Az; in zwei Summen und schät- 
zen wir jede einzeln ab, so erhalten wir 


2 w;,Az; < 2kni - — 


Setzen wir zunächst N > = unddann/ < rn — 6, so finden wir S) w; Az < e. Damit ist die 


| | N 
Integrierbarkeit von f(x) bewiesen. 
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Dieses Beispiel ist dadurch interessant, daß die Funktion trotz unendlich vieler Unstetig- 
keitspunkte integrierbar ist. (Übrigens läßt sich ein Beispiel dieser Art auch mit Hilfe von 
Satz III aus Nr. 299 konstruieren.) 


2. Wir betrachten nochmals die Dirichletsche Funktion 


1 für rationales x, 
x(&) = 


0 für irrationales r, 


die wir schon aus Nr. 46 und.Nr. 70, Beispiel 7, kennen. Da in jedem Teilintervall von [0, 1] 
die Schwankung w dieser Funktion gleich 1 ist, gilt auch 5’ o; Az; = 1, so daß also die Funktion 
nicht integrierbar ist. | 


3. Das in Nr. 297 angegebene Kriterium für die Existenz des bestimmten Integrals läßt sich 
auch folgendermaßen formulieren: 


Das bestimmte Integral existiert genau dann, wenn es zu beliebig gegebenen Zahlen e > 0 und 
0>0 ein solches ö6> 0 gibt, daß die Summe 5) Az; der Längen aller Intervalle, denen die Schwan- 


) ‘ 
kungen wi = e entsprechen, kleiner als o ist, sobald alle Az; kleiner als ö sind. 


Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus der Ungleichung 


Lo, Ar; 2 dw Au Ze} Ar, 
j’ j’ j’ 


wenn durch geeignete Wahl von ö die erste Summe kleiner als eo gemacht wird. Daß die Be- 
dingung hinreichend ist, folgt aus der Abschätzung 


>; 0; Ar; = 3 wr Axor + Do wir Az <Q N Ay te Aszer <Ro+elb — a) 
N 4’ <. ig 4’ 


(hier ist (2 wie stets die Schwankung der Funktion im ganzen Intervall; mit i”’ werden die Teil- 
intervalle numeriert, in denen o;” < e ist). 


4. Das Kriterium in seiner neuen Form benutzen wir zum Beweis des folgenden Satzes: 


Ist eine Funktion f(x) im Intervall [a, b] integrierbar, wobei ihre Werte nicht außerhalb eines 
Intervalls [c, d] liegen, in dem eine Funktion y(y) stetig ist, so ist die mittelbare Funktion o( ((@)) 
ebenfalls in [a, b] integrierbar. | 


Wir wählen beliebig zwei Zahlen e> 0 und o > 0. Zu der Zahl e läßt sich auf Grund der 
Stetigkeit der Funktion p(y) ein solches 7 > 0 angeben, daß in jedem Wertebereich von y, 
dessen Länge kleiner als n ist, die Schwankung der Funktion o kleiner als e ist. 

Da f(x) integrierbar ist, können wir zu den Zahlen n und co eine solche Zahlöfinden, daß dann, 
wenn das Intervall in Teile der Länge Az; < ö zerlegt ist, die Summe 3) Az; der Längen der- 


jenigen Intervalle, in denen die Schwankung w;[f] von f mindestens gleich n ist, selbst kleiner 
als o ist (vgl. Punkt 3).In den übrigen Intervallen gilt a-[f] < n und folglich wr[o(f)] < e 
auf Grund der Wahl von n. Somit kann die Schwankung der mittelbaren Funktion p(/{z)) nur 
in einigen der Intervalle, bei denen die Summe der Längen kleiner als o ist, größer oder gleich 
e sein. Wenden wir nun das Kriterium aus Punkt 3 auf die mittelbare Funktion an, so können 
wir uns von ihrer Integrierbarkeit überzeugen. 


5. Wird die Funktion nur als integrierbar vorausgesetzt, so braucht die mittelbare Funk- 
"tion nicht integrierbar zu sein: Als f(x) wählen wir die in Beispiel 1 betrachtete Funktion; sie ist 
im Intervall [0, 1] integrierbar, auch ihre Werte sind in diesem Intervall enthalten. Ferner sei 


oy)=1 für O<ysi und p(0)=0. 


Die Funktion o(y) ist ebenfalls in [0, 1] integrierbar. Die mittelbare Funktion (/(x)) stimmt, 
wie leicht zu erkennen ist, mit der Dirichletschen Funktion überein (vgl. Beispiel 2), und diese 
ist in [0, 1} nicht integrierbar. 


.7* ‚ 


i 
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301. Das untere und das obere Integral als Grenzwert. Wir untersuchen nun das untere und das 
obere Integral, das in Nr. 296 als untere bzw. obere Grenze der Darbouxzschen Summen s bzw. 8 
definiert wurde. Wir wollen zeigen, daß diese Integrale zugleich die Grenzwerte der ‚Darboux- 
schen Summen sind. j 


Satz von DarBovx. Für jede beschränkte Funktion f{x) gilt 


I„=lims, I* = lim. 
j i—>0 Ä>0' 
Beweis. Wir beweisen den Satz für die oberen Summen. Zunächst wählen wir zu einem 


vorgegebenen e > 0 eine solche Zerlegung von [a, 5], daß für die ihr entsprechende obere Summe 
8’ die Ungleichung 


s”< ke (9) 


gilt; dies ist möglich, da I* die untere Grenze der Menge aller oberen Summen ist. Diese Zer- 
legung enthalte m’ (innere) Teilpunkte. Wir setzen nun 


a 
E 


— 3m’ 


wobei (2 die Schwankung der Funktion f(x) im ganzen Intervall [a, 5] ist, und betrachten eine 
beliebige Zerlegung des Intervalls, bei welcher alle Az; kleiner als ö sind. Dieser Zerlegung ent- 
spreche die Summe S. Um die Differenz zwischen S und /* abzuschätzen, führen wir noch eine 
dritte Zerlegung des Intervalls ein, indem wir die Teilpunkte der ersten beiden Zerlegungen 
vereinen. Ist 8’ die ihr entsprechende Summe, so ist auf Grund der Eigenschaft 1 der Darboux- 
schen Summen (Nr. 296) $’”’ s 8”, also erst recht (vgl. (9)) 


s”<I* + (10) 


Andererseits ist die Differenz $ — 8’ auf Grund der Bemerkung aus Nr. 296 nicht größer als 
das Produkt von 2 mit der Summe der Längen Az; derjenigen Intervalle der zweiten Zerlegung, 
in deren Innerem die Teilpunkte der ersten Zerlegung liegen. Es gibt höchstens m’ solcher Inter- 
valle, die Länge jedes Intervalls ist kleiner als 6, so daß | 


S—8’< mQ8 =- 
ist, woraus in Verbindung mit (10) 8 < I* + e folgt. Da andererseits $ > I* ist, gilt, sobald 
Ax; < öist, | 

0 Ss N} —_ /* <e ’ 
also tatsächlich $S — I* \ 


Aus dem bewiesenen Satz ergibt sich sofort, daß stets 


im($ -)=I*—I, 
i—>0 


ist. Diese Beziehung erlaubt, dem Kriterium für die Existenz des bestimmten Integrals auch 
die folgende Form zu geben (vgl. Nr. 297): 


Ein bestimmtes Integral existiert genau dann, wenn das untere und das obere Darbouxsche Inte- 
gral den gleichen Wert haben: 


I, J®, 


Ist diese Bedingung erfüllt, so gibt der gemeinsame Wert das bestimmte Integral an. 
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Diese neue Form der Bedingung hat vor der alten einige Vorzüge. Um sich von der Gleichheit 
der Darbouxschen Integrale zu überzeugen, genügt es, daß die Ungleichung S—s< e (e be- 
liebig) von wenigstens einem Paar von Summen s und $ befriedigt wird; denn wegen (5) aus 
Nr. 296 gilt dann auch 


woraus die gewünschte Gleichheit folgt, da & beliebig ist. 
Es läßt sich leicht überlegen, wie entsprechend hierzu auch die Integrierbarkeitsbedingung 
aus Nr. 300 (vgl. dort Punkt 3) vereinfacht werden kann. 


$ 2. Eigenschaften der bestimmten Integrale 


302. Das Integral über ein orientiertes Intervall. Bis jetzt nahmen wir, wenn wir von 
einem „bestimmten Integral von a bis b“ sprachen, stets a < b an. Von dieser un- 
bequemen Einschränkung wollen wir uns nun befreien, 

Zu diesem Zweck definieren wir zunächst den Begriff des gerichteten oder orien- 
tierten Intervalls. Unter einem orientierten Intervall [a, b], wobei entweder a < b 
oder a > b ist, verstehen wir die Menge der Werte x, die den Ungleichungen 


aszesb ode a>xr>b 


genügen und die von a nach b geordnet sind, d.h. in wachsender Richtung, wenn 
a << b, oder in fallender Richtung, wenn a > b ist. Somit unterscheiden wir die Inter- 
valle [a, 5] und [b, a]; obwohl sie (als Zahlenmenge) übereinstimmen, unterscheiden 
sie sich in ihrer Richtung. 

Die Definition des Ihtegrals aus Nr. 295 bezieht sich dann nur auf ein orientiertes 
Intervall [a,b] mit a <b. 

Wir wenden uns nun der Definition des Integrals in einem orientierten Intervall 
[a,b] zu und setzen a > b voraus. In diesem Fall läßt sich das Intervall durch Vor- 
gabe von Teilpunkten in der Richtung von a nach b zerlegen: 


=> m>n>">u >> >u=b. 


Wir wählen in jedem Teilintervall [x;, x;,.] einen Punkt £&;,, so daß x; > &; > x;.1 Ist, 
und bilden die Integralsumme \ 


n—1 
c = 2K) Ax;, 


in der jetzt alle Ax; = x, — x; negativ sind. Der Grenzwert dieser Summe für 
A = max |Az;| — 0 führt zu dem Integral 


mn 


b 
[ X«) de = lim o. 
a 4i—0 
Wählt man für die Intervalle [a, b] und [b, a] (für a s b) dieselben Teilpunkte und 
dieselben Punkte £;, so unterscheiden sich die ihnen entsprechenden Integralsummen 
nur durch das Vorzeichen. Gehen wir zu den Grenzwerten über, so erhalten wir den 
folgenden Satz: 
1°. Ist eine Funktion f(x) im Intervall [b, a] integrierbar, so ist sie auch im Intervall 
[a, b] integrierbar, und es gilt 


b [7 
I Ke) de = — [ fe) de. 
a b 
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b 
Übrigens könnte man diese Gleichung auch zur Definition des Integrals f füra>b 
[77 17 
verwenden, wenn man die Existenz von [ voraussetzt. 


b 
Wir bemerken noch, daß man nunmehr zweckmäßigerweise 


f f(x) de = 0 
definiert. 


303. Eigenschaften, die sich in Gleichungen ausdrücken. Wir zählen nun für be- 
stimmte Integrale weitere Eigenschaften auf, die sich durch Gleichungen ausdrücken 
lassen.t) 


2°. Ist eine Funktion f(x) im größten der Intervalle [a, b], [a, c] und [c, b] integrier- 
bar?), so ist sie auch in den beiden anderen integrierbar, und es gilt die Gleichung 


b c b 
[ ti) dx = [ fx) de + f fx) de, 


unabhängig von der gegenseitigen Lage der Punkte a, b und c. 


Beweis. Wir setzen zuerst « <c < b und nehmen an, f(x) sei im Intervall [«, 5] 
integrierbar. Daß /(x) dann auch in den Intervallen [a, c] und [c, b] integrierbar ist, 
folgt aus Eigenschaft III von Nr. 299. 

Wir betrachten zum weiteren Beweis des Satzes eine Zerlegung von [a, 5] in Teil- 
intervalle, wobei c einer der Teilpunkte sei. Bilden wir die Integralsumme, so erhalten 
wir 


b c b 
2,K6) dx = 210) Ax+ 2 Ig) dx 


(die Bezeichnungen sind klar); gehen wir für A — 0 zur Grenze über, so finden wir die 
gesuchte Gleichung. 

Die anderen Lagen der Punkte a, b und c lassen sich auf diesen Fall zurückführen. 
Ist etwa b <a<<c und ist die Funktion im Intervall [c, b] oder, was wegen 1° das- 
selbe ist, im Intervall [b, c] integrierbar, so gilt auf Grund des Bewiesenen 


S tx) de = f fie) de + f fe) de; 
1) b a 


damit gelangen wir wieder zu der vorigen Beziehung, wenn wir das linke Integral 
nach rechts, von rechts das erste Integral nach links bringen und die Integrations- 
grenzen (mit Hilfe von 1°) vertauschen. 


b . 
1) Wir werden, wenn vom Integral f gesprochen wird und spezielle Voraussetzungen fehlen, 


a 
beide Fälle a < b und a > b für möglich halten. 
2) Statt dessen könnte man auch voraussetzen, daß die Funktion f(x) in jedem der beiden klei- 
neren Intervalle integrierbar ist; dann würde sie auch in dem großen Intervall integrierbar 
gein. " | 
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3°. Ist f{x) im Intervall [a, b] integrierbar, so ist auch kf(x), k = const, dort inte- 
grierbar, und es gilt 


b 
[ kf(x2) de = k f f(x) de. 


4°. Sind f(x) und g(x) im Intervall [a, b] integrierbar, so ist auch f(x) + g(x) dort 
integrierbar, und es gilt 


b b b 
Sie) + g(e)] de = [ Ar) dr + J («) dx.!) 


Beide Fällen lassen sich analog beweisen, indem nämlich von den Integralsummen 
ausgegangen und dann zum Grenzwert übergegangen wird. Wir wollen dies für 4° 
zeigen. Dazu zerlegen wir das Intervall [e, b] beliebig und bilden die Integralsummen 
für alle drei Integrale. Dabei wählen wir die Punkte &; in jedem Teilintervall be- 
liebig, aber für alle Summen gleich. Dann ist 


LIE) + glE)] Au; = U ME) Au; + I gli) Ari. 


Nun gehe A — 0; da für beide Summen auf der rechten Seite der Grenzwert existiert, 
besitzt auch die linke Summe einen Grenzwert. Damit ist die Integrierbarkeit von 
f(x) + g(x) bewiesen. Gehen wir in der letzten Gleichung zu den Grenzwerten über, 
so erhalten wir die gewünschte Beziehung. 


Bemerkung. Zum Beweis der letzten beiden Behauptungen braucht man nicht 
die Sätze I und II aus Nr. 299 heranzuziehen; die Integrierbarkeit der Funktionen 
kf(x) und f(x) + g(x) wird durch Grenzübergang unmittelbar nachgewiesen. 


304. Eigenschaften, die sich in Ungleichungen ausdrücken. Bis jetzt haben wir die- 
jenigen Eigenschaften der Integrale betrachtet, diesich durch Gleichungen ausdrücken 
lassen; wir gehen nun zu solchen über, die durch Ungleschungen darstellbar sind. 


5°. Ist eine im Intervall [a, b] integrierbare Funktion f(x) nichtnegativ und gilt a < b, 


so ist 
b 


[f&) d=O. 


Der Beweis hierfür ist klar. Schwieriger ist er für die folgende schärfere Aussage: 
Ist eine im Intervall [a, b] iniegrierbare Funktion f{x) positiv und gilt a < b, so ist 


b 
f fa) de >d0. 
[7 
Beweis. Wir führen ihn indirekt. Es sei also 
b 
f Hz) de =0. 
[7 | 


1) Es sei ausdrücklich betont, daß umgekehrt keineswegs aus der Existenz des linken Integrals 
die Existenz der beiden rechten Integrale folgt. — Anm. d. Red. 
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Dann strebt für A —0 auch die obere Darbouxsche Summe $ gegen 0 (vgl. (7) aus 
Nr. 297). Mit Hilfe eines beliebigen e, > 0 können wir diese Summe kleiner als 
&(® — a) machen. Dabei ist wenigstens eine der oberen Grenzen M; kleiner als «,, 
d. h., es gibt in [a, 5] ein solches Teilintervall [a,, 5,], in dessen Innerem alle Werte 
von f(x) kleiner als e, sind. 

Da auch 


b, 
f f(x) de =0 


gilt!), läßt sich analog aus [a,, b,] ein Teilintervall [a,, 5,] auswählen, in dessen Inne- 
rem f(x) < &, ist, wobei e, eine beliebige positive Zahl <e, ist, usw. 

Nehmen wir also eine gegen 0 konvergierende Folge von positiven Zahlen e,, so 
können wir eine Folge ineinandergeschachtelter Intervalle [a,, b;], deren Längen 
gegen 0 streben, derart bestimmen, daß 


O<fx) < eg für 4 Ste <shb, (k=1,2,3, ...) 


ıst. Dann existiert auf Grund des Lemmas aus Nr. 38 ein Punkt c, der in allen diesen 
Intervallen liegt; für ihn muß 


0<fo)<y (k=1,233,...) 


gelten. Das ist aber nicht möglich, denn es strebt & — 0. Damit ist der Satz bewiesen. 
Eine einfache Folgerung hieraus (und aus 4°) lautet: 


6°. Sind zwei Funktionen f(x) und g(x) im Intervall [a, b] integrierbar und ist stets 
f(x) S g(x) bzw. f(x) < g(x), so gilt auch 


b b d b 
Sta) de < [ gie) dx bzw. S fi) de < [ gie) de 


füra<b. | 

Man braucht nur die vorhergehende Eigenschaft auf die Differenz g(x) — f(x) an- 
zuwenden, um diesen Satz zu erhalten. 

Ebenso leicht ergibt sich die folgende Eigenschaft: 


7. Ist eine Funktion f(x) im Intervall [a, b] integrierbar und gilt a < b, so ist 


‚b b 
[ f&) dx| < [ If(e)| de. 


Die Existenz des Integrals auf der rechten Seite dieser Ungleichung folgt aus 


Eigenschaft I von Nr. 299. Dann braucht nur noch die Eigenschaft 6° auf die Funk- 
tionen 


-//@)| s fa) Ss |f(e)| 


b ı bh b 1 
1) Auf Grund von 2° ist nämlich f — [ = f - f ‚ also wegen [ —(, | — 0 
a a 


b Gı b, ü b 


</=0. 
17 


- 
p 5 


0=s 


14 
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angewendet zu werden. Übrigens ergibt sich die Ungleichung auch unmittelbar, 
wenn man die entsprechenden Integralsummen konstruiert, die Ungleichung 


fe) Ax| Ss IM) - Az; 
beachtet!) und zu den Grenzwerten übergeht. 


8°. Ist f(x) in [a, b] integrierbar, wobei a < b sei, und gilt im ganzen Intervall die Un- 
gleichung 


mz/j®)=M, 


so ist 
b 


m(b — a) S Sf) de sSM(b— a). 


Ba 


Man kann die Eigenschaft 6° auf die Funktionen m, f(x) und M anwenden, aber 
einfacher ist es, unmittelbar die einleuchtenden Ungleichungen 


mA Si ME) In SM NY As 


zu benutzen!) und zu den Grenzwerten überzugehen. 
Den bewiesenen Beziehungen können wir die bequemere Gestalt einer Gleichung 
geben und uns gleichzeitig von der Einschränkung a < b befreien: 


9°. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.?) /st f(x) in [a,b], as b, 
integrierbar und gilt m < f(x) < M in diesem ganzen Intervall, so gibt es eine Zahl u 
mitm Su SM, für welche 


b 
J f«) dx = u(b — a) 
gilt. 
Beweis. /st a < b, so gilt wegen 8° 


b 
mb —.a)< | fa)de<Mb— a), 


also 


b 
1 
en < z 
ms; — | oda 


Setzen wir 
b 
. x) de = 
b—a 5; 
so erhalten wir die geforderte Gleichung. 


1) Wegen a < b sind alle Az; positiv. 
2) Auch erster Mittelwertsatz der Integralrechnung genannt. In der Bezeichnung der Mittelwert- 
sätze der Integralrechnung herrscht keine Einheitlichkeit. — Anm. d. Rred. 
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[7 
Im Falla > b stellen wir dieselben Überlegungen für f an und gelangen nach Ver- 


b 
tauschung der Integrationsgrenzen zu der gesuchten Formel. 

Die eben bewiesene Gleichung nimmt eine besonders einfache Gestalt an, wenn f(x) 
nass: Sbbwazx>b stetig ist; denn sind m und M der kleinste bzw. der 
größte Wert von f(x), die auf Grund des Satzes von WEIERSTRASS!) (Nr. 85) existieren, 
so muß der Zwischenwert u auf Grund des Satzes von BOLZANO?)-CAucHX?) (Nr. 82) 
von der Funktion f(x) in einem gewissen Punkt c aus [a, b] angenommen werden, so 
daß also 


b 
S f&) dx = (b — a) f(e) 


ist. 


Die geometrische Bedeutung der letzten Beziehung ist klar. Es sei f(x) > 0, und 
wir betrachten das krummlinige Trapez ABCD (Abb. 5) unterhalb der Kurvey = f(x). 
Dann ist der Flächeninhalt der Figur ABCD (der sich durch ein bestimmtes Integral 
ausdrücken läßt) gleich dem des Rechtecks mit der gleichen Basis und mit einer ge- 
wissen Ordinate LM = f(c) in einem zwischen a und b liegenden Punkt c als Höhe. 


10°. Der verallgemeinerte Mittelwertsatz der Integralrechnung. Zs 
sei a) f(x) und g(x) im Intervall [a, b] integrierbar, b) m s f{x) SM, ce) g(«) 0 (bzu. 
g(x) = 0) in ganz [a, b]. Dann gibt es eine Zahl u mitm Su SM derart, daß 


b b 
S f&) g(2) de = u [ g(e) de 
G a 
ist.) 
Beweis. Wir setzen zunächst g(x) >20 unda < b voraus; dann ist 
mg(z) S f(x) g(2) = Mg(e). 


‚Aus dieser Ungleichung erhalten wir auf Grund von 6° und 3° 
b b b 
m ge) de < f fx) ge) de SM [ gie) de. 


1) KARL WEIERSTRASS, 1815—1897, deutscher Mathematiker. 

*) BERNARD Borzano, 1781—1848, tschechischer Mathematiker und Philosoph. 

3) Auvaustın Lovıs CAvcay, 1789— 1857, französischer Mathematiker. 

+) Die Existenz des Integrals von f(x) g(x) folgt aus Eigenschaft II von Nr. 299. Übrigens könnte 
man auch statt der Integrierbarkeit von /(x) gleich die des Produktes f(x) g(x) fordern. 
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Infolge der Voraussetzung über g(x) und der Eigenschaft 5° ist 
b 
f g(z) de > 
Gilt hier das Gleichheitszeichen, so folgt sofort aus der vorhergehenden Ungleichung 
b 
S Ma) ge) de = 


die Behauptung des Satzes ist also richtig. Ist das Integral positiv, so können wir die 
obige Ungleichungskette durch dieses Integral dividieren und erhalten mit 


b 
[fe g(z) dx 
173 
b mM F 
f g(z) dx 
a 
die Behauptung. 


Vom Fall a < b können wir leicht zu a > b und von g(x) > 0 zu g(x) SO über- 
gehen; die Vertauschung der Integrationsgrenzen oder die Vorzeichenänderung von 
g(x) hat auf die Gültigkeit der Behauptung keinen Einfluß. 
Ist f(x) stetig, so läßt sich die Formel in der Gestalt 


b b 
S f&) gie) dx = flo) | g(x) de 


schreiben, wobei c in [a, 5] enthalten ist. 


305. Das bestimmte Integral als Funktion der oberen Grenze. Ist die Funktion /(x) im 
Intervall [a, db], a 2 b,! integrierbar, so ist sie auch im Intervall [a, x] integrierbar 
(vgl. Nr. 299, Eigenschaft III), wobei x ein beliebiger Wert aus [«a, b] ist. Ersetzen 
wir die Grenze b des bestimmten Integrals durch die Veränderliche x, so erhalten wir 
den Ausdruck 


Die) = f Ali) di‘) 1) 


der offenbar eine Funktion von x ist. Diese Funktion besitzt die folgenden Eigen- 
schaften: 


11°. Ist die Funktion f(x) im Intervall [a, b] integrierbar, so ist ®(x) dort eine stetige 
Funktion von x. 


Beweis. Wir vergrößern x um einen beliebigen Zuwachs Ax = h (aber so, daß 
x + h nicht aus dem betrachteten Intervall herausführt) und erhalten für die Funk- 


1) Die Integrationsveränderliche bezeichnen wir hier mit i, um sie nicht mit der oberen Inte- 
grationsgrenze x zu verwechseln. Es ist klar, daß die Anderung in der Bezeichnung der Inte- 
grationsveränderlichen keinen Einfluß auf den Wert des Integrals hat. 
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tion (1) den entsprechenden Wert 


z+h z  z+h 
Sea+n)=jWu=j+f \ 
a 17 x 
(vgl. 2°), so daß 
az+h 
D(z + h) — Da) = [ fi) de 
\ z 
ist. Auf dieses Integral wenden wir den Mittelwertsatz 9° an: 


Plz +h) — Be) = uh; (2) 


hier liegt u zwischen den Grenzen m’ und M’ der Funktion f(x) im Intervall[x,& + h] 
und somit erst recht zwischen den (konstanten) Grenzen m und M im Grundintervall 


[a, b].) 
Für A — 0 gilt offenbar 


Ö(z+h) — Öle) —0 oder Be -+-h)—Gle), 
womit die Stetigkeit von ®(x) bewiesen ist. 


12°. Ist die Funktion flt) im Punkt t = x stelig, so hat die Funktion ®(x) in diesem 
Punkt die Ableitung f(x): 


Pe) = fe). 
Beweis. Aus (2) folgt 


D(z + h) — D(x) 
h 


Da f(t) für i = x stetig ist, läßt sich zu jedem e > 0 ein solches ö > 0 finden; daß für 
|| < ö und für alle Werte Zaus[x,c + h] 


Id)-e<fW)<fa)+e 
ist. Dann gelten auch die Ungleichungen 
fa) — em <usM' <fe)+s; 


=UuU mit mSsusM. 


also ist 
u Zu &)| SE, 
und somit existiert = 
. © h) — 
®'(x) = lim Bd in ab Bu N =limu=f(«), 
h—0 h h->0 


was zu beweisen war. 

Wir kommen so zu einer Schlußfolgerung, die von prinzipieller Bedeutung ist. Da 
bekanntlich (Nr. 298, I) eine im ganzen Intervall [a, b] stetige Funktion f(x). dort 
auch integrierbar ist, läßt sich die vorhergehende Behauptung auf einen beliebigen 
Punkt x aus [a, b] anwenden: ‚Die Ableitung des Integrals (1) nach der variablen oberen 


‘) Eine integrierbare Funktion ist nämlich beschränkt (Nr. 295). 
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Grenze x ist siets gleich dem Wert f(x) des Iniegranden an dieser Stelle, d. h., zu einer 
im Intervall [a,b] stetigen Funktion f(x) existiert stets eine Stammfunktion, z. B. das 
Integral (1) mit variabler oberer Grenze. 

Damit haben wir den Satz bewiesen, den wir schon in Nr. 264 erwähnten. 


Insbesondere lassen sich jetzt die Legendreschen Funktionen F und E (Nr. 293) als be- 
stimmte Integrale schreiben: 


oO op 
F(k,o) = BER... BEE E(k,9) = | Y1— k?sin?0.d9. 
Yi — k2 sin26 
0 Ö 


Nach dem eben Bewiesenen sind dies Stammfunktionen für 
ERERENS. SHOP: bzw. Y1 — k2sin?o; 
Yi — AR sin? po. 

F und E verschwinden fürp =0. 


Bemerkung. Die in Nr. 305 bewiesenen Behauptungen lassen sich leicht auf 
Integrale mit variabler unterer Grenze übertragen, denn wegen 1° gilt 


b x 
frod=—[ Io) d. 
x b 


Die Ableitung dieses Integrals nach x ist offenbar gleich — f(x), wenn die Funktion 
im Punkt x stetig ist. 


306. Der zweite Mittelwertsatz der Integralrechnung. Wir formulieren jetzt noch einen 
Satz, der das Integral eines Produktes zweier Funktionen betrifft: 


b 
I = f«) g(«) ae 


Dieser Satz kann in verschiedenen Formen ausgesprochen werden. Wir beweisen zu- 
nächst die folgende Behauptung: 


13°. Ist die Funktion f(x) im Intervall [a,b], a <b, monoton fallend (auch im wei- 
ieren Sinne) und nichtnegativ und ist die Funktion g(x) integrierbar, so gilt 


b £ 
" [ I&) g(«) dx = f(a) [ g(«) de, (3) 


wobei & ein wohlbestimmter Wert aus [a, b] ist. 


Zunächst bemerkt man, daß wegen der Monotonie (vgl. Nr.298, III) auch f(x) 


und somit f(x) g(x) integrierbar sind. 
Wir zerlegen nun [«, b] mit Hilfe von Teilpunkten x;@ = 0,1, ..., n), um das Inte- 
gral.J in der folgenden Form darzustellen: 


ie Tr a Tr u Zr | 
1=% |Nogedr= 5a) f e)de+ 5 f fe) -a)lg@)de=c+te. 


2 


/ 
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“Mit L bezeichnen wir eine obere Schranke der Funktion |g(x)| und mit w; wie üblich 
die Schwankung der Funktion f(x) im ö-ten Intervall [z;, x;;,] der Länge Ax,. Dann 
ist offenbar mit A = max Ar; 


Li+1 


el < z It) — Hal Ila)l de SL Z 0 4m; < Lalfle) — fl). 


Somit gilt lim oe = 0 und demnach I = lim o. Wir führen nun die Funktion 
1->0 i=0 


LT 
G(z) = [ gi) di 
ein und bringen mit ihrer Hilfe die Summe o auf die Gestalt 


r = 5 fl) (x) — @(&;)] 


oder, wenn wir die Klammer auflösen und die Summanden anders gruppieren, 


n-l 5 
u =2 x) fr) — a)] + EB) Fan-ı)- 


Die wegen 11° aus Nr. 305 stetige Funktion @(x) hat, wenn x zwischen a und Db vari- 
iert, sowohl einen kleinsten Wert m als auch einen größten Wert M (Nr. 85). Da alle 
Faktoren 


&-) - a) Gürö=1,2,..,nr —1) und fi&.-ı) 


auf Grund der bezüglich f(x) gemachten Voraussetzungen nichtnegativ sind)! er- 
halten wir, wenn wir den Wert von @ durch m bzw. M ersetzen, zwei Zahlen 


mf(a) und Mfla), 


zwischen denen die Summe o eingeschlossen ist. Zwischen diesen beiden Zahlen ist 

aber auch das Integral I als Grenzwert von o enthalten, also ist I = uf(a) 

mitm Ss u S M. Nun existiert im Intervall [a, 5] wegen der Stetigkeit von @(z) ein £ 

derart, daß u = @(£) ist (Nr. 82). Also ist I = (a) @(£) in Übereinstimmung mit (3). 
Analog gilt die Formel 


b b 
Stas@)de=flb) | ge)de (Sstsb), 
a € 


wenn f(x) nichtnegativ und monoton wachsend ist. Diese Beziehung heißt im all- 
gemeinen Bonnetschet) Formel. 
Schließlich beweisen wir noch den folgenden Satz: 


14°. Ist die Funktion f(x) nur monoton, so gilt 


b £ b y 
S fx) gie) de = la) [ g(e) de + fd) | ga)de (aSESb). (4) 
a a 3 


EEE / 
1) PIERRE Ossıan Bonner, 1819—1892, französischer Mathematiker und Astronom. 
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Ist die Funktion f(x) etwa monoton fallend, dann ist offenbar f(x) — f(b) > 0, so 
daß man auf diese Funktion nur die Formel (3) anzuwenden braucht, um nach einigen 
Umformungen zu (4) zu gelangen. Dieser Satz heißt zweiter Mittelwertsatz der Integral- 
rechnung (vgl. 10° aus Nr. 304). . 

Die folgende einfache Bemerkung erlaubt, diesem Satz eine allgemeinere Form zu 
geben. Ändert man die Werte der Funktion /(x) in den Punkten a und d, indem man 
statt dieser Werte beliebige Zahlen A und B wählt, denen nur die Bedingungen 


AZfla+0) und Bsfb—0), wenn / abnimmt, “ 
A<fa+0) und Bzfb—0), wenn zunimmt, 


auferlegt seien, behält nicht nur das Integral I seinen Wert, sondern auch die Funk- 
tion f(x) ihre Monotonie bei, so daß man nach dem Muster von (4) 


b € b 
S &) g(e) de = A [ gie) de + Bf g(e) de 6) 
a a £ 


behaupten kann. Insbesondere ist 


b € b 
S f&) a&) de = fa + 0) [ g(e) de + ib — 0) [ gie) de. (5*) 
‘a a & 


Wie oben ist auch hier £ eine gewisse Zahl aus dem Intervall [e, b], die aber im all- 
gemeinen von der Wahl der Zahlen A und B abhängt. 


$S 3. Berechnung und Darstellung bestimmter Integrale 

307. Berechnung mit Hilfe der Integralsummen. Wir geben nun eine Reihe von Bei- 
spielen an, wie ein bestimmtes Integral (entsprechend seiner Definition) unmittelbar 
als Grenzwert von Integralsummen berechnet werden kann. Wir wissen, daß das 
Integral einer stetigen Funktion existiert, und können zu seiner Berechnung eine 
Zerlegung des Intervalls und Punkte £ wählen, indem wir uns ausschließlich von 
Zweckmäßigkeitsgründen leiten lassen. 


b 
1. J xk dx (a und 5 seien beliebige reelle Zahlen, % sei eine natürliche Zahl). Zunächst be- 


17 17 
rechnen wir das Integral f x* dx (a = 0). Das Intervall [0, a] zerlegen wir in n gleiche Teile und 


0 
berechnen die Funktion x* in jedem dieser Teilintervalle in seinem rechten Endpunkt, wenn 
a > 0, bzw. in seinem linken Endpunkt, wenn a < 0 ist. Die Integralsumme lautet dann 


f 


n (ig \K a 1 -2K 2... +nk 
ur ne ep ee er, 
-&(n) un ern ; 
mit Rücksicht auf Nr. 33, Beispiel 14, gilt daher x 
G 
ak+ı 
[= imo, = 
N->00 k +1 


0 
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Hieraus ergibt sich leicht die allgemeine Formel 


Dre 
k pr — “. 
[re [-[- 


b 
2, f z#de(b>a> 0; usei eine beliebige reelle Zahl). Jetzt zerlegen wir das Intervall [a, b] 
a 
in ungleiche Teile, und zwar mit Hilfe der Zahlen 


a, 09, 2. 00%, ..., ag? = 
wobei 


= An” 1 
177 


sei. Für n — oo strebtg = q, gegen 1, und alle Differenzen ag’*! — ag? sind kleiner als die gegen 


0 strebende Größe b(q — 1). 
Berechnen wir die Funktion für die linken Endpunkte der Teilintervalle, so erhalten wir 


t 


n—1 n—1 
ei (agt)r (agt}! — ag!) = artl(qg — yz (ge+i)i. 
1- i 


Für u = —1 ergibt sich 


r b \” j 

al A 
at - IN AT 1 _ 1 

0, = artllg — 1) a — (but ar+ı) er — ER; 


benutzen wir den schon bekannten Grenzwert (vgl. Nr. 77, Beispiel 5(c)), so finden wir 


b 
[- dr=limo, = (be+l — art!) im -I-I_ ea a z 
n—>X gm gett—1 u+l 
a 


Im Falu= —1 gilt 


==> - ), 


also auf Grund eines anderen Ergebnisses (ebenda (b)) 


[ein -m(jE- ı)=nd- na. 
>00 Q 


3. J sin x dx. Wir zerlegen das Intervall [a,b] in n gleiche Teile, indem wir h = b—-a 


N 


er: sin x wird an den linken Endpunkten berechnet, falls a > b ist, an den rechten End- 
punkten, falls a < b ist. Dann gilt 


C, u ine + ih). 
i=1 


Um. die Summe in geschlossener Form darstellen zu können, erweitern wir sie mit 


‚ 4 
2 sin > und schreiben dann alle Summanden als Differenzen des Kosinus; damit finden 


307. Berechnung mit Hilfe der Integralsummen 113 


wir leicht 
an. A n h 
Ssin(@a + ıh) = 3 2sin (a + ih) sin — 
i=1. gi i=1 2 
sin — 
1 n 1 TEE 
— 3 G E + ( — 7 | — Cc08 E + (+ 3) |) 
. —=1 2 2 
2 sin — | 
1 
cos (« + 3’) — (08 (« = (n 4- 3)”) 
n () 
2 sin — 
2 
Also gilt ” 
La 
o,= | — E (« +5) — c08 ( +za)|. 
sin — 
3 
Da h für n — oo gegen 0 strebt, ergibt sich 
b R 
f a 2 1 1 
[nz —= lim E (« + >») — C0$ b — 2’) = cosa — cosb. 
h>0 _.._ + 2 2 
4 sin — 
2 
Analog ist 
b 
[ cos x da —= sinb — sina, 
G 
wenn wir von der elementaren Formel 
1 | 1 
B sin (a + (n+5)2) - sin (a +z%) i 
Scos(a-+ih)= Da Same (2) 
. 2 sin 2 


ausgehen.!) 
4. Um ein weniger triviales Beispiel zu untersuchen, betrachten wir das Integral 


% 
[ni — 2r cos« + r?) de, 
0 


das im allgemeinen mit dem Namen Poısson?) verknüpft ist. Wegen 
(1 — Ir” =1-—2rcosc + r? 


erkennen wir, wenn wir |r| $ 1 voraussetzen, daß der Integrand stetig ist, das Integral also 
existiert. 


1) Diese Formel ergibt sich aus (1), wenn dort a durch «a + n/2 ersetzt wird. 
2) SIMEON Denıs Poısson, 1781—1840, französischer Mathematiker. 
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Zerlegen wir das Intervall [0, x] in n gleiche Teile, so gilt 
a in in (t — 2r cosk— + ") 
N kl N 
Te n—1 Te | | 
= —In [a +r)2 JI ( — 2rcosok— + r) j 
n k= n ) 
Nun ist aus der Algebra die Zerlegung 
n—1/ 
2 -1= (2? —1)]J/ ( —_ a +2) 
k=1 N 
bekannt.!) Benutzen wir sie für z = r, so läßt sich o, in der Forın 
Te r+1 
= — In | —— (r?? — 1 
= N . F —1 r ] 
darstellen. Für |r| < 1 strebt r2? gegen 0, also ist 


” 
finu — 2rcsre+r)de=lmo, = 
0 


n->C0Q9 
Ist |r| > 1, so schreiben wir o, in der Gestalt 


_— = 
r—i1 


= —In | 


dann ist also 


| + 2r In |r|; 


R 


fin — 2r cosx + r?) de = 2r In |rl. 
0 


Man erkennt, daß die direkte Methode, ein bestimmtes Integral mit Hilfe von 
Integralsummen zu berechnen, sogar in einfachen Fällen einen großen Aufwand er- 


fordert; daher benutzt man sie selten. Praktischer ist das Verfahren, das wir in 
Nr. 308 behandeln wollen. 


‘) Berücksichtigt man die Werte der 2n-ten Einheitswurzeln, so hat die Zeilegung von 2?" — 1 
in Linearfaktoren die Gestalt 


n—1 
2 —-1—= ]J] (2 — 008 2 - sein), 
k=—-n N N 


wobei i die imaginäre Einheit ist. Trennt man die Faktoren z-+ 1 und z- 1 ab (die den 
Werten k= —n bzw. k = 0 entsprechen) und faßt die konjugiert u Faktoren zu- 
„sammen, so ist 


n—1 | 
a _-1—= (2? —1) ]/ ( — c08 SZ isin 7) ( —_ Ben =) 
k=1 \! N n N n 


| —1 
= (2? — 1) IT ( — 27 000 SE. +2) . 
k=1 N 
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308. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. In Nr. 305 sahen wir, daß 
das Integral 


De) = [ f) di 


einer im Intervall [a, b] stetigen Funktion f(x) eine Stammfunktion ist. Ist F(x) eine 
beliebige, z. B. eine mit Hilfe der Methoden aus Kap. VIII, $ 1—4, gefundene Stamm- 
funktion für f(x), so ist (vgl. Nr. 263) 


D(x) = Flx) +CÜ. 


Die Konstante C läßt sich leicht bestimmen, wenn hier x = a gesetzt wird, denn es ist 
D(a) = 0; also gilt 


0=6Gla) = Fla)+C, Ü=—F(ea), 
so daß wir schließlich 
D(x) = Fix) — F(a) 


erhalten. 
Insbesondere ergibt sich für x = b 


b 
9) = | Ha) de = F6) — Fa). (A) 


Dies ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.}) Der Wert eines be- 
stimmten I ntegrals ist also gleich der Differenz der beiden Werte einer beliebigen Stamm- 
funktion an den Stellen =bundx = a. 

Wenden wir auf das Integral den Mittelwertsatz an (9° aus Nr. 304) und berück- 
sichtigen wır f(x) = F’(x), so finden wir 


Fb) — Fla)=fle)-b-a)=Fl).b—-a) (asczb), 


d.h. den ersten Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Nr. 112) für F(x). Damit 
haben wir mit Hilfe der Grundformel (A) einen Zusammenhang zwischen den Mittel- 
wertsätzen der Differential- und der Integralrechnung hergestellt. 

Die Formel (A) ist ein praktisches und einfaches Mittel zur Berechnung des be- 
stimmten Integrals einer stetigen Funktion f(x). Bei einer Reihe einfacher Klassen 
solcher Funktionen können wir die Stammfunktion in geschlossener Form durch ele- 
mentare Funktionen ausdrücken. In diesen Fällen läßt sich das bestimmte Integral 
unmittelbar mit Hilfe von (A) berechnen. Wir erwähnen nur, daß wir die Differenz 
auf der rechten Seite von (A) im allgemeinen mit dem Symbol F(x)]} bezeichnen und 
also 


b 
Sta) dz= Fa); (A*) 


1) Diese Beziehung wird manchmal auch Newton-Leibnizsche Formel genannt. Man sieht, daß 
hier die Überlegungen vollkommen analog denen sind, die wir in Nr. 264 zur Berechnung der 
Funktion P(x) und des Flächeninhalts P benutzt haben. Die Formel (A) könnte man auch 
leicht durch Vereinigung der Resultate aus Nr. 264 und 294 erhalten. 
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schreiben. So finden wir z. B. sofort 


D 
ya+l |b butl _ qatl 
1. | ade = ——| = —— = —1,a>0,b>0), 
[ Mu 


b 
2. | =Inat -Inb- Ina («a >0,5>0), 


b 
3. [sinzde = — cosal$ = cosa — cosb, 
G 
b 
feosxde=sinz =sinb — sina, 
171 


also Resultate, die wir nicht ganz ohne Mühe schon in Nr. 307 erhielten (vgl. dort 
die Beispiele 1 bis 3).?) 


309. Beispiele. Wir geben noch weitere Beispiele für die Benutzung der Formel (A) an: 


sin(m -—n)z sin(m + n) x] |” 


4. 0) [nmeriensas ginn nimm] — 0 (n = m), 


m—n m+n _T 


= nr (vgl. Nr. 267, Beispiel 17, 18). 


2m rt 


(b) fan mxdx ->|» = sin er T 


Analog ist 
Te 


(c) J sin mx cos nz de = 0, 
_-T 


T 
(d) J COS mx cos nz dx = 


-_T 


, für nm, 


zr für n=m. 


5.:Man bestimme für natürliche Zahlen n, m den Wert des Integrals 


sin sin (2m — 1)x )x sin nx 
(a) ra sinz u NicoE 


Hinweis. (a) Aus (2) folgt, wenn dorta=0,kh=2tundn = m — 1 gesetzt wird, 


1 + 00 On sin (2m — 1) x 
sel 2 sin 


!) Das Beispiel 4 aus Nr. 307 kann nicht so einfach gelöst werden, denn das entsprechende un- 
bestimmte Integral läßt sich nicht in geschlossener Form angeben. 
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Hieraus folgt sofort, da die einzelnen Summanden unter Verwendung von (A) leicht integriert 
werden können, 


r/2 


Fa ee-}. 
sin x 2 
0 


(b) Mta= —z, h = 2r folgt aus (1) 
n _ a 
& sin(2 m — I) = 1 — cos2nz _ sin? nr 
1 ö 


m= 2sinz sin x 


und hieraus unter Verwendung des vorhergehenden Resultats 


q/2 
IEE)% = nE. 
sin x 2 
1) 


6. Man berechne das Integral 


1 
ee (<a,ß<1). 
Y1—2ox +02 Y1— 2x + ß? 
-1 
In der Formel 
jERREIEN.. JIEHEEEDER.. 3 95 RE IRE a ‚Pr ner +6 (a>0) 
Vox? + bxz + c Ya 2 


(vgl. (6*) aus Nr. 283) setzen wir 
a +bre+c= (1 — 2ur +02) (1 — 2Bx + PP); 
dann finden wir durch Differentiation der letzten Gleichung 
ax + — = —all — 2ßx + 8°) — P(l — Zar + 02). 
Daraus folgt, daß das Argument des Logarithmus für x = 1 den Wert 


(1 — BR - BA)? +2Yp 1 -o)(L- PB) = -INal - PB) -VBli- oa)’ 
(Ya — VB) (1 + Vo8)°, 


für x = —i den Wert 


(Ya - VB) (ı - Vap)° 


hat. Damit ergibt sich schließlich für das gesuchte Integral der einfache Ausdruck 


I, 1 + VYaß 
—, 
VB 1- Vap 


der nur vom Produkt «ß abhängt.) 
Wir weisen darauf hin, daß bei der Herleitung der Formel (A) nicht gefordert wurde, daß 
die Funktion F(x) eine Stammfunktion für f(x) im abgeschlossenen Intervall [a, 5] ist. Auf’ 


1) Unsere Überlegungen sind nur für x + ß einwandfrei, aber wir sehen leicht, daß das Ergebnis 
auch für & = f richtig ist. e 
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Grund der Folgerung aus Nr. 131 würde es genügen, dies für das offene Intervall (a, b) voraus- 
zusetzen, nur müßte die Funktion F'(x) in den Punkten a und b stetig bleiben. Daher sind wir 
berechtigt, die folgende Beziehung aufzuschreiben (vgl. Nr. 268): 


G ra? 


Br %, 


a 
— 1 —— 0? u IR 
R 2 _. y? = |— 2 _ 2? 2 — arcsin — 
1. (Va x? de [527 15 - 
4 


obwohl die Frage nach der Ableitung der gefundenen Stammfunktion in den Punkten x = +a 
noch zu klären wäre. 


Einigen Schwierigkeiten begegnen wir bei der Berechnung des folgenden Integrals: 


T 


g 
8. zen (0 <r<1). Hier hat nämlich die in Nr. 288, Beispiel 13, ge- 
1—2rcos2 + r? 


7 
fundene Stammfunktion 


tan — 
1—r 2 


für z= + keinen Sinn. Jedoch existieren offenbar die Grenzwerte 


F(x) = 2 arctan F ne 7 


im F(xe)= —r, im F(e)=nr. 
<>—r+0 son-0 


Setzt man, wie gewöhnlich, F(—r) und F(r) gleich diesen Grenzwerten, so ist die Funktion 
F(x) in den Endpunkten des Intervalls nicht nur definiert, sondern auch stetig. Daher ist 


TG 
u _ de = F(x)|- = F(r) - F(—-r) = 2r 
1—2rcosc-+r u m nz 
_-T 
9. Analog läßt sich auch das Integral 


r/2 
dr 


4Acos®x + 2Bcosxzsinz + COsin?z 
—r/2 


berechnen. Für die Stammfunktion hatten wir schon (vgl. Nr. 288, Beispiel 10) den Ausdruck 


(AC — B?>0) 


/ 
F(x) — BEREITEN arctan tanz +B 
YAC — B: YAC — B: 


\ 


gefunden, der für — = <e< = anwendbar ist. Daraus folgt 


re[2 | 
\ [ De en —=E (| 2-0 — FREIAt... IESEERR 
A c08®2-+-2Bcoszsinz-+Csin?x rj2+0 yAC — B: j 
—r/2 


wobei die Zeichen u. + 0 und u — 0 anzeigen, daß die entsprechenden Grenzwerte der 


Funktion F(x) zu nehmen sind. 


10. Gehen wir bei der Berechnung des Integrals 


1 
+1 
[H% 


0 
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von der formal berechneten Stammfunktion 
32(2? — 1) 
24 — dr? +1 ! 


1 
— — arctan 
3 


aus und setzen wir hier x = 0 und x = 1, so erhalten wir den paradoxen Wert 0 (das Integral 
einer positiven Funktion kann aber niemals gleich 0 sein!). Der Fehler besteht darin, daß diese . 


Funktion an der Stelle x = 2 — 3 = x, einen Sprung besitzt. Wenn wir die Integrale von 0 
bis x, und von x, bis 1 einzeln berechnen, erhalten wir den richtigen Wert 


11. Mit Hilfe der Stammfunktionen lassen sich die Integrale 


2 1 
dr 
— — In z|; —= In 2, _ dr _ — arctan x! a {> 
xc 1 | 1+2 ie 4 
1 0 | 


leicht berechnen. Da gegen diese Integrale natürlich die entsprechenden Integralsummen 
streben, ergeben sich z. B. (bei Teilung der Integrationsintervalle in n gleiche Teile) die Be- 
ziehungen 


im (+ + N 3)” In 2, 


1 => 
wer im (tr Far" Ham) = 


310. Eine andere Herleitung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung 
Wir wollen jetzt die Formel (A) unter allgemeineren Voraussetzungen herleiten. Die 
Funktion f(x) sei im Intervall [a, 5] integrierbar, und die in [a, b] stetige Funktion F(x) 
sei überall in (a, b) oder überall mit Ausnahme endlich vieler Punkte eine Stamm- 
funktion von f(x), 


Fe) =). (3) 
Wir zerlegen das Intervall [a, 5] beliebig mit Hilfe der Teilpunkte 
Hi <H <Mm<H 7, < I <e << —b \ 


(wir müssen nur dafür sorgen, daß sich unter diesen Punkten alle diejenigen befinden, 
für die die Beziehung (3) nicht gilt, falls solche Punkte existieren). Offenbar gilt 


n—1 
F(b) — F(a) 2 [Fzin) — Flao)l. 


Wenden wir auf jede der Differenzen unter dem Summenzeichen die Formel der 
endlichen Zuwächse!) an (die Bedingungen für ihre Anwendbarkeit sind erfüllt), so 
erhalten wir 


Fb) — Fia) = Er6) he, 


1) Dies ist nur ein anderer Name für den Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Vgl. Nr. 112., 
Anm. d. Red. 
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wobei die &; wohlbestimmte (jedoch uns nicht bekannte) Werte von x zwischen x, 
und z;,, sind. Da für jeden dieser Werte F’(£;) = f(£&;) ist, können wir 


F(b) — Fia) - 5 fie) Az; 


schreiben. Auf der rechten Seite steht die Integralsumme o für die Funktion f(x). 
Wir setzen voraus, daß die Summe o für A—0 einen wohlbestimmten Grenzwert 
besitzt, der nicht von der Wahl der Zahlen £; abhängt. Folglich strebt insbesondere 
unsere Summe, die (bei der oben erwähnten Wahl der £;) konstant bleibt, gegen das 
Integral; daraus ergibt sich 


b 
Fb) — F(a) = f fix) dx. 


In Nr. 309 berechneten wir mit Hilfe der Grundformel das bestimmte Integral. 
Sie kann aber auch in anderer Richtung benutzt werden. Ersetzen wir in der Grund- 
formel (A) 5 durch x und f(x) durch F’(x), so erhält sie die Gestalt 


Fe) = Pla) + [ Fe. 


Auf diese Art läßt sich mit Hilfe des Grenzprozesses (denn das bestimmte Integral 
ist ein Grenzwert!) zu einer gegebenen Ableitung F’(x) die Stammfunktion F(x) „auf- 
stellen“. 

Übrigens setzt dies voraus, daß die Ableitung nicht nur beschränkt, sondern ge- ' 
mäß der Riemannschen Definition auch integrierbar ist, was nicht immer der Fall zu 
sein braucht. / 


3ll. Rekursionsformeln. Wir sahen, daß die Grundformel (A) bei günstigen Bedin- ' 
gungen sofort den Wert des bestimmten Integrals angibt. Andererseits lassen sich 
mit ihrer Hilfe verschiedene Rekursionsformeln aus der Theorie der unbestimmten 
Integrale in analoge Formeln für bestimmte Integrale überführen, welche die Be- 
rechnung eines bestimmten Integrals auf die Berechnung eines anderen (im all- 
gemeinen einfacheren) zurückführen. 

Wir betrachten zunächst die Formel für die partielle Integration, 


fudv —=uv — | vdu, 


und ihre Verallgemeinerung (vgl. (3) und (5) aus Nr. 270) sowie andere Rekursions- 
formeln (Nr. 271, Formel (6); Nr. 280; Nr. 287), die auf ihr beruhen. Ihre allgemeine 
Form lautet 


S H&) dx = pr) — [ gie) de. (4) 


Ist der Wertebereich einer solchen Formel das Intervall [a, b], so entspricht ihr in be- 
stimmten Integralen die Beziehung 


b b 
S Ha) de = play — [ gle) de. (9) 
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Dabei werden die Funktionen f und g als stetig vorausgesetzt. Zum Beweis von (5) 
bezeichnen wir das Integral auf der rechten Seite von (4) mit ®(x). Dann ist 


d 

S t&) dx = [ple) — Dj} = Pla} — Pal. 
Ferner gilt 

b 

S ge) de = dla); 


also ist (5) richtig. 
Insbesondere hat die Formel für die partielle Integration jetzt die Gestalt 


b b 
fudv = wi} — [ vdu, (6) 


und die verallgemeinerte Formel lautet 


b 
f unt"+D dt = [uv®) — a'vır-d +... 4 (— 1)" um) v]]e 
0 
b 


2: ("+2 f ur+Dd) ode. (7) 


Dabei seien die Funktionen u und v sowie alle ihre Ableitungen sietig. 
Die Formel (5) ist als Beziehung zwischen Zahlen im Prinzip einfacher als Formel (4), 
in welcher Funktionen stehen; sie ist besonders dann vorteilhaft, wenn o(z)]} — 0 ist. 


312. Beispiele. 
1. Man berechne die Integrale 
re/2 re/2 


= [ sin" x de, Im = | cos" x dx 
0 0 


(für natürliches m). Partielle Integration ergibt 


r/2 r/2 
Im = S sin”!z d(—cosa) = — sin”! x cos en? + (m — 1) 1] sin”? 2 cos? x. dr. 
0 0 


e_ 


[ } “ ® T ®* @ 1} 
Der erste Summand verschwindet beim Einsetzen von — und 0. Ersetzen wir im zweiten 
Summanden cos? x durch 1 — sin? x, so finden wir 


= (m 1) Ina (m 1a: 
woraus die Rekursionsformel 


m—|1i 


Im= Jm-2 
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folgt, mit deren Hilfe das Integral J,, durch J, oder J, ausgedrückt werden kann. Für m = 
gilt nämlich 


r/2 
B (2n — 1) (2n —3) --3-1 r 
== an d —_m 
Jon sin ee Znlan _2)--4-2 2 
0 
fürm=2n +1 
ja Onln — 2)---4.2 
n2n+l EEE MERR..L\ 1. ddmat.. Malik 0 BER 
Janıı [in ET Den De 
1) 


"Genau dieselben Resultate ergeben sich auch für J7.. 
Zur kürzeren Schreibweise dieser Ausdrücke bedienen wir uns des Symbols m1!!!): 


(m—1)!! x 
78/2 r/2 ren 
f sin” x dx = | cos" de =' en 2 
0 0 


für gerades m, 


(8) 


— 11 
mL für ungerades m. 
m!! 
2. Man beweise die Formeln 
re/2 
(a) f cos” x cos (m +2)2de=0, 
0 
re/2 
1 
b cos” x si 2)zde = Br 
Om zein (m +2) 2de = —— 
0 
r/2 
._ MT 
sin — 
c sin” x c 2)zde= — ; 
af x cos (m + 2) x Bi 
0 2 
r/2 
MIE 
cos — 
d sin” zsin(m -2)zde = 
(d) [ in (m +2) x na 
0 


(für ein beliebiges positives m). 
Zum Beweis von (a) betrachten wir das Integral 

n/2 
f cos”+? x cos (m +2) x dr 
0 

und integrieren zweimal partiell: 
r/2 
f cos"+2 2 cos (m +2) x dr 
0 


TE [cos"+2 2 sin (m + 2) x — cos"tlx sin x cos (m + 2) 2m? 


s/2 


- a (m + 1) cos” x sin? x + cos”+2 x] cos (m +2)rde. 


| 


1) Das Symbol m!! bezeichnet das Produkt der geraden natürlichen Zahlen < m, falls m gerade 
ist, oder das Produkt der ungeraden natürlichen Zahlen < m, falls m ungerade ist. 
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Der erste Summand verschwindet beim Einsetzen von Z_ und 0. Ersetzen wir im Integral sin? x 
durch 1 — cos? x, so gelangen wir zu 2 


r/2 q/2 
Os lm + 2)rde = — il cos”? zcos (m + 2)x dr 
, u m+2 
0 
r/2 i 


+ f cos®+t2 x cos (m +2)xdr, 
0 k 


woraus sich sofort (a) ergibt. 
Analog können die anderen Formeln bewiesen werden. 


3. Man berechne (für natürliches rn) die Integrale 


re/2 re/2 
K, = | cos" x sin nx dx, Ly = cos" x cos nz de. 
0 0 
Partielle Integration des ersten Integrals liefert 
re/2 


1 ® 
n=—— | cof!xsin cosnz dr. 
n 
0 


Fügen wir zu beiden Seiten den Summanden X, hinzu, so ergibt sich nach Umformung des 
Integranden leicht 


1 1 /1 
2K, = Ko oder En = An + Ku) . 


Aus dieser Rekursionsformel folgt 


E.72 ..29 „23 08 

Keze 2  en e 

n mlet+s+r + +7) 
Analog findet man 
.; 
RT ont" 


4. Man bestimme das Integral 
1 
H„= f=* In? «de, 
0 
wobei %k eine positive und m eine natürliche Zahl ist. Partielle Integration (vgl. Nr. 271, Bei- 
spiel 5) liefert 


1 1 
1 m 
un k ı RER Ei ER k -1 
[ewrr&=; xHtt In” x], , |: In?-1 x de 
0 0 


und führt auf die Rekursionsformel 


a z 
a y 


m ; 
H;,m > en Hr,m-ı> 
woraus sich | 
m! 
Hım = (Hmm 


ergibt. 
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Die Besonderheit bei diesem Beispiel besteht darin, daß im Punkt x = 0 sowohl die Werte 
der Integranden als auch die der Funktionen im ersten Summanden als Grenzwerte für — +0 
aufzufassen sind. 


5. Auf Grund der Formel (III) aus Nr. 280 gilt (für natürliche Zahlen p und g) 

(1 — z)P an » 
p+tg+i pPrarl 

dies ergibt beim Übergang zu bestimmten Integralen im Intervall [0, 1] die Beziehung 


ı 1 
fe — x)P x de — Peer, — z)P-1 20 de. 
PTIri. 
0 


Wendet man diese Formel hintereinander an, so erhält man 


Bi 1 
fa-raa- I — [de 
; PrerVPßHD-ar2, 


und schließlich 


fe-a&=- fa - aaa; 


ı 
[u-rad- er. 
: (pPrqg+2! 


mn 


6. Geht man in der Formel (IV) aus Nr. 287 für natürliche u und » zu bestimmten Integralen 
über, so ergibt sich mit Hilfe von Beispiel 1 die allgemeinere Beziehung 


W— Yiia—1)!! rn 


rej2 —.— fürgeradeuund»v, 

[ sin’ x cos»# x de = en n 2 

0 Kae rer Tee in allen anderen Fällen. 
v»-+t u)! 


313. Die Substitution der Veränderlichen im bestimmten Integral. Die Grundformel 
(A) gestattet uns, eine Regel für die Substitution der Veränderlichen in einem be- 


stimmten Integral aufzustellen. 
b 


Es sei das Integral [ f(x) dx zu berechnen, wobei f(x) eine im Intervall [a, b] stetige 


Funktion ist. Wir setzen x = o(t) und unterwerfen o(t) den folgenden Bedingungen: 


1. Die Funktion o(t) ist definiert und stetig in einem Intervall [x, 8]; ihr Werte- 
bereich ist [a, 5]!), wenn i in [«, $] variiert; 


2. pl) =a, PA) =b; 
3. es existiert in [x, f] eine stetige Ableitung o’(t). Dann gilt die Formel 


b ß 
St@) dx = J tod) Pe) di. (9) 


!) Es kann vorkommen, daß die Funktion f(x) in einem größeren Intervall [A, B] als [a, b] 


definiert und stetig ist; dann genügt es zu fordern, daß die Werte von o(f) nicht außerhalb 
von [A, B] liegen. 
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Da die Integranden als stetig vorausgesetzt wurden, existieren nicht nur diese be- 
stimmten Integrale, sondern auch die ihnen entsprechenden unbestimmten Inte- 
grale, und in beiden Fällen kann die Fundamentalformel benutzt werden. Ist F(«) 
eine der Stammfunktionen von f(x) dx, so ist Bft) = F(p(t)), wie wir wissen, eine 
Stammfunktion von ot) o'(t) dt (vgl. Nr. 268). Daher gilt gleichzeitig 


[ f(x) de = F(b) — F(a) 


und 
ß 
S toi) Pk) de = BP) — D(&) = F[etß)) — Flola)) = Fb) — Fa), 


woraus sich (9) ergibt. 


Bemerkung. Die Formel (9) zeichnet sich durch eine wichtige Besonderheit aus. 
Während wir bei der Berechnung eines unbestimmten Integrals mit Hilfe der Varia- 
blensubstitution, bei der sich die gesuchte Funktion als Funktion von t ergab, zu der 
Veränderlichen x zurückkehren mußten, besteht dazu bei einem bestimmten Integral 
kein Anlaß. Haben wir das auf der rechten Seite von (9) stehende bestimmte Integral, 
das eine Zahl darstellt, berechnet, so ist damit auch das linke Integral ausgewertet. 


314. Beispiele. 
1. Man bestimme das Integral J Va? — x? de mit Hilfe der Substitution x = a sin t; die 


Rolle von & und ß spielen hier die Werte 0 bzw. = Dann ist 


n/2 


[7 
z in 21 
Tre = (oa =5(t+ _ 
0 


r/2 ra? 


) 4 


2 


0 
(vgl. Nr. 268). 
2. Allgemein ergibt sich mit Hilfe derselben Substitution für natürliches 
a/2 


(2n + 1)!! 
(vgl. (8) aus Nr. 312) und analog 


G 


2n—1 
(a? — 2?) 2 de-an aA-din 
an) 2 


0 


2 
er 


—_ dr. Substitution x = a sec t; den Grenzen a und 2a von x entsprechen die 


[143 
Grenzen O0 bzw. nr von £. Wir finden 


r/3 


1 sinzel? YZ 
sin? t cost dt = / 
[47 


3 0 Sa? 
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4. Wir betrachten das Integral 
T 
z sin x a 
1-+- cos?x 
0 
Die Substitution x = m — t (wobei von r bis O variiert) führt auf die Gleichung 


n L % ® 
zsinT 1, _ (m — t)sint „, 
1 + cos?zr 1-+ cos?t 
0 0 
oder 
% o = ® Eu ‘ 
x sın X de sın t dt tsint dt 
/ 1 -+ cos?x 1 + cos?t 1 + cos?t 
0 0 0 


Bringen wir das letzte Integral auf die linke Seite, nachdem wir die Integrationsveränderliche t 
wieder durch x ersetzt haben, so folgt 


T Tt 


a 2 
DE LE rg — — arctan (cos t)[? 2 
1 + cos?x 2 / 1-+ cost 2 0 4 
0 0 


Vgl. weiter unten das Beispiel 11,-wo dieser Fall verallgemeinert wird. 


5. Man berechne das Integral 
N 


1 (a 
1+22 


\ r/4 
Die Substitution x = tan o (0 Sos 7) führt es in 3 In (1 + tan p) dp über. Wegen 


12 in (2 +9) 
a ee 


‚folgt 


r/& 


re/& 
J=—n2 + [Imsin (E +9)dp— [Imcospap. 
0 0 


Die beiden hier auftretenden Integrale sind gleich, da sich das zweite auf das erste mit Hilfe der 
Substitution @ = = — 9» (y ändert sich von 7 bis 0) zurückführen läßt. Also gilt 
J=—in2. 
8 


Wir weisen darauf hin, daß das Integral 
1 


arctan x 
—— _— dr 
f 1+x 
0 


den gleichen Wert hat; davon kann man sich leicht überzeugen, wenn man partiell inte- 
griert. “ 
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6. Man beweise.die Beziehung 2 
1 sı/2 
[ree-; 4 dt 
x 2 sin 
0 0 


Hinweis. Substitution x = tan -; . 


7. Man beweise die Beziehung 
T Tr 
| d® 
Sera Tenor ar [ users 
0 


(x — Ya? — 1 cos o)r*1 j 
0 


wobei z> 1 seiund n eine natürliche Zahl bedeute. 
Die Veränderliche muß vermöge der Formel 


(« T Vz? — 1 cos p) (x — Vz? — 1 c0s 0) =] 
transformiert werden. Aus dieser Gleichung folgt 
_ Ye —-1 + 2c0s0 
= — Ya? — 1c0s9 


wobei der Absolutbetrag der rechten Seite nicht größer als 1 ist und jedem 0 aus dem Intervall 
[0, x} eindeutig ein gewisses 9 aus demselben Intervall entspricht. Für 6 = 0 oder x ist auch 
9 = 0 oder rn. Ferner gilt 


CoOS9Y = 


sn ode = sin 0 dO 
(x — Vz? — 1 cos 6)* i 
und wegen 
ge sin O 
x — Yx? — 10050 
ist 
f 


ee — Ya: — 1 cos0 
so daß wir schließlich 
| dd 
x + Ye? —- 1co8o)" do = ——— 
| ) p ü (x en Ya: —_ 1 cos ae 


erhalten, woraus die verlangte Beziehung folgt. Beide Integrale drücken (bis auf einen Faktor 
r) das n-te Legendresche Polynom P,„(z) aus (vgl. Nr. 118, Beispiel 6). 


8. Für jede im Intervall [0, a], a > 0, stetige Funktion f(x) gilt stets 


[te)de= [fa —ı)d 
0 0 


(Substitution =a —t,a=t> 0). Insbesondere gilt für jede stetige Funktion F(u) wegen 


. 


COoSsz = sin KLASSEN 
u 2 


q/2 ; 1/2 
f Frein x)de = f Fieos x) de. 
0 0 
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9. Ist die Funktion f(x) in dem symmetrischen Intervall [—a, a], a > 0 stetig, so gilt bei 
geradem f(x) 


Ste) de = 2 | fa) de 
—6 0 


(vgl. Nr. 99, Beispiel 25), bei ungeradem f(x) 


Oo 
J fx) de= 0. 
7 
Ö a 
In beiden Fällen ist das Integral [ als Summe der Integrale f und } ee auf das 
—6 —(ü 
erste von ihnen wird dann die Substitution x = —t angewendet. 


10. Gegeben sei eine stetige periodische Funktion f(x) mit der Periode w, so daß also f(x + w) 
— f(x) für jedes x ist. Dann hat in allen Intervallen der Länge » das Integral dieser Funktion 
‚ein und denselben Wert: 


a+o 


J ix) de = j fx) de. 


Zum Beweis a wir 


a+o (7) a+o 


zu J riHl 
wenden wir äut das dritte Integral die Substitution z = + w an, so sehen wir, daß es sich 


von dem ersten Integral nur durch das Vorzeichen unterscheidet. 


11. Man beweise die Beziehung 


IE f(sin x) de = 5 | fein x) de, 
0 0 


wobei (u) eine beliebige, im Intervall [0, 1] stetige Funktion ist. 
Hinweis. Man benutze die Substitutionz =r — t. 


12. Man beweise 
27 


Zope c080 + bsin6) dd = > [elle + b2 cos 1) dA (a? +5? >0), 


wobei o(u) eine für |u| s Ya? + b? stetige Funktion ist. Wir definieren einen Winkel & ver- 
möge der Beziehungen 


cosa = En re sinx = BER SUR: 
Va? + 52 Ya? + 52 


damit gilt 
a cos0 +bsin 9 = Ya? + b2 cos  — ao). 


Auf Grund von Beispiel 10 können wir 


er a+r 
Ik cos 0 + bsin 6) 49 = [ p(Ya? + 8% cos (0 — «)) dB 


GT 
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oder, wenn wir 6 — & = A setzen und Beispiel 9 benutzen, 
Jeerr b? cos A) dA u=2/ (Ya? Va® + B? cosA) dA 


schreiben. 
13. Man beweise die Beziehung 
re/2 re/2 


J g(sin 2u) cos u du = J g(cos? v) cosv dv, 


wobei a eine beliebige, im a [0, 1] stetige Funktion von 2 ist. 
Das erste Integral zerlegen wir in die Summe 


ri? n/a nf2 


a. 


0 ra 
und formen hier mit Hilfe der Substitution vu = — — u’ das zweite Integral rechts in ein 
Integral ebenfalls über R z um; dann ergibt sich auf der rechten Seite 
rı/4 
f g(sin 24) (cos u +4 sin u) du. 
0 
Wir substituieren hier eine neue Veränderliche, indem wir sin 24 = cos? v setzen. Offenbar 


fällt v von = bis 0, wenn von O bis r zunimmt. Durch Differentiation erhalten wir 


cos 2u du = —sinvcosvdv, 


und berücksichtigen wir 
cos 2u = Y1 — sin? 2u = Y1 — cos!v = sinv 1 + cos?» 


und # 
1,+ cos? v —=1-+2sinucosu = (sin u‘- cos u)”, 


& 


so finden wir schließlich 
(sin ut cosu) du = —cosvdv. 
Hieraus folgt leicht das gewünschte Resultat. 


14. Zum Schluß kehren wir noch einmal zu dem Poissonschen Integral 
T 
I(r) = ee — 2r cosz + r?) de 


zurück (vgl. Nr. 307, Beispiel 4). Wir wissen bereits, daß der Integrand für. |r| # 1 stetig ist 
und das Integral existiert. Wir berechnen es jetzt mit Hilfe eines etwas künstlichen Verfahrens, 
in dem die Variablensubstitution eine wesentliche Rolle spielen wird. Vorbereitend bemerken 
wir, daß aus der offenbar gültigen Ungleichung 


(1— Ir)? s1i—2r cos x +r2<(1 + |r|)2, 

wenn wir sie logarithmieren und dann von O bis r integrieren, für |r| <1 
Or ln (1 — Ir) < Ir) S2rin (1 + |r]) 

folgt. Also ist I(r) >0O fürr 0. 


9 Fichtenholz U 
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Nun betrachten wir das Integral 
TT 
I(—r) = [In (1 +2rcsz-+r?)dr. 
0 
Setzen wir hier x = rn — t, wobei t zwischen r und 0 variiert, so ergibt sich 


0 R 
K-r)= [In(1+2rcos(r—t) + r)d(m—1t) = [init —-2rcost+r)dt= X). 
Tr 0 


In diesem Fall ist 


2I(r) = I(r) + I(—r) = fin (1 —2rcosz+r)(1L+2rcosz + r?)]dr 
0 
oder 


2I(r) = | In (1 — 2r? cos 2x + rt) de. 
0 


Setzen wir x = — (0 St <s 2r), so erhalten wir 


Zr T ZT 
21m), [mu-monr4ma- | +, |. 
0 0 1 


Das zweite der beiden rechten Integrale wird mit Hilfe der Substitution £ = 2 — u (u ändert 
sich von r bis 0) in das erste übergeführt. Also ist 


2Ir) = Kr?) oder Ir) = > Kr). 


Ersetzen wir hier r durch r? usw., so finden wir leicht die allgemeine Formel 
1 R 
I(r) nie) (n=1,2,3,...). 
Es sei nun |r| < 1, also r?* — 0 fürn — 00; dabei ist dann I(r?*) — 0 (auf Grund des eingangs 


Gesagten), also muß identisch 


Ir)=0 für Ir, <1 
sein. 
Dieses Integral läßt sich auch für |r| > 1 leicht berechnen. Es ist nämlich 


1-2rcsace+r?=r? ( — 2 ER +) 
r ri 
und 
In(1—2rcosz +r) = 2Iin Ir) + In ( —_ 2 1 c0s% +5). 
r r?) 
so daß nach Integration von 0 bis r 


I(r) = 2rln |Ir| +I (+) 
Y 
gilt. Nun ist nach dem Vorhergehenden I () = (, also gilt für ni >1 
rY 
I(r) = 2r In |r|. 


Das gleiche Resultat erhielten wir auch in Nr. 307. 
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315. Die Gaußsche!) Formel. Die Landensche?) Transformation. Als weiteres Beispiel für die 
Substitution einer Veränderlichen wollen wir die Formel betrachten, die vom C. F. Gauss 
zur Transformation des Integrals 


n/2 
dp 


Ya? cos?» + b?sin?o 


benutzt wurde. Wir setzen hier 


= (a >b>0) 


2a sin O 


(a +5) + (a —b) sin? 


(ändert sich 0 von O bis FL so wächst auch 9 von 0 bis 2) Differenzieren ergibt 


sing — 


(a +b) — (a — b) sin?® 


TEE 


cos p dp = 2a 


Nun ist 
Ya + db)? — (a — b)2 sin? 0 


TE EEE FETT 


cos 9 == 


also 
ee eereren do 
(a +5) + (a —b5)sin?d Ya + b)?— (a — b)2 sin? 0 


Andererseits gilt 


— {a — b\ sin? 
Ya? ana vn ed IE R 


(a +b)+(a — b) sin? 6’ 
also schließlich 


dp _ dd 
EFT FRE Te NE ran u 
Ya? cos? 9 + 6? sin? Q (= : cos?0 + ab sin? 6 
a-+b 


Setzen wir a, = ‚b, = Yab, so erhalten wir die Gaußsche Formel 


r/2 r/2 
dp 


| dd 
Va? cos? + b? sin? o [ Vai cos?0 -+ bi sin? 0 
O0: 


Durch wiederholte Anwendung dieser Transformation gelangen wir zu 
r/2 


G= SEIEN... SREORENE (n=1,2,3, ...); 
Ya? cos®p + b2sin? 
0 


d= 


wobei die Folgen der Zahlen a, und b, durch die Rekursionsformeln 


2 b.. 
Ze Bann, vb. = Va, dr 


bestimmt sind. Wir wissen bereits (vgl. Nr. 35, Beispiel 4), daß diese Zahlen zwei Folgen bilden, 
die gegen einen gemeinsamen Grenzwert u(a, b), das arithmetisch-geometrische Mittel der Zahlen 


1) CARL FriEDeRIcHs Gauss, 1777—1855, deutscher Mathematiker. 
2) JoHn LANDEn, 1719—1790, englischer Mathematiker. 
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a und b streben. Aus den leicht zu verifizierenden Ungleichungen 


T T 

2a. <d< FI 
finden wir, wenn wir zur Grenze “bergehen, 

Te 
— Zula, b) 
daraus folgt u(a,b) = —, d.h., jede der beiden Zahlen G@ und u läßt sich einfach durch die 
andere ausdrücken. q 
Mit Hilfe dieser eben erklärten Methode wollen wir das Integral 
r/2 re/2 | 
Oz dd de 


Yi + c0828 u V2 cos? 0 + sin? 
0 


berechnen. Hier ist a = Y2 und 5b =11; die Zahlenfolgen {a,} und {d,} streben hier schnell 
gegen u, denn schon a, und b, sind beide etwa gleich 1,193154. Also können wir u »s 1,198154 
setzen. Dann erhalten wir näherungsweise 


G= — » 1,3110138. 
7 


Führen wir das Integral G auf ein vollständiges!) elliptisches Integral erster Gattung 
r/2 


a a 
ne eV 


zurück, so läßt es ia leicht mit Hilfe von Tafeln berechnen. 


Wir betrachten nun das vollständige elliptische Integral erster Gattung 
re/2 : 
Kik)= | —a——; 
VI Reno 


, für jeden Wert des Moduls k ergibt es sich aus @, wenn dorta = 1undb = Y1 — k2 = k’ gesetzt 
wird. Will man auf dieses Integral die Gaußsche Formel anwenden, so berechnet man zunächst 


i+-yj1l—R 1+%8% 
u- =, b,=YVR, 


2 
Ya? — b2 1—k 1 
k Fe Bra ERRBIEN) TEBRRER N) — 1 k $ 
: a, 1i+K a mA 
so daß 
r/2 


—————=(L+k) | ———— 
fe Tue 


1) Vollständig heißen die (in Nr. 293 und 305 behandelten) Funktionen F(k, 9) und E(k, p) für 
“p a Ey in diesem Fall läßt man bei ihrer Bezeichnung im allgemeinen das zweite Argument 


fort und schreibt K(k) bzw. E(k). Für die vollständigen Integrale gibt es spezielle Tafeln 
(vgl. E. JAHNkE, F. Empe und F. Lösch, Tafeln höherer Funktionen, 6. Auflage, Stuttgart 
1960. — Anm. d. Red.). 
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oder ge 
K(k) = (1+%,) K(k,) 


ist. Diese Formel, die der Gaußschen äquivalent ist, war schon vor Gavss bekannt und ist ein 
Spezialfall der sogenannten Landenschen Transformation.!) 
Durch aufeinanderfolgende Anwendung dieser Formel finden wir 


Kkh)=(i+k)t+k)- (14 k) Kkn), 
wobei die Folge der Zahlen k,, wie man durch vollständige Induktion beweisen kann, durch 
_1-V1-K, 
I+1 RR, 
definiert ist, so daß 
O<k,„<i und Ak, <Kk, 


ist; diese Ungleichungen gewährleisten, daß die Folge der k, für n — oo schnell gegen 0 strebt. 
Gleichzeitig gilt | 


kn 


nz 
2 


r/2 
2 Yi — K2 sin? @ 
1] 


q/2 
_ [i-N -Rsing u. r(1- Vi) 
Yı — k sin? 9 21 — R 


0 
Daraus folgt 


K(k,) *7 für 20 


und schließlich 


Ki) = — im I+k)A+k) (+ kn). (10) 


Hierauf gründet sich die Methode zur angenäherten Berechnung des Integrals K(k), das (für 
hinreichend großes n) durch 


Kik) » U Hk) H he) + En) 


ausgedrückt wird. 


316. Eine andere Herleitung der Formel für. die Substitution der Veränderlichen. Wir 
geben nun eine andere Herleitung der Formel (9) aus Nr. 313 unter geänderten Vor- 
aussetzungen an. 

Vor allem (und das ist das wichtigste) setzen wir die Funktion f(x) nicht als stetig, 
sondern nur als öntegrierbar, voraus. Dafür verlangen wir von der Funktion o(f) zu- 
sätzlich, daß sie sich bei Änderung von i = « bist = ß zwischen den Werten a = (6) 
und b = o(ß) monoton ändert. 

Wir wollen a <b und x < f annehmen, so daß also die Funktion o(f) monoton 
wächst. Das Intervall [«, 8] zerlegen wir mit Hilfe der Punkte 


W=za<h<bh< er <hb<in<er<n—ß 


1) Die Landensche Transformation ist für die numerische Berechnung elliptischer Integrale 
von großer Bedeutung, da sie eines der bequemsten und genauesten Verfahren für diesen 
Zweck liefert. — Anm. d. Red. 
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in Teilintervalle; setzen wir x; = o(&),ö = 0,1,2,...,n, so ist gleichzeitig 
nza<n <n, <<; <gu< er <m—b. 


Strebt die größte der Längen Ai; = t;,, — t; (wir bezeichnen sie mit A) gegen 0, so gilt 
dies auf Grund der (gleichmäßigen) Stetigkeit der Funktion x = p(t) auch für die 
größte der Längen 


Ax; = Zr — % = Pltin) — Pb) 


(vgl. Nr. 87). 
Wir wählen nun in jedem Intervall [t;, £;,,] eine beliebige Zahl r; und bilden die 
Integralsumme für das zweite Integral (9): 


o= 2 Kol) P’(7) At. 


Es sei & =o(t;), so daß x; S &; S x;,, Ist. Wenden wir auf die Funktion o(t) im 
Intervall [i;, i;;,] die Formel der endlichen Zuwächse an, so erhalten wir 


A; = Li — % = Pla) — pl) = pR,) At;,; 


wobei f; <T; < t;,, gilt, aber (das uns bekannte) 7; im allgemeinen von dem vor- 
gegebenen Wert r; verschieden ist. Damit können wir der Integralsumme für das 
erste der Integrale (9), 


‘= LK) Az;, 
jetzt die Form 


o= 2 flolz)) E’(F;) At; 
b 


geben. Diese Summe hat offenbar für A—0 das Integral [ f(x) de als Grenzwert 


G 
Um zu zeigen, daß auch o gegen dieses Integral strebt, braucht nur nachgewiesen 
zu werden, daß die Differenz o — 5 gegen 0 strebt. Dazu geben wir uns eine beliebige 
Zahl e> 0 vor; auf Grund der (gleichmäßigen) Stetigkeit der Funktion Y’(t) läßt 
sich ein ö > 0 finden derart, daß für A < ö die Ungleichung |p’(r;) — p’(F;)| < e gilt 
(vgl. die Folgerung aus Nr. 87). Dann ist 


le — os 2 Mot))] - IP’) — PR) Au < Li — 0) e; 


wenn L eine obere Schranke für |/(x)| bezeichnet und }’ At; durch $ — « ersetzt wird. 

; b 
Daraus ist ersichtlich, daß die Summe o für 1—0 gegen den Grenzwert f f(x) de 
strebt. Also existiert das Integral a 


Ste) Pe) du, 


und es gilt (9). Damit ist der Beweis beendet. 
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Bemerkun g. Wir betonen besonders, daß auf Grund des Bewiesenen die in den 
Beispielen 8 bis 10 aus Nr. 314 aufgestellten einfachen und oft nützlichen Formeln 
Jetzt auf eine beliebige iniegrierbare Funktion f(x) übertragen werden können. 


S 4. Einige Anwendungen der bestimmten Integrale 


317. Die Wallissche!) Formel. Aus der Beziehung (8) aus Nr. 312 läßt sich leicht die bekannte 
Wallissche Formel herleiten. 


% 
Wir setzen O <r< r voraus; für diese x gelten die Ungleichungen 


sin?"+1 2 < sin" x < sin?"-1z. 
® } “ [} . T ® 
Integrieren wir sie im Intervall von O bis 2% so erhalten wir 


r/2 r/2 r/2 
f sin*+1xedr < f sin" zdr < ji sin??-1 2 de 
0 0 Ö 
und hieraus auf Grund von (8) aus Nr. 312 
(2n)!! Zr—i)!!m (2n — 2)! 
(2r +1)!! (Zn)!!! 2 ° (mn—1)!! 


(Zn)! %® 1 n Zr)! Pi 
Bm mi 2° Em 2n 


oder 


Da die Differenz zwischen den beiden äußeren Ausdrücken gleich 


1 | (2n)!! |< 1 r 


Znl2n +1) | m —1)ii| un 2 


ist und infolgedessen für n — oo gegen 0 strebt, ist I der gemeinsame Grenzwert dieser beiden 
Ausdrücke. Also gilt 2 


Te j (2n)!i 1? 1 
— = lim | — 
2 no Il2r —1)!!]| 2r Hi 


oder 

Te ’ 2.2.4.4... 2n-2n 

— — lim . 

2 oo 1:3-:.3-.5.--(2n —1)(2n +1) 
Dies ist die Wallissche Formel. Sie besitzt vorwiegend historisches Interesse, und zwar ist sie 
die erste Darstellung der Zahl x als Grenzwert einer leicht berechenbaren rationalen Zahlen- 
folge. In theoretischen Untersuchungen wird sie auch heute noch benutzt (vgl. etwa Nr. 406). 
-Zur praktischen Berechnung der Zahl x bedient man sich aber jetzt solcher Methoden, die 
wesentlich schneller zum Ziel führen (vgl. Nr. 410). 


7 


318. Die Taylorsche?) Formel mit Restglied. In der verallgemeinerten Formel (7) aus Nr. 311 
für die partielle Integration setzen wir v = (b — x)". Dann ist 


v = —n(b — a), u” = nn — 1)(b — 2), Bang 
vw) == (— 1)” n(n — 1) ... 1; y(#+1) = Ö; 


1) Jon Waruıs, 1616—1703, englischer Mathematiker. 
2) Brook TayLor, 1685 — 1731, englischer Mathematiker. 
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für x = b ist DR IM = tee yin-1) — 0. Benutzen wir für u, u’, u”, BR die Bezeichnungen 
fx), P’(x), f(x), ;.., so kann (7) aus Nr. 311 in der Gestalt 


0 = (—1)" K ib) -n! fa) — n!f(a) (b — a) 
a at = - Tele) da) 


b 
L (—1)eH en (x) (b — z)" de 


f 
geschrieben werden. Hieraus ergibt sich die Taylorsche Formel mit einem Restglied, das die 
Gestalt eines bestimmten Integrals hat: 


16) = jia) +2 —_ 


f")(a) 


d- a) + IB - a +. 4b -a)* 


en ? find (a) (b — ande. 
n! 


Gehen wir zu den Bezeichnungen aus Nr. 124 bis 126 über, ersetzen wir also b durch x und a 
durch x,, so finden wir 


fa) = Hay) + = 


f - a fr = 


ga), ren Fade 


(x — 2%)” 


+ a (x — tt)" dt. 
n! 


Der neue Ausdruck für das Restglied enthält zum Unterschied von den in Nr. 124 und 126 
untersuchten Ausdrücken keine unbekannten Zahlen. 

Aus diesem Ausdruck lassen sich die uns schon bekannten Formen des Restgliedes herleiten. 
Berücksichtigen wir, daß der Faktor (x — t)" im Integranden nicht sein Vorzeichen ändert, so 
können wir den verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung (vgl. 10° aus Nr. 304) 
auf das Integral anwenden: 


fen (x —trd= — ferne) JS (x —trd= In. (x _ Hy); - 


dabei liegt c im Intervall [x,, x]. Auf.diese Weise sind wir von neuem zu den Restglied in 
Lagrangescher Form gelangt. 


319; Die Transzendenz der Zahl e. Die Formel (7) aus Nr. 311 kann auch als Ausgangspunkt 
für den Beweis eines bemerkenswerten Satzes von Hrrımırte!) über die Zahl e dienen. _ 

-Alle reellen (und, allgemeiner, auch komplexen) Zahlen lassen sich in zwei Klassen einteilen, 
in die der algebraischen und die der transzendenten Zahlen. 

Eine Zahl heißt algebraisch, wenn sie Wurzel einer algebraischen Gleichung mit rationalen 
Koeffizienten ist. (offenbar. können diese Koeffizienten ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
als ganz angenommen werden); anderenfalls heißt die Zahl transzendent. 

Eine algebraische Zahl ist z.B. eine beliebige rationale oder irrationale Zahl, die durch 


rationale Zahlen und Radikale ausgedrückt wird: Die Zahl - ist Wurzel der Gleichung 
172 +11 = 0, die Zahl Yı + \2 Wurzel der Gleichung 2 — 324 + 32? — 3 = 0), usw. 


3) CHARLES HERMITE, 1822 — 1901, französischer Mathematiker. 
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HERMITE bewies 1873, daß e eine transzendente Zahl ist.!) Wir wollen einen Beweis hier an- 


geben, und zwar führen wir ihn indirekt. Wir nehmen an, e sei Wurzel einer algebraischen . 
Gleichung, 


GrÜe+ne+ + +c„er=(, (1) 


und alle Koeffizienten c,, €, -.., C„, seien ganze Zahlen. In Formel (7) aus Nr. 311 sei u = f(x) 


ein beliebiges Polynom n-ten Grades; ferner sei v = (—1)"!e-?, Dann liefert diese Formel, 
wenn wir a = ( setzen, 


b 
[ re) e"de= —e2[f(z) + (x) + ++ + P(2)]l; 
0 


denn es ist /+1!(2) = 0. Zur Abkürzung schreiben wir 


ke) + fe) + + fa) = Fle).. 


Dann ist 
b 
ed. F(0) = Fb) + ed [ fx)” de. 
0 


Hier setzen wir nacheinander 5b = 0, 1,2, ..., m, multiplizieren die so erhaltenen Gleichungen 
Mit Cg, 615.09 ».. bZw. c„, addieren sie und erhalten mit Hilfe von (1) die Beziehung 


0= oF(0) + c,Fll) + + c„Flm) + Dei f f{x) e”* de, (2) 


i=0 0 


die, gemäß unserer Annahme, für jedes Polynom f(x) erfüllt sein muß. Wir weisen nach, daß 
doch ein f(x) existiert, für welches (2) nicht gilt; damit wird dann der Satz bewiesen sein. Zu 
diesem Zweck setzen wir | 
fa) = —— Pe — 1P (e — 2? «(2 — m)P 
(p—1)! 


mit einer Primzahl p, die größer als m und |c,| ist. Die p-ten und höheren Ableitungen dieses 
Polynoms haben ganze, durch ? teilbare Koeffizienten; dies folgt unmittelbar daraus, daß das 
Produkt von p aufeinanderfolgenden natürlichen Zahlen durch p! teilbar ist. Daher sind alle 
diese Ableitungen für jedes ganze x ganzzahlige Vielfache von p. Da das Polynom /(x) und seine 
ersten p — 1 Ableitungen für x = 1,2, ...:, m verschwinden, sind F(1), F(2), ..., F(m) ganz- 
zahlige Vielfache von p. Anders verhält es sich jedoch mit F(0). Für x = 0 verschwinden außer 
f(x) nur p — 2 Ableitungen, so daß 


F(0) = fr-2(0) un /'?)(0) Lin 


ist. Alle Summanden vom zweiten ab sind ganzzahlige Vielfache von 9; aber wegen f{?-1)(0) 
— [(—1)” m!]P ist F(0) nicht durch p teilbar. Da bei den bezüglich p gemachten Voraus- 
setzungen auch c, nicht durch p teilbar ist, kommen wir zu dem Schluß, daß die erste auf der 
rechten Seite von (2) stehende Summe eine nicht durch p teilbare Zahl ist und folglich nicht 
gleich 0 sein kann. Wir wenden uns nun der zweiten Summe in (2) zu. Im. Intervall [0, m] ist 
offenbar 
| 1 mmp+p—i 
FAIR mP-ImPmP - — — , 
Mal< So rer] 


1) Bald danach (1882) bewies FERDINAND LinDEMAnN (1852— 1939, deutscher Mathematiker) 
die Transzendenz der Zahl x; er konnte damit zum ersten Mal zeigen, daß das schon im 
Altertum bekannte Problem der Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal nicht lösbar ist. 
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Daher gilt 


1 
mmMP+D—-1 f mMmp+p-1 


(p—1)! 
1) 


und, wenn wir die Bunme Icol + lcıl + + lem| mit C bezeichnen, 


/ Hz) e*de) < 
0 


mmp+p-1 (mMm+1)p-1 
c,; e? x) et de| < (em ——— — ( emmm 
Eu Ira od PD 


Aus Nr. 35, ac 1, wissen wir, daß der letzte Faktor für p — oo verschwindet, so daß der 
Absolutbetrag der zweiten Summe in (2) für hinreichend großes p kleiner ist als die erste 
Summe. In diesem Fall kann die rechte Seite von (2) nicht gleich O sein. Wir sind also auf einen 
Widerspruch gestoßen, 


320. Die Legendreschen Polynome. Wir wollen uns nun die Aufgabe stellen, ein Polynom X (z) 
vom Grad n derart zu bestimmen, daß für jedes Polynom Q(x) von kleinerem als n-tem Grad 
die Beziehung 


N 


b 
S[ Xnte) Az) dr = 0 (3) 


mit beliebigen, aber festen Zahlen a und b erfüllt ist. ' 

Jedes Polynom X (x) vom Grad n kann als n-te Ableitung eines Polynoms R(x) vom Grad 
2n aufgefaßt werden, das aus X,(z) durch n aufeinanderfolgende Integrationen entsteht. Wird 
bei jeder Integration die willkürliche Konstante so gewählt, daß das Integral für x = a ver- 
schwindet, so sind für das Polynom R(xz) noch die Bedingungen 

kla)=0, FPla)=0,. RBR-UV(a) = 0 (4) 


erfüllt. Die Aufgabe besagt also, ir ein Polynom R(x) vom Grad 2n derart bestimmt werden 
soll, daß für jedes Polynom @(z) von kleinerem als n-tem Grad 


| Rz) Q(z) de = 0 (5) 


gilt und außerdem die Beziehungen (4) erfüllt sind. Auf Grund der Formel (7) aus Nr. 311 ist, 
wenn man inihr » durch n — 1 ersetzt, 


b 
f Ex) 9x) de = [Q@) BR-dIz) — 9a) RR-Dz) + + ga) Rla)] 


z b 
FAR) Re) de 


Wegen (4) und Q(®(x) = 0 nimmt (5) die Gestalt 
9b) Rd) — Q’(6) RD) + + LQ-Db) R(b) = 0 (6) 
an. Da das Polynom Q(z) vom Grad n — 1 völlig willkürlich ist, können wir die Werte Q(b) 


Q’(b), ..., Q*-2(b) dieses Polynoms und seiner aufeinanderfolgenden Ableitungen an der Stelle 
r=b als beliebige Zahlen auffassen; dann ist die Bedingung (6) gleichwertig mit_ 


Rb)=0, Elb)=0, .., Kudb)=0. (7) 
Aus (4) und (7) sehen wir, daß das Polynom R(x) die Zahlen a und b als n-fache Nullstellen 


besitzt und sich folglich nur um einen konstanten Faktor von dem Produkt (= — a)" (x — 5)" 
unterscheidet. Also ist schließlich 


Kula)'= 0, I, le — a)" (2 - Dj] 
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Nehmen wir insbesondere a = —1 und 5 = 1, so stoßen wir auf die schon bekannten Legendre- 
schen Polynome 
| dr(z2 — jr 
X „(z) = (, I s 
In Nr. 118, Beispiel 6, bezeichneten wir die Legendreschen Polynome mit P,„(x), wenn 
1 1 


nn ni 
für die Konstanten gewählt wurde; für diese Polynome gilt P,(1) = 1, P,(—1) = (—1)". Ge- 
wöhnlich setzt man noch P,(z) = 1. Alle Exponenten der Glieder von P,„(xz) sind entweder 
gerade oder ungerade, je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist. 
Der höchste Koeffizient ist offenbar gleich 
2n2n — 1). - (nn +1) (2 —1}!! 
(2n)!! a TE 


„ Nach Definition der Legendreschen Polynome ist stets 
1 
S Putz) Qta) dx = 0 (8) 
—1 


für jedes Polynom Q(z) von kleinerem Grad als n. Insbesondere gilt, wenn n und m zwei von- 
einander verschiedene nichtnegative ganze Zahlen sind, 


1 
[ Pa(z) Pu) dx = 0. (88) 
—1 
1 


Wir wollen nun das Integral f P2(x) dx berechnen; es unterscheidet sich von 


—1 
1 


dr(2? — 1)" dr(z2 — 1)” ä 
dan dan 
1 


nur um den Faktor c? = Wenden wir auf das letzte Integral wieder die Formel (7) 


en 
((2n)!t)? 
aus Nr. 311 an, nachdem wir dort rn durch n — 1 ersetzt und 
_ de? — 1) 
Er zu 
gesetzt haben, so gelangen wir zu 
1 


1 
(—1)? ze — 1)? de = 2(2n)! [ (1 — =?) de 
0 


v—= (2? — 1)? 


= 


dx?n 
—1 

(alle integralfreien Glieder verschwinden, da die Funktion v und ihre Ableitungen einschließlich 

(n — 1)-ter Ordnung für x = +1 gleich 0 sind). Setzen wir x = sin t (vgl. Nr. 314, Beispiel 2), 

so finden wir | | 

(2n)t! 2 


2(Zn)! ————— = ——— ((2n)!!)?, 
nen ae 
so daß sich schließlich 
1 
2 
P!Mx\de = ' 9 


—1 
ergibt. 
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t 


Abschließend wollen wir mit Hilfe der Eigenschaften der Legendreschen Polynome eine 
Bekursionsformel herleiten, die drei aufeinanderfolgende Legendresche Polynome verknüpft. 
Vorbereitend bemerken wir, daß die Potenz x” als lineare homogene Funktion der P,, P, .. 

P,„ mit konstanten Koeffizienten dargestellt werden kann; dies gilt dann für jedes Polynom 
n-ten Grades. Daher ist 


zP, = Par +a,P nt @Pn-ı + a Pa- + (10) 
mit konstanten Koeffizienten a, @y Ay ».. Wir können leicht zeigen, dd =a,=.- —=( 


ist. Um beispielsweise a, zu bestimmen, multiplizieren wir beide Seiten der obigen Gleichung 
mit P,„_, und integrieren von —1 bis 1: 


1 
f P,-xP,,de= 4 J PauP, de + a, J PPn-., d« 
—] 


+ 4, [ Pa-ıPn-. d2 + Qs [ Pi ,de-+ -- 
-1 —1 
Wegen (8) und (8a) sind alle Integrale außer einem gleich 0, also auch 


) 
a, | P},de=0, 
-1 
woraus a, = 0 folgt. Der Koeffizient a, verschwindet ebenfalls, denn die linke Seite der Glei- 
chung (10) enthält kein Glied mit x". Zur Bestimmung von a, vergleichen wir die Koeffizienten 
von x"+1 auf beiden Seiten und erhalten 


u ! 
@n—i!! al. oder a, = 


n! (n +1)! 2n+1 


Schließlich vergleichen wir, um ao, zu erhalten, beide Seiten für x = 1: 


1=a+0a, ao m, =1—ı% en 
Setzen wir die gefundenen Werte für die Koeffizienten ein, so folgt 
(n +1) Pa — Zn +1)zP„+nP,-ı > I0- (11) 
Dies ist die gesuchte Rekursionsformel, die uns erlaubt, die einzelnen Legendreschen Polynome, 
ausgehend von P, =1 und P, = z, zu berechnen: 
322 — 1 Ba? — 3x _. 35x — 3022 + 3 


— ‚ B=—— P= i 
. 2 u 2 : 8 


321. Ungleichungen zwischen Integralen. In Nr. 133 und Nr. 144 wurde eine Reihe von Un- 
gleichungen für Summen hergeleitet; jetzt zeigen wir, daß analoge Ungleichungen auch für 
Integrale aufgestellt werden können. Alle im folgenden auftretenden Funktionen p(x), 9(x) 
und y(x) seien integrierbar.!) 


-1. Die Ungleichung (4) aus Nr. 133 schreiben wir in der Gestalt 


p Pi In a, s zn 2 2,0; 
LP Ep 


Im Intervall [a, 5] untersuchen wir die positiven Funktionen p(x) und o(x). Wir zerlegen [«, 5] 
mit Hilfe der Punkte 


D=AaA<saHh< << %yı S .<,„,=b 


ex (12) 


\ 


1) Aus dieser Voraussetzung folgt schon die Integrierbarkeit aller anderen im folgenden auf- 
 tretenden Funktionen; dies ergibt sich aus Nr. 299, Satz II, und Nr. 300, Beispiel 4. 
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in Teilintervalle mit den Längen Az; = z;,, — x;, setzen dann in (12) 9; = p(z;) - Ax,, a; = o(z;) 
und erhalten 
Erle) In plz) 4m; _ Z Pla) la) Am 
2%) Az; 2.2 rla;) Ar; 
Hier haben alle Summen die Gestalt von Integralsummen und streben für Ar; — 0 gegen die 


entsprechenden Integrale. Deshalb erhalten wir beim Grenzübergang als Analogon zu (12) die 
Ungleichung 


exp 


b E b 
J pie) In pla) de [| ple) plz) de 
2 u ee 
[ pi) dx [ pie) dx 


Insbesondere erhalten wir für pl) =1 


b | b 
exp = [ In o(x) es; De mn o(z) de: 


Den rechten Ausdruck nennen wir das „arithmetische Mittel“ der Werte von o(z) im Intervall 
[a, b], den linken das „geometrische Mittel“. 


2.. Wir wollen nun die Analoga zu der Hölderschen!) und der Minkowskischen?) Ungleichung 
(Nr. 133, Formel (5) bzw. (7)) für Integrale herleiten: 


za (ya (13) 
und 
[I (a; + RS (I af + ( bäylr (14) 
1 1 
k, { 1; — — . 
( P>b + ) 
Im Intervall [a, 5] seien zwei positive Funktionen o(x) und y(x) gegeben; zerlegen wir das 
Intervall wie oben in Punkt 1 und setzen wir in (13) 
a; = pla;) (Aw), db; = yla;) (Ar), 
in (14) 
= pa) (Ar), b;= plz) (Am)F, 
so erhalten wir 
& pla;) Pla) A; S 1 Ip) - Au IE pr - AR 
bzw. F 
[I [pla;) + ya) Are S (WE Ip) - Au + Ep AH. 
Für Az, — 0 ergibt sich schließlich 


b b k gb 1[k’ 
Srvasijea ferat ea]: 
[7 a 17 


N 


b 1/k b 1/k b. 1/k 
. [e+y# | < | f* | + | [y | (14*) 


1) Orro HÖLDER, 1859 — 1937, deutscher Mathematiker. , _ 
2) HERMANN MINKOWSKI, 1864-1909, deutscher Mathematiker. 


br 


bzw. 
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Wir erwähnen noch die Spezialfälle dieser Ungleichungen für k = k’ = 2: 


b nn b 
| fevas) ra: Yjvo (13) 
BE b 6 
TermesyFeus Pre i 


(13°) ist die Schwarzsche Ungleichung!). Die zweite läßt sich leicht auf die erste zurückführen, 
indem man sie quadlriert. 


3. Abschließend kommen wir zur Jensenschen?) Ungleichung (Nr. 144, Formel (12*)) 


2 Pı%\ - & Pille) 
(2) = EP; en 


Hier sei die Funktion f(x) in einem Intervall 7, in dem der Punkt z; liegt, konvex; die Zahlen 
p; seien positiv. In einem Intervall [a, 5] seien eine Funktion p(x) mit dem Wertebereich 2 und 
eine positive Funktion p(x) gegeben. Jetzt bezeichnen wir mit x; die Teilpunkte des Intervalls 
[a, b]; die x; in (15) ersetzen wir durch o(z;), die p; durch p(z;) - Ax;. Gehen wir wie oben von 
den Integralsummen zu den Integralen über, so erhalten wir die Jensensche Ungleichung für 
Integrale: | 


b b 
f pi) plz) de\  [ pie) Kyle) de 
7a 2 SSOUHEIHEFGENEN, 2. PONEAERENEERKEERAE 


b b 
[ pi) dx [ pi) de 


& 5. Näherungsweise Berechnung von Integralen 


322, Problemstellung. Rechtecklormel und Trapezformel. Wir wollen das bestimmte Integral 
b 
f J(z) dx berechnen, wobei f(x) eine im Intervall [a, 5] stetige Funktion sei. In $3 wurden solche 


6 

Integrale berechnet, und zwar entweder mit Hilfe einer Stammfunktion, wenn diese sich in 
geschlossener Form angeben ließ, oder (falls keine Stammfunktion gefunden werden konnte) 
mit Hilfe verschiedener, größtenteils gekünstelt anmutender Verfahren. Jedoch sind diese 
Verfahren nur auf ziemlich wenig Integrale anwendbar; für die meisten Integrale muß man zu 
verschiedenen Näherungsmethoden Zuflucht nehmen. 

In diesem Paragraphen werden wir die einfachsten dieser Methoden kennenlernen, bei denen 
die Näherungsausdrücke aus den Werten des Integranden an mehreren (im allgemeinen äqui- 
distanten) Stellen der unabhängigen Veränderlichen zusammengesetzt sind. Die ersten hierzu 
gehörenden Formeln lassen a einfach aus geometrischen Überlegungen gewinnen. Fassen 


wir das bestimmte Integral f f(x) dx als Inhalt der Fläche auf, die durch die Kurve y = f(«) 


begrenzt ist (Nr. 294), so haben wir also diesen Flächeninhalt zu bestimmen. Vor allem können 
wir, wenn wir wieder den Gedankengang benutzen, der zum Begriff des bestimmten Integrals 


!) Im Original Bunjakowskische Ungleichung genannt (HERMANN AMANDUS SCHwARrz, 1843 bis 
1921, deutscher Mathematiker; VIKTOR JAKOWLEWITSCH BUNJAKOWSKI, 1804— 1889, russi- 
scher Mathematiker). — Anm. d. Red. 

2) J. L. JENsEn, 1859—1925, dänischer Ingenieur und Mathematiker. 
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b—-a 


führte, die ganze Figur (Abb. 6) in Streifen zerlegen, etwa von der gleichen Breite Az; = ‚ı 
und dann jeden Streifen näherungsweise durch ein Rechteck ersetzen, dessen Höhe gleich 
einer der im Teilintervall vorkommenden Ordinaten ist. Dies führt auf die Formel 


b 
[ne a» 


mit ; S&; <a, (Ü=0,1,..,n —1). Hier ist der gesuchte Flächeninhalt der krumm- 
linigen Figur durch den Flächeninhalt einer gewissen, aus Rechtecken bestehenden Treppen- 
figur ersetzt (oder, anders ausgedrückt, das bestimmte Integral wird durch die Integralsumme 
ersetzt). Dies ist die sogenannte Rechteckformel. 


ME) HE) ++ MEn-ı)] 


r | Abb. 6 
q &o x,5, X: 8X BD * 
. . . Be ı; u 4 D . . . 
In der Praxis setzt man im allgemeinen &; = — —— = 2,173; bezeichnen wir die diesem 


2 
Wert entsprechende mittlere Ordinate f(&;) = f{&;+1j2) mit Y;417„, so erhält die Rechteckformel 
die Form 


b 
[ro = 


in der wir sie auch benutzen werden. 


- (Yıla + Ya + + Yn-ıla) > (1) 


Die geometrische Anschauung führt auf natürliche. Weise auch zu einer anderen oft an- 
wendbaren Näherungsformel. Ersetzen wir die gegebene Kurve durch einen ihr einbeschriebenen 
Polygonzug, dessen Ecken in den Punkten (z;, y;) liegen mögen, wobei y; = f{z,),t = 0,1,..., 
n — 1, sei, so wird die gegebene krummlinige Figur durch eine aus mehreren Trapezen be- 
stehende Figur angenähert (Abb. 7). Nehmen wir an, daß das Intervall [«, 5] in gleiche Teile 
zerlegt ist, so sind die Flächeninhalte dieser Trapeze gleich 


n 2 n p4 n y7 


1) Wir behalten die Bezeichnungen aus Nr. 294 bei. 
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Durch Addition dieser Werte gelangen wir zu einer neuen Näherungsformel, der sogenannten 
Trapezformel u 


b 
b-a Ä ' 
[re dee (a Ein; YıtYyt +). (2) 
G 

Man kann zeigen, daß die Differenz zwischen den von der Rechteck- und der Trapezformel 
gelieferten Werten für n — oo verschwindet. Daher geben diese beiden Formeln für hinreichend 
großes n den gesuchten Wert des Integrals mit beliebiger Genauigkeit an. 

Als Beispiel wählen wir das uns schon bekannte Integral 


1 


_Uu__NT_ 078539... 
1+2 4 


und wenden darauf beide Näherungsformeln an. Wir setzen n = 10 und geben die Werte bis 
zur vierten Dezimale an. 
Nach der Rechteckformel (1) gilt 


%ıja = 0,05  Yıla = 0,9975 
X = 0,15 Ya = 0,9780 
%jfa = 0,25 Yıy2 = 0,9412 
%ja = 0,35  Yıra = 0,3909 
X = 0,45  Yaya = 0,8316 
Zuja = 0,55  Yırja = 0,7678 
Xi), = 0,65  Yızja = 0,7030 
ja = 0,75  Yısja = 0,6400 
7a = 085  Yızla = 0,5806 
Zope = 0,95  Yıoja = 0,5256 


Summe 7,8562, also 


Nach der Trapezformel (2) gilt 


% = 0,0 Y = 1,0000 %ı =0,1 Y, = 0,9901 
zu=10 %0=0500  %=02 %, = 0,9615 
don 0er . Seit Y, = 0,9174 

Summe 1,5000 n=04 = 0,8621 

x; = 0,5 Y, = 0,8000 

x = 0,6 Y = 0,7353 

x, = 0,7 Y, = 0,6711 

% = 0,8 Y, = 0,6098 

x = 0,9 Y, = 0,5525 


Summe 7,0998 
und somit 


sat 1,5000, 


10 2 


\ 


+ 7,099 ) = 0,78498. 


Beide Näherungswerte sind etwa von gleicher Genauigkeit; sie unterscheiden sich von dem 
genauen Wert um weniger als -+0,0005. 

Der Leser wird bemerkt haben, daß wir hier den Fehler nur deshalb abschätzen konnten, 
weil wir den genauen Wert des Integrals vorher kannten. Damit die Formeln tatsächlich zu 
näherungsweisen Berechnungen geeignet sind, müssen wir für den Fehler einen bequemen Aus- 
druck finden, der uns nicht nur erlaubt, den Fehler für ein gegebenes n abzuschätzen, sondern 
auch dasjenige n zu bestimmen, das dem geforderten Genauigkeitsgrad entspricht. Auf diese 
Frage werden wir in Nr. 325 zurückkommen. 
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323. Parabolische Interpolation. Zur näherungsweisen Berechnung des Integrals $ fx) de 
kann man auch versuchen, die Funktion /(x) durch das Polynom 


y = Pla) = agek + aa +. tag ® + a (3) 


anzunähern, und wird dann 


x 


b b 
f fx) dx f P,(x) dx 


setzen. Mit anderen Worten, hier wird zur Berechnung des Flächeninhalts die gegebene „Kur- 
ve“ y = f(x) durch eine ‚Parabel k-ter Ordnung‘ (3) ersetzt; daher heißt dieser Prozeß para- 
bolische Interpolation. 

Das Interpolationspolynom P;(x) wird am häufigsten wie folgt gewählt. Im Intervall [«a, 5] 
nehmen wir k +1 Werte 0: Eis +, &, der unabhängigen Veränderlichen x und wählen das 
Polynom P;(x) derart, daß seine Werte für diese x mit denen der Funktion f(x) übereinstimmen. 
Durch diese Bedingung ist das Polynom P;(x), wie wir aus Nr. 128 wissen, eindeutig bestimmt, 
und wird durch die Lagrangesche Interpolationsformel gegeben: 


a (2 — 5) (2 — &) (x — &,) EL: — 5) — &) ke — 5) 
Plz) = TR ET RT Te FE EEE ZT TREE 
(&o — $1) (do — &2)  (& "ae — ler 


(x — 80) (& — $1)  (@ << &6-1) 

x ME) + + a Fr IT TE a). 
(EEE) (En) 

Bei der Integration ergibt sich ein in den Werten f(&,), --- Kö) linearer Ausdruck, 
dessen Koeffizienten nicht von diesen Werten abhängen. Berechnen wir diese Koeffizienten 
ein für allemal, so können wir sie für jede Funktion f(x) im gegebenen Intervall [a, b] ver- 
wenden. 

Im einfachsten Fall k = 0 wird f(x) einfach durch die Konstante f{&,) ersetzt, wobei £&, ein 


beliebiger Punkt aus [a, b], etwa der Mittelpunkt &, = - = - 


ist. Dann ist näherungsweise 
[raw e-ae) (@) 


Geometrisch gesehen, wurde hier der Flächeninhalt der krummlinigen Figur durch den eines 
Rechtecks ersetzt, dessen Höhe gleich der mittleren Ordinate ist. 

Für k = 1 wird /(z) durch die lineare Funktion P,(z) ersetzt, deren Werte in den Punkten 
x—=£, und z=£, mit denen von f(x) übereinstimmen. Nehmen wir ,=a und&, =b, 
so ist 


(5) 


Pe) = I fa) 


und, wie wir leicht ausrechnen können, 


b 
[rue 1a EL 


[ 


10 Fichtenholz II 
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Damit erhalten wir näherungsweise 


Ka) + fo) _ 6) 


f fx) de » (b — a) —— (6) 


Hier wurde der Flächeninhalt der krummlinigen Figur durch den eines Trapezes ersetzt: 
Statt der Kurve wurde die ihre Endpunkte verbindende Sehne genommen. 2 
Ein weniger einfaches Resultat ergibt sich für k = 2. Setzen wir , =a, &, = 


&, = b, so hat das Interpolationspolynom P,(r) die Gestalt 2° 
a-+ -) 
x — ——|(r —b) 
| EN _ k-)®@-b „farb 
zn ER Ds) (a — b) Ar a+b _ \fetd _, ( 2 
2 2 2 
(© — a) | _ ) 
a: f(b). (7) 
8-0 = =) 
Mit Hilfe einer leichten Umformung finden wir 
/ b 
?-5-)e- , 
Peg ROTE 
2 
_ 2 u N ei) b b—a 
| 3 2 2 |,- 6 
und analog 
b 
(e—a)(x —b) EUER Aue). 
ee 6 
Ä 2 2 
b i 
e- 0 (r- Er 
a+\ 6 
. 
So gelangen wir zu der Näherungsformel 
j b 
[ro a» Zero + (52) + 10). (8) 


Hier ist der Inhalt der Fläche unterhalb der gegebenen Kurve durch den derjenigen Fläche er- 
setzt, welche durch eine Parabel (mit vertikaler Achse) begrenzt wird, die durch die beiden 
Endpunkte und den Mittelpunkt der Kurve verläuft. 
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Wird der Grad % des Interpolationspolynoms vergrößert, d.h. wird die Parabel (3) durch 
noch mehr Punkte der gegebenen Kurve gelegt, so läßt sich eine größere Genauigkeit erreichen. 
Praktischer ist aber ein anderer Weg, der die parabolische Interpolation und die Zerlegung des 
betrachteten Intervalls verbindet. 

b 


324. Die Zerlegung des Integrationsintervalls. Bei der Berechnung des:Integrals | f(x) da 
171 
kann man folgendermaßen vorgehen. Wir zerlegen etwa das Intervall [a, 5] in n gleiche Teile, 


[%o» 2)» [2 Xu)» ...; [2-1 %n] (29 =d,1, = b), 


und geben dem gesuchten Integral die Form 


| He) de + [ He) de + + | e) de. 9) 


07) Tn-i 


Jetzt wenden wir auf jedes dieser Intervalle die parabolische Interpolation an, d.h., wir be- 
rechnen die Integrale in (9) nach einer der Näherungsformeln (4), (6), (8) usw. - 

Gehen wir von (4) oder (6) aus, so erhalten wir auf diese Weise wieder die uns schon bekannte 
Rechteckformel (1) bzw. die Trapezformel (2). 

Wir wenden nun auf die Integrale in (9) die Formel (8) an; dabei setzen wir wie oben zur 
Abkürzung | 


f)=%; 


und finden 


x; + Fr 


2 = Yırılas M2j41/2) — Yırıla 


BD 
f f(x) de rs Zr (Yy + 4yılz + Yı)- 


b-a 
[ro «x En (yı + 43/2 7 Y%»)> 


In 
BD 
[re de 23 — (Yn-ı + 8Yn-ıla 4 Yu) 


In-1 


oder nach Addition dieser Formeln 


b 
[re a en + un + u tn + tn 


+ 4yıpz + Ya + "+ Ya-ı/2))- (10) 


Dies ist die Simpsonsche!) Regel. Sie wird öfter als die Rechteck- oder die Trapezformel be- 
nutzt, denn sie liefert bei genau demselben Schwierigkeitsgrad im allgemeinen ein viel genaueres 


Resultat. 
Zum Vergleich berechnen wir nochmals das Integral 


1 
de. 
1+ 22 
0 
1) Tuomas Sımpson, 1710-1761, englischer Mathematiker. 


10* 
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(vgl. Nr. 322) nach der Simpsonschen Regel. Wir setzen n = 2, so daß die Anzahl der benutzten 
Ordinaten jetzt sogar kleiner als früher ist. Wir berechnen auf fünf Dezimalstellen und erhalten: 


ER, y. = 1,00000 
Be — 2y, = 1,60000 
| ys = 0,500000 


— (1 + 3,76471 + 1,6 + 2,56 + 0,5) = 0,78539 ... 


Alle fünf Dezimalstellen sind also genau! 
Auch bezüglich (10) muß man die Schlußbemerkungen von Nr. 322 beherzigen. Wir wollen 
jetzt zur Abschätzung des Fehlers der Näherungsformeln übergehen, 


325. Der Fehler bei der Rechteckformel. Wir gehen von Nr. 323, Formel (4), aus und nehmen 
an, im Intervall [e, 5] habe die Funktion f(x) stetige erste und zweite Ableitungen. Entwickeln 


wir f(x) mit Hilfe der Taylorschen Formel (13) aus Nr. 126 nach Potenzen von x — 2 
bis zum quadratischen Glied, so gilt dann für alle x aus [«, b] 2 
ab a+b\ ,‚[a+b a+b\?:,, 
9-1) +) 
2. a+b.. ; 
wobei & zwischen x und 5 liegt und von x abhängt. Integrieren wir von a bis b, so ver- 


schwindet das zweite Glied auf der rechten Seite wegen 


b 
[fe - Fe) = 0, (11) 
[oe-o-arl)4 1 (rol- I) % 


b 
so daß der Fehler von (4) gegenüber J f(x) dx die Gestalt 


4 frop-22)e 
hat. 


Bezeichnen wir mit m bzw. M den kleinsten bzw. den größten Wert der stetigen Funktion 
f(x) im Intervall [a, b] (vgl. Nr. 85) und berücksichtigen wir, daß der zweite Faktor im Inte- 
granden nicht das Vorzeichen wechselt, so können wir auf Grund des verallgemeinerten Mittel- 
wertsatzes (10° aus Nr. 304) 


b 
1 a+de,  (b-a) 
BE: A IN dee a 
E Zah: 2 ) Ta 


a 


Also ist 
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schreiben, wobei u zwischen m und M liegt. Nach einer bekannten Eigenschaft der stetigen 
Funktionen (Nr. 82) läßt sich in [a, b] ein Punkt £* bestimmen, für den u = f’’(&*) gilt; also ist 
b — a) 


een). (12) 


Bemerkung. Es wäre natürlich, die Entwicklung der Funktion f(x) nach Potenzen von 


< m 2 a - 2 abzubrechen, d.h. die Formel 


schon bei der ersten Potenz von 2 — 


1 = 1) + (e - 7)r& 


zu benutzen. Dies führt nach Integration auf die Gleichung 


1) b 
fo &=e-a1()+ [r& 2-52). 


so daß das Restglied die Gestalt 


b 
= [re E a de 


hat, also nur die erste Ableitung /’(x) enthält. Aber hier wechselt der zweite Faktor des Inte- 
granden im Intervall [a, 5] das Vorzeichen, so daß der verallgemeinerte Mittelwertsatz zur 
Berechnung von o nicht anwendbar ist. Das Hinzunehmen des nächsten Gliedes der Taylor- 
schen Entwicklung führte wegen (11) zum Erfolg. 


Zerlegen wir das Intervall [a, 5] in n gleiche Teile, so gilt für jedes Teilintervall [z;, x;,,] exakt 
die Beziehung 


[ro a =" 


Addieren wir diese Gleichungen (für i = 0,1,...,n — 1) gliedweise, so erhalten wir (mit den 
RERueE Abkürzungen) 


(b — a)? 
24n? 


M2;+u/2)) ee —— f’(E) (2; = £r s %+1)- 


A 
[he de= — (Yıla +Ypht ++ Yn-(1/2)) + 2,» 
a 


wobei der Ausdruck 
. b-a? Pe) te 


"24m? n 
den Fehler der Rechteckformel (1) angibt. Da der Quotient 
Pe) + 


n 
! 
ebenfalls zwischen m und M liegt, stellt er einen der Werte von f”’(«) dar. Also ist schließlich 
_b-a},, 
Der ges Dane PO) (a<Eesb). (13) 


Für wachsendes n nimmt dieses Restglied ungefähr wie a ab.!) 
n 


1) Wir sagen „‚ungefähr“‘, denn auch & kann sich noch mit n ändern. Daran müssen wir auch im 
folgenden denken. 
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Wir kehren nun wieder zur Berechnung des Integrals 


1 


f dx 
1+2% 


0 
zurück (vgl. Nr. 322). Die zweite Ableitung des Integranden f(x) = 7 n ; ist 
a _ c 
fe) = 2 77 m ; sie wechselt im Intervall [0, 1] das Vorzeichen, ihr Absolutbetrag ist 
x 


kleiner als 2. Also ist auf Grund von (13) 

Rio] < 0,85 - 10. 
Wir berechneten in Nr. 322 die Ordinaten bis zur vierten Dezimalstelle mit der Genauigkeit 
+0,00005; wie wir sehen, liegt der durch die Rundung der Ordinaten entstandene Fehler 


in den oben angegebenen Schranken. Der wahre Fehler ist tatsächlich kleiner als diese 
Schranke. 


826. Der Fehlerbeider Trapezformel. Wir beschäftigen uns nun mit der Formel (6) aus Nr. 323 
unter den. vorigen Voraussetzungen für die Funktion f(x). Benutzen wir die Lagrangesche 
Interpolationsformel mit Restglied (Nr. 129, Formel (7)), so können wir 


()=PAa+-Me-)@-b) (sa<b) 

schreiben (vgl. (5) aus Nr. 322). Integrieren wir diese Formel von a bis b, so finden wir 
b b 

feoa=-0- II +4; |rwe-de- Hi; 

a 177 
der Fehler der Formel (6) lautet also 

b 
=; [Tee dar. 
[7 


Da (x — a) (x — b) im Intervall [a, 5] nicht das Vorzeichen wechselt, finden wir mit Hilfe der 
gleichen Überlegungen wie oben 


b 
1 „ b — a)? „ 
= Zr) [e-de-Hiu-- Zr (sr =. 
a 
Schließlich ergibt sich, wenn das Intervall in r» gleiche Teile zerlegt wird, 
(b — a)’ 

R„= -————-f’ sn<sb). 14 
n 19n2 m) asnzsb) (14) 


Dies ist das Resiglied der Trapezformel (2). Für wachsendes n nimmt es ebenfalls ungefähr wie 
— ab.!) Die Anwendung der Trapezformel verursacht also einen Fehler von der gleichen 


Größenordnung wie die Anwendung der Rechteckformel. 


1) Vgl. die Fußnote auf S. 149. — Anm. d. Red. 
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| 
327. Der Fehler bei der Simpsonschen Regel. Wir wenden unszum Schluß der Formel (8) aus 
Nr. 323 zu und könnten änalog zu Nr. 326 die Lagrangesche Interpolationsformel mit Restglied 
(Nr. 129, Formel (7)) benutzen und 


fix) = Py(e) + LO) Ar -)(e 252) 2b) (G<ä<h (15) 


"setzen (vgl. (7) aus Nr. 323). Hier würden wir aber wieder auf die Ergebnisse aus Nr. 325 stoßen 
(vgl. dort die Bemerkung). Integrieren wir nämlich (15), so könnten wir die Integraldar- 
stellung des Restgliedes nicht mit Hilfe des Mittelwertsatzes beseitigen, da der Ausdruck 


e- 0) (e -*5 


anders vor. 
Der Ausdruck 


Pe) + Re- 0 (2-5) e@-%) 


) (z.— b) im Intervall [a, 5] das Vorzeichen wechselt. Deshalb gehen wir 


nimmt für jede Zahl K in den Punkten z = a, < 2 b die gleichen Werte wie f(z) an. Die 


Zahl K werde nun, was keine Schwierigkeiten macht, durch die Bedingung bestimmt, daß die 


Ableitung des obigen Ausdrucks für © 2 mit der Ableitung f’ _ — . übereinstimmen soll. 


Damit ist bei diesem Wert von K der obige Ausdruck nichts anderes als das Hermitesche Inter- 
polationspolynom (Nr. 130), das den einfachen Interpolationspunkten a, b und dem zweifachen 
Interpolationspunkt = = i entspricht. Benutzen wir die Hermitesche Formel mit Restglied 


(Nr. 130, Formel (11)), so erhalten wir unter der Voraussetzung, daß die Funktion f(x) Ab- 
leitungen bis einschließlich vierter Ordnung besitzt, 


fe) = Pıla) + Kia — a) (2-24) (@ 9 
+ e-ale-"4)e-5 w<i<n. 


Die Integration dieser Gleichung von a bis b liefert 


b 
[ fix) de = te) af “= = ) re 10] 


,- b 
+ jo (2 — a) (? _- - -) (2 —.b) de, 


denn es gilt 


b 
fe-. (.-°42)@-94 
5 b 
fee sparen 


Ist f(x) stetig, so ist wie in den vorhergehenden Fällen 


b 
[Miele 757) @- 9a 


i 
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das Fehlerglied für die Formel (8) aus Nr. 323. Da das Produkt der letzten drei Faktoren des 
Integranden nicht sein Vorzeichen wechselt, können wir dem Restglied die Gestalt 


b 
=, wen [@- a) E 2) @- dr 


b 
B BR a) A er EEE ui) 
= fa (&*) I (* 5 ((? n 7 a rer —— {ü)(E*) 


geben.!) Zerlegen wir das Intervall [a, b] in n gleiche Teile, so ergibt sich 
(b — 
R,= wa) (4) <Fe<b 
Ben: Dar Od) (zizsb) (16) 
für den Fehler bei der Simpsonschen Regel (10) ausNr.324. | 
Für wachsendes n nimmt dieser Ausdruck ungefähr wie — ab ;”) die Simpsonsche Regel ist 
N 
also tatsächlich vorteilhafter als die beiden vorher betrachteten Näherungsformeln. 
Wir wollen noch einmal das Integral 
1 
dx 
1-+ x 
0 
bestimmen. Zur Berechnung der vierten Ableitung für (16) überlegen wir, daß die Funktion 


K«) = 


aus Nr. 116, Beispiel 8, verwenden können. Mit ihr erhalten wir 


- ; selbst schon die Ableitung von y = arctan x ist, so daß wir die fertige Formel 
x 


f(x) = y'%) = 24 cos? ysin 5 (v + 5) = 24 cos? y cos 5y; 
der Absolutbetrag dieses Ausdrucks ist höchstens gleich 24, so daß auf Grund von (16) 
1 
R —— < 0,0006 
<< 


gilt. Der wahre Fehler ist, wie wir sahen, bedeutend kleiner als diese Schranke. 


Bemerkung. Bei diesem Beispiel fällt auf, daß die Fehlerschranken ziemlich grob sind. 
Leider ist dies, und darin besteht praktisch der Mangel der betrachteten Formeln, recht oft 
anzutreffen. 

Trotzdem läßt sich gerade mit Hilfe dieser Formeln, die es überdies erlauben, den Fehler 


im voraus abzuschätzen, die näherungsweise Berechnung bestimmter Integrale gut durch- 
führen. 


328. Beispiele. ö 
1. Wir berechnen das Integral 4 ge In 2 mit einer Genauigkeit von 40,001 unter Be- 
nutzung der Rechteckformel. u. 


Wegen f(2) = = gilt O< pr) = <2(für1isze<s2); also ist auf Grund von (13) 
aus Nr. 325 a 
1 
O<R — 
en 12n? 


1) Ist /{x) ein Polynom von höchstens drittem Grad, so ist offenbar o = 0. Das bedeutet, daß 
für ein solches Polynom die Formel (8) exakt ist (davon kann man sich leicht überzeugen). 
2) Vgl. die Fußnote auf S. 149. — Anm. d. Red. 
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Setzen wir n = 10, so lautet die Abschätzung für das Fehlerglied 


1 
R nungen f\ 3 
10 < 1200 < 0,84 - 10 


Es tritt noch ein Fehler bei der Rundung der Funktionswerte auf; wir nehmen an, daß die 
Schranken für den neuen Fehler sich um weniger als 0,16 - 10? unterscheiden. Dazu genügt es, 


die Werte der Funktion 2 mit vier Dezimalstellen und einer Genauigkeit von +0,00005 an- 
zugeben. Dann ist = 


tja = 1,05 Yılz = 9,9524 

237, = 1,15 Yala = 0,8696 
I; 2 = 1,25 Ysa = 0,8000 

%,ja = 1,35 Yj2 = 0,7407 

%oja = 1,45 Yyj2 = 0,6897 

Zyja = 1,55 Yıyla = 0,6452 

%ısj2 — 1,65 Yızla = 0,6061 

%ısjg = 1,75 Yısa = 0,5714 

%y7ja = 1,85 Yızja = 0,5405 

Zygja = 1,95 Yıoja = 0,5128 

Summe 6,9284 \ 
nz 0,69284. 
10 


Nehmen wir an, die Korrektur an jeder Ordinate (und folglich auch an ihrem arithmetischen 
Mittel) liege zwischen +40,00005, und beachten wir die Abschätzung des Restgliedes R,,, SO 
finden wir, daß In 2 zwischen 
0,69279 = 0,69284 — 0,00005 
und ö 

0,69373 = 0,69284 -+- 0,00005 + 0,00084, 


also erst recht zwischen 0,692 und 0,694 liegt. Auf diese Weise erhalten wir 
In 2 = 0,693 + 0,001. 
2. Wir wollen nun dasselbe Integral nach der Trapezformel berechnen, In diesem Faıl ist 
nach Formel (14) | 


1. 
R„<0, In < az 


Wir nehmen auch hier 2 = 10, obwohl dann nur 


1 
R — 1,7 - 10° 
IZro| < 600 < 


garantiert ist. Die (mit der gleichen Genauigkeit wie in Beispiel 1 berechneten) Ordinaten sind 


% = 1,0 Y-10 ı=Ll/l Yı = 0,9091 
xy = 2,0 Yv=05 %=1,2 Y, = 0,8333 
u.a es Y, = 0,7692 
u=14 Yy, = 0,7143 
x, = 1,5 Ys; = 0,6667 
= 1,6 Yr 0,6250 
% = 1,1 Y, = 0,5832 
x = 1,8 Y, = 0,5556 
x, = 1,9 Y = 0,5263 


x Summe 6,1877 
1 /1,5 
— [— + 6,1877) = 0,69377. 
10\ 2 


Summe 1,5 
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Berücksichtigen wir alle Korrekturen, so sehen wir, daß In 2 zwischen 


0,69202 = 0,69377 — 0,00005 — 0,00170 
und 
0,69382 = 0,69377 - 0,00005, 
also wieder zwischen 0,692 und 0,694 liegt, usw. 
3. Mit Hilfe der Simpsonschen Regel kann man bei gleicher Anzahl der Ordinaten ein ge- 


naueres Ergebnis erhalten. Da die vierte Ableitung des Integranden gleich = ist, gilt nach 
(16) R„ < 0 und 2 
24 2 


R,| S ——— = ————. 
lo. en 15: (Am 


Für n = 5 (dann ist die Anzahl der Ordinaten die gleiche wie im vorhergehenden Fall) ist 
IR,;| < 1,4. 10%. 
Wir berechnen die Werte bis zur fünften Dezimalstelle mit einer Genauigkeit von +0,000005: 


x, = 1,0 Y% = 1,0 a, =12 Y, = 0,833 33 fa = 11 Yıla = 0,90909 
%, = 2,0 Y, = 0,5 x, = 1,4 Y;, = 0,71429 Xp = 13 Yala = 0,76923 
Bea x, = 1,6 Y, = 0,62500 %;ja = 15 %Ysja = 0,66667 
u =1,3 Yı = 0,55556 X) = 1,7 Yaja = 0,58824 
Summe2,72818 %j2 = 1,9 „Yo = 9,52652 

Summe 3,45955 


- (1,5 + 2: 2,72818 + 4 3,45955) = — (1,5 + 5,45636 + 13,83820) = 0,693152. 


Summe 1,5 


Daraus folgt, daß In 2 zwischen 


0,693133 = 0,693 152 — 0,000005 — 0,000014 
und 
0,693157 = 0,693152 + 0,000005 


liegt, so daß wir beispielsweise In 2 = 0,693315 + 0,00002 setzen können. 
Tatsächlich ist In 2 = 0,69314718...., und der wahre Fehler ist kleiner als 0,000005 (vgl. 
die Bemerkung am Schluß von Nr. 327). . 


4. Wir stellen uns die Aufgabe, das vollständige elliptische Integral zweiter Gattung!) 


r/2 
1 1 
EiI—|= 1— —sin?z dr 
)/V: 
0 


mit einer Genauigkeit von -+0,001 unter Benutzung der Simpsonschen Regel zu berechnen. 
Für die Funktion f(x) = |/l — — sin? x, wobei x zwischen 0 und = variiert, gilt /(z)] 
< 12.2) Daher ist (vgl. (16) aus Nr. 327) 


2) 
ht 


R s weasSEe 
| Hl < 180. (On 3 (Amje 


1) Vgl. die Fußnote auf $. 132. 


2) Offenbar ist y= f(x) 2 2 differenzieren wir die Identität YP—=1-— — sin? x, so er- 
2 


halten wir leicht nacheinander obere Schranken für die Absolutbeträge der Ableitungen y, 
U af 9,4) 
»Y »:Y". 
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.\5 
wegen (2) < 10. Wir nehmen n = 3, so daß |R,| < 0,00052 ist. Dann gilt: 


2 =0(= 0) yo = 1,0000 
5 RRRRERER: 

2 =. (= 15°) 4yın = V12 + Vi2 = 3,9324 

2, = 2. (= 30°) 2y = Au = 1,8708 

%p= ern (= 45°) 4ys 1a = V12 — 3,4641 

x = — (= 60°) y = Au — 1,5811 
5 EEE NRERLEEN 

pp == (= 75°) 4ys1a = V12 — Vi2 = 2,9216 

y, = = (= %°) y = B: = 0,7071 


Summe 15,4771 
rc 15,4771 


= 1,35063 ... 
2 13 


Zu dem erhaltenen Resultat muß außer der Korrektur R, noch eine (nichtnegative) Rundungs- 
korrektur zugefügt werden, die nicht größer ist als — < 0,00003. Damit gilt 


1,35011 <E[-) < 1,3518, 
v2 


und wir können behaupten, daß E (75) — 1,351 + 0,001 ist. (Tatsächlich sind in diesem Er- 
gebnis alle Dezimalstellenrichtig.) \Y2 


5. Man berechne mit Hilfe der Simpsonschen Regel das Integral 
1 
W=[ewde 
0 


mit einer Genauigkeit von +0,0001. 
Die vierte Ableitung des Integranden läßt sich unmittelbar berechnen; ihr Absolutbetrag 


ist höchstens gleich 12. Deshalb gilt 


12 

R —, 

IA < 180 - (2n)* 

Es genügt, n = 5 zu setzen, denn es ist |R,| < 0,7 - 105. Dann ist 


Ip = 0,0 uf} =— 1,00000 
z=10 = 0,36788 


“ Summe 1,367 88 
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I = 0,2 Yı = 0,96079 Xıla = 0,1 Yıla = 0,99005 
To = 0,4 Ya — 0,852 14 Xa la — 0,3 Yale = 0,913 93 
x, = 0,6 y, = 0,69768 pe = 0,5 Ysıa = 0,77880 
2, = 0,3 Y, = 0,527 29 %7j2 = 09,7 Y7ja = 0,61263 

Summe 3,03790 Zn az De 


Summe 3,740 27 
- (1,36788 + 2 - 3,03790 + 4 - 3,74027) 


= (1,367 88 -+ 6,07580 + 14,96108) = 0,746825, 


0,746813 < W < 0,746837, 
W = 0,7468 + 0,00005.1) 
(In diesem Resultat sind alle Dezimalstellen richtig.) 


6. Man bestimme das Integral 
1 


a [ arctan z dr 
x 


0 


(vgl. Nr. 314, Beispiel 6) mit Hilfe der Simpsonschen Regel für n = 5 und berechne.es auf fünf 
Dezimalstellen: 


Y, = 1,00009 Yı = 0,98698 Yıla = 0,996 68 
Ys; = 0,78540 Ya = 0,951 27 YaJa == 0,971 52 


Summe, 1,785 40 y. = 0.84343 Yun = 0,87246 


Summe 3,68238 Ya = 0,814 24 
Summe 4,58220 


- (1,78540 + 2 - 3,68238 + 4 - 4,58220) 


f 


22 
30 


(1,78540 -+ 7,36476 + 18,32880) = 0,915965. 


Alle Dezimalstellen sind richtig. Wir überlassen es dem Leser, den Fehler nach Formel (16) 
abzuschätzen. 


Der Wert @ ist die Catalansche?) Konstante (vgl. auch Nr. 440, Beispiel 6(a)). 


Bemerkung. Die letzten drei Beispiele sind deshalb interessant, weil die entsprechenden 
Stammfunktionen nicht in geschlossener Form darstellbar sind, so daß sie zur Berechnung der 
bestimmten Integrale nicht verwendet werden können. 

Da Stammfunktionen als bestimmte Integrale mit variabler oberer Grenze darstellbar sind, 
kann man mit den angegebenen Methoden diese Integrale angenähert als Funktion der oberen 
Grenze berechnen. Damit ist prinzipiell die Möglichkeit geschaffen, für die nur durch Integrale 
gegebenen Funktionen solche Tabellen zusammenzustellen, wie sie für die elementaren Funk- 
tionen bekannt sind. 

Auf diesem Wege können für die erwähnten Funktionen auch Näherungsformeln gefunden 
werden. 


1) Statt + steht hier nur +, weil das Minuszeichen auf Grund der vorhergehenden Ungleichung 
nicht eintreten kann. — Anm. d. Red. 


2) EUGENE CHARLES CATALAN, 1814— 1894, belgischer Mathematiker. 


X. Anwendungen der Integralrechnung 
in Geometrie, Mechanik und Physik 


& 1. Die Länge einer Kurve 


329, Berechnung der Länge einer Kurve. Es sei 
z=el), y=yli) GsisT) (1) 
die Parameterdarstellung einer ebenen stetigen doppelpunktfreien Kurve (Jordan- 


kurvel)) AB. In Nr. 247 wurde der Begriff der Länge einer Kurve als die obere Grenze 
S der Längen einbeschriebener Polygonzüge definiert: 


8 = sup {p}. (2) 
Unter der Voraussetzung, daß die Funktionen (1) stetige Ableitungen besitzen, 
wurde in Nr. 248 bewiesen, daß die Kurve rektöfizierbar, d. h. die Bogenlänge endlich 


ist. Ferner wurde festgestellt, daß die Länge s eines veränderlichen Bogens AM, wo- 
bei M ein beliebiger Punkt der Kurve ist, dem der Parameterwert : entspricht, eine 
differenzierbare Funktion von t ist: 


s=sil). 
Die Ableitung dieser Funktion besitzt die Form 
s) = VrodP + WW e 


ds de\®? /dy\: 
==) +) ir 
(vgl. Nr. 248, Formel (10)) und ist offenbar auch stetig. 


Da wir mit dem Integralbegriff vertraut sind, können wir jetzt zur Berechnung der 


Länge $ der Kurve AB übergehen. Auf Grund des Hauptsatzes?) der Integral- 
rechnung erhalten wir sofort 


oder 


T 


| ds 
s(T) — s(t,) - [7 di 
17) 
oder 


T T 
Hu / (3) + 2) di = [ VFOR+ Word. (4) 
173 1f} 


1) CAMILLE JORDAnN, 1838— 1922, französischer Mathematiker. 
2) Vgl. Nr. 308. — Anm. d. Red. 
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Für die veränderliche Bogenlänge s von AM, von welcher oben die Rede war, er- 
halten wir, wie wir leicht sehen, 


s() = -[ (+) \ ar. (6) 


Es kann vorkommen, daß man als Anfangspunkt einen beliebigen inneren Punkt M, 
des Bogens wählt. Wenn wie oben z, diesen Punkt charakterisiert (in diesem Fall = 
i, nicht der Endpunkt des Intervalls, da ti variabel ist), so gibt die Formel (5) offenbar 


die Länge des Bogens AM mit Vorzeichen an. Das Vorzeichen ist positiv, wenni >, 
ıst und M auf der positiven Seite der Bogenzählung (von M, an gerechnet) liegt, da- 
gegen negativ, wenn £ < 1, ist und der Punkt M sich auf der negativen Seite von’ M, 


befindet. 
Ist die Kurve in rechtwinkligen Koordinaten in expliziter Form 


y=-fı) MZSrSÄ{) 


gegeben, so erhalten wir, wenn wir x als Parameter ansehen, aus (4) als Spezialfall 


/ 


2 x 
_ [ yı a E) En [ VIFF@R de. (4a) 


Ist schließlich die Kurve in Polarkoordinaten durch die Gleichung 
r=g0) (<9SO) 

gegeben, so können wir die üblichen Transformationsformeln 
x=rcos0 =g(P) cosd, y=rsin® = g9($) sin 9 


als Parameterdarstellung der Kurve auffassen. Die Rolle des Parameters spielt hier 6. 
In diesem Fall ist 


s-[ r+ (5) 0 - / VIs(o)}? + [9’(9)]? a6. (4b) 


Bei diesen beiden Spezialfällen der Kurvendarstellung kann man leicht die Bogen- 


länge s für den veränderlichen Bogen AM angeben, wenn M der Abszisse x oder dem 
Azımut 6 entspricht: 


s= s(x) . j 1+ (5) dE (5a) 
s=s(0) = [ jr + (5) dr. (5b) 
0% 


oder 
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350. Ein anderer Weg zur Definition und zur Berechnung der Länge einer Kurve. Bei 
der Definition der Länge der stetigen doppelpunktfreien Kurve (1) gingen wir von 
der Beziehung (2) aus. Wir beweisen nun, daß die Länge S einer nicht geschlossenen 
Kurve nicht nur die obere Grenze der Menge der Längen {p} der einbeschriebenen Polygon- 
züge ist, sondern einfach der Grenzwert von p ist, wenn die Längen aller Seiten des Poly- 
gons (p) gegen O streben (oder genauer die Länge A* der längsten Seite): 

SS =limp. (6) 


0 
Dazu gehen wir am bequemsten von folgenden Werten des Parameters t aus: 
h<h<e<k<bu<e<h=T; (7) 


durch diese Werte ist die Lage der Ecken des Polygons (p) auf der Kurve definiert. 
Ferner setzen wir voraus, daß alle Ai; = t;,, — t; (oder genauer, der größte von ihnen, 
A = max 4lt,) gegen. 0 streben. Die beiden Hilfssätze aus Nr. 245 gewährleisten die 
Äquivalenz der beiden Arten des Grenzübergangs. Also brauchen wir.nur die Be- 
ziehung | | 

S = lim P (6*) 

40 

zu beweisen. Zuerst heben wir folgende wichtige Eigenschaft des Polygons (p) hervor: 
Dieses Polygon entspreche einer gewissen Zerlegung (7) des Intervalls [{,, 7]. Nehmen 
wir noch einen Teilpunkt ? hinzu, 


. <i<tun 


so verlängert sich das Polygon (p), wobei die Vergrößerung die zweifache Summe der 
Schwankungen von o(f) und y(£) im Intervall [t,, Z.,1] nicht überschreitet. Durch das 
Hinzufügen des neuen Punktes ? wird nämlich in der Summe p der eine Summand 


E 


Verla) — Pa + Mole) — PR (8) 


(die Länge einer Seite) durch die Summe zweier Summanden 


Ver) EC + Ir = VER + Virle) — PF + Tyler) VOR ©) 


(die Summe der Längen zweier Seiten) ersetzt, welche in keinem Fall kleiner als der 
Summand (8) ist. 
Andererseits ist die ganze Summe (9) nicht größer als 


Pd — Pa) + IP) — yEr)l + IPlien) — PL + plan) —- YO; 


folglich ist die Vergrößerung von p erst recht nicht größer als diese Zahl, die offenbar 
kleiner als die erwähnte zweifache Summe der Schwankungen ist. 

Im folgenden beschränken sich die Überlegungen auf den Fall eines endlichen 8. 
Für eine beliebig kleine Zahl e > 0 findet sich nach Definition der oberen Grenze 
eine solche Zerlegung des Intervalls [t,, 7] mit Hilfe der Punkte 


Bunt <zyazu<heT, (10) 


daß die entsprechende Polygonlänge p* die Ungleichung 


p* > ge 5 (11) 
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erfüllt. Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit der Funktionen ol?) und y(i)in, <st<T 
existiert eine beliebig kleine Zahl ö > 0 derart, dab 


UN) HN <— UN <TZ 


für alle Punktepaare’’, !’’ aus [i,, 7] gilt, sobald |#” — t’| < öist. Wir zerlegen also das 
Intervall [i,, 7] mit Hilfe von (7) unter der einzigen Bedingung, daß A <ö gilt (d.h., 
daß alle At; < ö), und bilden die entsprechende Summe >. 

Wir betrachten noch eine dritte Zerlegung des Intervalls [i,, 7], für welche als Teil- 
punkte sowohl alle Punkte; der Zerlegung (7) als auch alle Punkte i7 der Zerlegung 
(10) verwendet werden. Die zugehörige Polygonlänge sei 7,. Da diese De aus (10) 
durch Hinzunahme neuer Punkte erhalten wird, gilt 


Pr Zp*. (12) 


Andererseits ergibt sich diese Zerlegung aus (7) unter Hinzunahme der Punkte if, 
Die Hinzunahme jedes einzelnen Punktes i£ vergrößert p um nicht mehr als die zwei- 
fache Summe der entsprechenden Schwankungen der Funktionen o(f) und vf£), d.h. 


um weniger: als 3 Da sich dieser Prozeß höchstens m-mal wiederholt, ist 9, um 


höchstens > größer als p: 


MSP+z (13) 


Aus den Ungleichungen (13), (12) und (11) folgt > S — ,sodBO <S—p<e 
gilt, woraus sich die Behauptung (6*) und damit auch (6) ergibt. Da umgekehrt (2) 
aus (6) folgt, kann die Gleichung (6) als neue Definition der Bogenlänge angesehen 
werden, die der früheren äquivalent ist. 


Bemerkung. Wie leicht zu sehen ist, kann man im Fall einer geschlossenen 
Kurve eine solche Definition nicht vorbehaltlos verwenden, da nämlich der Polygon- 
zug, wenn die genannte Bedingung erfüllt ist, auf einen Punkt zusammengezogen 
werden kann und somit sein Umfang gegen O0 und nicht gegen die Länge der Kurve 
strebt (Abb. 8). Das Wesentliche ist dabei, daß für nöchtgeschlossene Kurven eine Ab- 
nahme aller Glieder des Polygons (p) auf O schon ein Anschmiegen an die entsprechen- 
den Teilbogen gewährleistet; dann nimmt man natürlich den Grenzwert der Polygon- 
länge als Länge des Bogens. Bei einer geschlossenen Kurve geht das nicht in jedem 
Fall. 


Abb. 8 


Wenn anstelle des Verschwindens aller Seiten des Polygons dasselbe für die Durch- 
messer der entsprechenden Bogen gefordert wird, kann die neue Definition im gleichen 
Maße für nichtgeschlossene und für geschlossene Kurven verwendet werden. 

Wir zeigen jetzt, wie aus der Definition (6) oder (6*) unmittelbar die Beziehung (4) 
für die Bogenlänge $ folgt. Dazu gehen wir von dem Ausdruck für die Polygonlänge p 
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aus (vgl. Nr. 248, Formel (7)): 
n—1l 
p =_ Ye) + WE) 4; 


hier sind z;, 7; gewisse Werte von t im Intervall [Z;, i;,,]. Wenn wir im zweiten Sum- 
manden unter dem Wurzelzeichen überall 7; durch 7; ersetzen, so stellt der geänderte 
Ausdruck 


n—1 
o-2 Ve)P + We) 4t; 


offenbar die Integralsumme für das Integral (4) dar. Wenn A gegen 0 strebt, hat diese 
Summe den Wert des erwähnten Integrals.!) Um zu zeigen, daß der Grenzwert gegen 
die Länge p des Polygons strebt, genügt es zu beweisen, daß die Differenz p — o ver- 
schwindet. Zum Beweis nehmen wir die folgende Abschätzung vor: 


P—-ols z| PER LW GR Vie + Werl ds. 


Wenden wir die elementare Ungleichung?) 


Ve+®-Ye+R<p—b, 


auf jeden einzelnen Summanden der obigen Summe an, so erhalten wir 
Ip — 0] = % Iyr) - y’i;)| Ab;- 
t 


Auf Grund der Stetigkeit der Funktion y’(f) existiert zu einem beliebig gegebenen 
e>0einö> 0 derart, daß 


vd) -yWl<e 
ist, sobald |? — | < 6 ist. Wenn wir nun A < ö wählen (d.'h. alle At; < 6), so ıst auch 
; —-?7|< ö, also 


vr) —- Ye) <e 


pP-0olSe N Au =eT th). 


m 


und 


Damit ist die Formel (4) bewiesen. 


331. Beispiele. 
1. Die Kettenlinie y = a cosh = (Abb. 9). Wir erhielten schon in Nr. 252, Beispiel 1, 
a 


2 
y: + 2) — cosh —. 
de a 
1) Es existiert sicher, wenn der Integrand eine stetige Funktion ist (vgl. Nr. 298, Beispiel 1). 
2) Die Ungleichung ist trivial für a = 0; für a + 0 folgt sie unmittelbar aus der Identität 


b+b, 
Y2 + —- Ye + = —41  —_ (bb). 
THAT Tara 


da der Absolutbetrag des Faktors bei b — b, kleiner als 1 ist. 


11 Fichtenholz II 
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Damit folgt aus (5a), wenn wir als Anfangspunkt der Zählung den Scheitelpunkt A nehmen, 


Fr 
»= AM = | och ds = asinh Z. 
14 147 
0 


Wegen tano = = — sinh — erhalten wir auch s=atana. Somit ist im Dreieck MPS$ 
a 


(Abb. 9) die Kathete MS = atan« genau gleich der Bogenlänge s. Wir erhalten damit ein 
einfaches graphisches Verfahren zur Bestimmung der Bogenlänge der Kettenlinie. 


Abb. 9 


A 


2 
2. Die Parabel y = = (p > 0). Nehmen wir als Anfangspunkt des Bogens den Scheitel- 
pP . 
punkt O (x = 0), so erhalten wir für einen beliebigen Punkt M mit der Abszisse x 


x 
N -— [Pr ra 
0 


2 nn 
Fr + ner] 


Pte r+r 
2 p " 


z 

0 

- — Ye+p + 
2p 


3. Die Astroide x = a cos?t, y=asin?’t(a> 0). Wir benutzen die in Nr. 224, Beispiel 4, 


berechneten Werte — und ay und erhalten 


| 2 2 
2 (*) ale (9) — 3a sint cost füröO sts Z) . 


, Die Länge eines Viertels der Astroide zwischen den Punkten A(a, 0) und B(0, a) ist nach For- 
mel (4) gleich 
r/2 


AB= 3a [Hin toosıar = — sind emo — 3E 


0 
so daß die vollständige Bogenlänge gleich 6a ist. 
4. Die Zykloide x = alt — sint),,y= all — cost), a > 0. Hier ist (für 0 sts 2r) 
2 2 m es ie 
YG) 4 (4) =qa ya — c0st)? + sin?t = 2a sin re 
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E} 


Die Länge einer Schleife der Zykloide ist also nach (4) gleich 
art 
tb t 
2a | in. di = —4a cos — 
2 2 


0 


2rr 
= 8a. 
0 


5. Die Kreisevolvente: 
xz=altsin! + cost), y=alsint —tcost), a>0. 
Hier ist (für i > 0) 


VE) + &) =«qa Yıt cost)? + (£sint)? = at, 


di di 


so daß die Länge des Bogens AM vom Punkt A (= 0) bis zu einem beliebigen Punkt M (t> 0) 
gleich 


ist. Für 4< 0 muß die rechte Seite dieser Formel mit dem negativen Vorzeichen versehen 
werden. 


6. Die Archimedische Spirale r = a0 (a > 0). Aus (5b) erhalten wir für die Bogenlänge vom 
Ursprung O bis zu einem beliebigen Punkt M (der dem Winkel 6 entspricht) 


(7) 
Ma | Hi +2%=-— [Vi +@+ In (+ Yi + @)]. 
1) 


Setzt man hier 0 = — ein, so erhält man formal denselben Ausdruck wie für die Bogenlänge 
a 


der Parabel (vgl. Beispiel 2). 


Abb. 10 


7. Die logarithmische Spirale r = aem® (m = 0) (Abb. 10). Wegen = —= mr, also 
= n erhalten wir nach (5b) für die Bogenlänge zwischen zwei Punkten M, und M mit 
m 


den Koordinaten (r,, 0,) bzw. (r, 0) 


6 9 
—— dr\? / 1 dr_ / 1 
= ar = | Yr+ (22) dy = 44,2% - Ir Zerenl. 
6 0% 
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Da für die logarithmische Spirale tan » = — gilt (vgl. Nr. 233, Beispiel 3), können wir das 
obige Resultat auch in der Form 

COS @ 
schreiben. Lassen wir den Punkt M, gegen den Pol O streben, so geht r, gegen 0, und wir finden 
für die Bogenlänge von OM die einfachere Formel 
s = OM = J . 


COS © 


Mit ihrer Hilfe erkennt man leicht aus dem Dreieck MOT (vgl. Abb. 10), daß die Bogenlänge 
gleich dem Abschnitt auf der Polartangente ist: 


0oM = TM1) 


Wir haben damit ein höchst einfaches graphisches Verfahren zur Rektifizierung dieser Kurve 
erhalten. 


2 
8. Die Ellipse — +2 + — — 1. Es ist hier zweckmäßiger, die Ellipse in der Parameterform 
a 


x = asint, y = b cost darzustellen. Offenbar gilt 


2 2 ERIEPEN REES PEEEEENER.EN a De 
/@) + (%) — Ya? cost + b2 sin? — Ya? — (a? — 52) sin?t = al — sinkt, 


di di 


= — b2 


wobei e= die numerische Exzentrizität der Ellipse ist. Für die Bogenlänge der 


Ellipse vom ER Endpunkt der kleinen Achse bis zu einem beliebigen Punkt im ersten 
Quadranten finden wir 


4 
s= af yi — &sin?rdr = aäle,t). 
0 


Damit ist die Bogenlänge der Ellipse durch das elliptische Integral zweiter Gattung (Nr. 293; vgl. 
auch Nr. 305) ausgedrückt worden. Offenbar war diese Tatsache der Anlaß für die Bezeichnung 
„elliptisch‘“. 

Insbesondere wird die Länge eines Viertelbogens der Ellipse durch das vollständige ellip- 
tische Integral zweiter Gattung?) ausgedrückt: 


1/2 
af yı— esin?tdt = aEfe). 
0) 


Die Länge des ganzen Umfangs ist also 
S= 4aEfe). 
Es ist interessant, daß man für die Länge einer Welle der Kurve y=c sin — mit 


c= Ya? — b? dasselbe Resultat erhält. Geometrisch läßt sich diese Übereinstimmung leicht er- 
klären. Denkt man sich einen geraden Kreiszylinder, der von einer Ebene geschnitten wird, die 
gegenüber den Erzeugenden des Zylinders geneigt ist, so erhält man als Schnittlinie eine Ellipse. 


1) Aus dieser Eigenschaft der logarithmischen Spirale ergibt sich leicht der folgende Satz: Wird 
diese Kurve ohne Gleiten auf der Geraden MT’ abgerollt, so beschreibt der Pol O (wenn man 
sich ihn mit der BR starr verbunden denkt) eine Gerade. Der Beweis sei dem Leser über- 
lassen. 

°) Vgl. die Fußnote Be S. 132. 
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Wenn mannun den Kreiszylinder längs der Erzeugenden, die durch den Endpunkt der 
kleinen Achse der Ellipse geht, aufschneidet und den Zylinder auf die Ebene abwickelt, so 
geht die Ellipse in eine sinusförmige Kurve über. 

Analog führt auch die Berechnung der Bogenlänge der Hyperbel auf elliptische Integrale 
(beider Gattungen). 


9. Die Schnecke r=acos0 + b. Hier ist = = —asinO und 


dab ., 
sın“ —1, 
(a + b)? 2 
Damit erhalten wir für die Bogenlänge vom Punkt 0 = 0 bis zu einem beliebigen Punkt$<r 
das folgende elliptische Integral zweiter Gattung: 


8 
4ab se 
—— 1 — ums 2 
s=(a-+ »|y GE zu in 5 dy 
i 0 


6/2 


+ lg) Sa + 2b 004° = (a + dit _ 


an Mb {2/Yd 6 
20 +9 | ji ra ). 
N) 


Die Länge der ganzen Kurve läßt sich als vollständiges elliptisches Integral ausdrücken: | 


Ber 2 Yab 
8-40 +08 (27%). 


Für den Spezialfall der Kardioide (b = a) vereinfacht sich jedoch die Rechnung bedeutend. 
In diesem Fall gilt 


also für O<O0 St) 
8 
s = 2a cos 4 dy = 4asin La 
2 2 
0 


Wenn man den um den Pol O mit dem Radius 2a gezogenen Kreisbogen durch A pit der Ver- 
längerung des Radiusvektors OM zum Schnitt bringt (Abb. 11), so sieht man sofort, daß die 


Sehne AL gleich der Bogenlänge s von AM ist. 
Die Länge der ganzen Kardioide ist gleich 8a. 
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10. Die Lemniskate r? = 2a? cos 209. Wir berechnen die Bogenlänge der Lemniskate vom 


Scheitelpunkt 0 = 0 bis zu einem beliebigen Punkt mit einem Polarwinkel 9 < r. Es gilt 


r er — — 2a? sin 26; 
do 
daraus folgt 
dr  __2a?sin 20 "+(2) -- ay2 
4 r dO r Yeos 26 ; 


und auf Grund von (5b) 


= dx Fr dy 
s=ay2 —t _ al | ——. 
te 2x ir — 2sin?y 
0 0 


Damit sind wir wieder zu einem elliptischen Integral (erster Gattung) gelangt. Da in den Ta- 
bellen zur Berechnung dieser Integrale der Faktor %k? bei sin? 0 kleiner als 1 ist, müssen wir eine 
neue Variable einführen. Wir wählen die Substitution 2 sin? = sin?» (wegen O< = ist 
2sin?0 < 1, also läßt sich der Winkel » tatsächlich berechnen); dann gilt 4 


sind = Re o, cos0d9 = op, 
2 


Er SE SER 2 1. N Yı — 2sin?0 = cosp 
v2 i u 2 inte 
2 
und schließlich 

j d 

s=4 Er. EN = ar (> =) )- 
yı _ — sin? x v2 

® 0 


Im Grenzfall!) d = ni alsoo= ex erhalten wir für die Bogenlänge eines Viertels der 


Lemniskate das vollständige elliptische Integral 


oe, =) 


Die Länge der ganzen Lemniskate ist also $ = 4aK [— |. 


Es ist bemerkenswert, daß die Rektifizierung von Kurven häufig gerade auf elliptische Inte- 
grale führt. 
1) Man muß diesen Fall als Grenzfall behandeln, indem man in dem Ausdruck für s den Grenz- 
übergang 9 +7 oder p + vornimmt; für 0 > yy bleibt nämlich die Ableitung n 


nicht beschränkt, und die Formel (5b) ist nicht unmittelbar anwendbar. 
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11. Zum Schluß zeigen wir, wie mit Hilfe der Formel für die Bogenlänge die Evolvente einer 
Kurve konstruiert werden kann (Nr. 256). 


Wir betrachten die Kettenlinie. Die laufenden Koordinaten ihrer Punkte seien £&, n (gemäß 


der Bezeichnungen in Nr. 256); ihre Bogenlänge, gezählt vom Scheitelpunkt, sei o. Dann hat. 
die Gleichung der Kurve die Form 


n = a cosh Zn : 
a 
und die Bogenlänge ist gleich 
—= asinh La 
a 


(vgl. Beispiel 1). Daraus kann man unmittelbar & und 7 als Funktion von o darstellen: 


e=alinle +Y® + a) Inal, n=Yo?-+ a?. 
Nun kann man auf Grund von (17) aus Nr. 256 und unter Beachtung, daß hier 


a c 


co f= ———, sin = ——— 
Yo? + a2 0? + a? 


gilt (vgl. Nr. 256, Formel (18)), die Parameterdarstellung einer beliebigen Evolvente in der 
Form 


x=alin(o + Yo? + a2) _ Ina] + =) 
GC. 


y = Vo? + a? + (ce — 0) —— 
Yo? + a2 


angeben. Wir betrachten diejenige der Evolventen, welche dem Wert c = 0 entspricht. Sie 
geht vom Scheitelpunkt der Kettenlinie aus und besitzt dort einen Rückkehrpunkt (Abb. 12). 
Eliminiert man o, so wird diese Kurve, die sogenannte Traktrix, durch 


| y 2 902 
= zen HE _ a — | 
Y 
dargestellt. 
yl i 
MN 
| 
4 
| 
| 
s | 
| 
5 | 
| 
| 
| 
a ® \ 
j 
A A Abb. 12 
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Wenn wir den Ausdruck 
Y dy\? dx \? 
t= | 1/1 —)|= 1 _— 
ra = (%) 21 « () 


für den Tangentenabschnitt (vgl. Nr. 230, Formel 4)) betrachten, so folgt daraus leicht # = a. 
Dadurch zeigt sich folgende bemerkenswerte Eigenschaft der Traktrix: Der Tangentenabschnitt 
zwischen dem Berührungspunkt und der x-Achse hat konstante Länge.!) 

Dieses Resultat erhält man auch leicht unmittelbar aus den Eigenschaften der Kettenlinie 
(siehe ihre Rektifizierung in Beispiel 1; Abb. 9). 


332. Die natürliche Gleichung einer ebenen Kurve. Die Darstellung einer Kurve mit 
Hilfe einer Gleichung zwischen den Koordinaten ihrer Punkte (in einem beliebigen 
Koordinatensystem) sieht oft künstlich und unelegant aus, da die Koordinaten keine 
wesentlichen geometrischen Elemente der Kurve sind. Solche wesentlichen Elemente 
einer Kurve sind dagegen die Bogenlänge s (in einer bestimmten Richtung von einem 
beliebigen Anfangspunkt gezählt) und der Krümmungsradius KR (oder die Krümmung 


k= S selbst); vgl. Nr. 250, 251. 


Für jede Kurve besteht zwischen diesen Elementen eine Abhängigkeit in der Form 
F(s,R) =0, 


welche auch die natürliche Gleichung der Kurve?) genannt wird. Wir beweisen nun, 
daß die Kurven, die derselben natürlichen Gleichung genügen, sich nur durch ihre 
Lage in der Ebene unterscheiden und daß die Form der Kurve durch die natürliche 
Gleichung eindeutig bestimmt wird. Es seien (I) und (II) zwei Kurven mit derselben 
natürlichen Gleichung, die die Form | 


5 = 99) (14) 
habe. Um zu zeigen, daß diese Kurven kongruent sind, verschieben wir zunächst 
eine der Kurven so, daß die Kurvenpunkte, von denen aus die Bogenlängen gezählt 
werden, sich decken. Dann drehen wir diese Kurve so, bis die positiven Tangenten- 
richtungen in diesen Punkten übereinstimmen. 

Die ein und demselben Wert von s entsprechenden Elemente der beiden Kurven 
versehen wir mit den Indizes 1 bzw. 2: 


u 


Koordinaten eines variablen Punktes: (x,%ı) bzw. (2, %), 
Winkel der Tangente mit der x-Achse: «, bzw. &,, 


Krümmungsradius: R, bzw. R,. x 
Auf Grund von (14) gilt für alle s die Beziehung > — ea d.h. 
1 2 
da; das 
Kr re 19) 


1) Damit hängt auch der Name Traktrix zusammen (von lat. trahere — ziehen, schleppen): 
Wenn der horizontal bewegende Punkt 7’ mit Hilfe eines Fadens TM den Punkt M nach sich 
zieht, so beschreibt M eine Traktrix. 

?) Franz. &quation intrinsöque; russ. HATYpanbHoe oder BHYTpeHHee ypazHeHne. 
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(vgl. Nr. 250, Formel (2)). Außerdem ist nach Voraussetzung für s = 0 
h 4 =%, Yı = Y (16) 
und 
%ı = 0. (17) 


Aus (15) folgt auf Grund von Nr. 131, daß sich «, und &, nur um eine Konstante 
unterscheiden. Da diese Größen für s = 0 übereinstimmen, gilt die Gleichung (17) 
überall. In diesem Fall ist für alle Werte von s (vgl. Nr. 249, Formel (15)) 


dx dx d d 
1 1 . 2 
= A _ sin, =eing=—, 


ds’ ds ds 
woraus wir in analoger Weise schließen können, daß (16) überall gilt, d. h., die Kurven 
sind kongruent. ' 

Wir zeigen nun, wie man von der natürlichen Gleichung (14) einer Kurve zu ihrer 


Koordinatendarstellung übergeht. Zunächst folgt aus (14) = — g(s), so daß sich 


“= [ g(o)do +, (18) 
0- 


ergibt, wobei «, eine Konstante ist. Dann erhalten wir, ausgehend von den Gleichun- 
gen 
dx =cosads, dy=sinads, (19) 


die Integrale 


8 8 
<=[cosado+%, y=/[sinado+%, (20) 
0 0 
wobei x, und %, neue Konstanten sind. Nun sieht man leicht, daß die Drehung der 
Kurve eine Änderung der Konstanten «&, nach sich zieht und entsprechend eine 
Parallelverschiebung mit einer Änderung der Konstanten x,, y, verknüpft ist.!) Sind 
diese Konstanten gleich 0, so liegt die Kurve so, daß der Anfangspunkt der Zählung 
der Bogenlänge mit dem Koordinatenursprung übereinstimmt und die positive 
Richtung der Tangente mit der positiven Richtung der x-Achse zusammenfällt. 

Es sei jetzt (14) eine beliebige Gleichung (wobei die Funktion g(s) stetig sei). Dann 
bestimmen wir zunächst & aus Formel (18) und dann x und 3 aus (20) und erhalten 
damit die Parameterdarstellung einer gewissen Kurve. Die Differentiation von (20) 
führt auf (19), woraus unmittelbar 


det = de? + dy? 


folgt, so daß ds tatsächlich das Differential der Bogenlänge und s die Bogenlänge 
dieser Kurve darstellt (beientsprechend gewähltem Anfangspunkt der Zählung). Aus 
Gleichung (19) sieht man, daß & der Winkel zwischen der Tangente an diese Kurve 
und der x-Achse ist. Schließlich erhalten wir durch Differentiation von (18) die 
Krümmung | 


d« 
> g(8). 


I) Kehren wir diese Behauptung um, so erhalten wir leicht einen neuen Beweis des oben aus- 
gesprochenen Satzes. 
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Das bedeutet, daß (14) tatsächlich die natürliche Gleichung der gegebenen Kurve dar- 
stellt. Also kann jede Gleichung der Form (14) mit stetiger Funktion g(s) als natürliche 
Gleichung einer Kurve angesehen werden. 

Wir machen den Leser darauf aufmerksam, daß man durch eine andere Wahl des 
Anfangspunktes und der Richtung der Zählung des Bogens einer Kurve deren natür- 
liche Gleichung ändern kann; diese Änderung ist aber unwesentlich. 


Abb. 13 


Schließlich bemerken wir noch, daß die natürlichen Gleichungen zweier symmetrisch 
angeordneter Kurven!) (Abb. 13) sich nur durch verschiedene Vorzeichen auf der 
rechten Seite unterscheiden: 


1 1 

j7 =.g9(s) und ge —9g(8). (21) 
Bei gleichem Anfangspunkt und gleicher Richtung der Zählung des Bogens der beiden 
Kurven haben nämlich die Krümmungsradien entgegengesetztes Vorzeichen. Um- 
gekehrt können zwei Kurven, die den Gleichungen (21) genügen, durch Verschiebung 
in der Ebene symmetrisch angeordnet werden. Zwei solche Kurven sind im Wesen 
nicht voneinander verschieden. 


333. Beispiele. | 
1. Man bestimme die Kurve, die der natürlichen Gleichung R? = 2as entspricht. Es ist hier 


da 1 25 a 
ne z = 1/—,°) s=—oß#, 
ds  Y2as a 2 


so daß ds = aa da folgt. Wir wählen & als Parameter und erhalten 


dz = 008 ads = ax cosa.da, dy = sina ds = aasinadae; 
daraus folgt 
x=alcos& + asinao), y= alsin& —0%&C0sa), 


die Kreisevolvente (vgl. Nr. 225, Beispiel 8). 


1) Man kann sie durch Verschiebungen in der Ebene nicht zur Deckung bringen; dazu ist noch 
eine Täumliche Drehung (Spiegelung) erforderlich. 

?) Da wir die Gleichung einer einzigen Kurve aufstellen wollen, wählen wir die Integrations- 
konstanten so, wie sie für die Rechnung am zweckmäßigsten sind. Dies werden wir auch im 
folgenden berücksichtigen. 
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eg Man bestimme die Kurve, die der natürlichen Gleichung R? + s? = 16a? entspricht. Hier 
is 
da 1 


ER 
ER = ». .-&=aresiin—, s—=dasina, ds = 4a cos a da 
s  Yi6a® — 52 4a 
und damit 
dr = cos a ds = 4a cos? a de, dy = sina ds = 4asina cosa da. 


Hieraus folgt nach Integration 
x = 2a (« — sin 2a) = a(2x + sin 20), 


y= -acos2«=a— all + cos2a). 
Wenn wir zu dem Parameter t = 2& — rn übergehen, nimmt die Gleichung der Kurve die Form 
xz=ra-+t alt — sint), y=a-—all — cost) 


an. Wir erhalten eine Zykloide (vgl. Nr. 225, Beispiel 6), nur ist sie gegenüber ihrer normalen 
Lage verschoben und gedreht. 
3. Man bestimme die Kurve, die zu der natürlichen Gleichung R = ms gehört. Offenbar ist 


da 1 In s 


ug, ae—, s— ems, ds = m el“ da, 
ds ms 
dt = cos -meMs da, dy = sin x » m eme da 
und schließlich 
mM [} Rn ® 
x = — (mM c08& + sina) eme, y= ——— (msin& — cos oa) eM®, 
1 -+ m? 1 -+ m? 


Wir gehen noch zu Polarkoordinaten über. Zunächst gilt 


r=- JR + pP = BEBICLLLERBEREN © 3 
yi + m? 
Führen wir dann den konstanten Winkel » mit Hilfe der Beziehung tan w = z ein, SO er- 
halten wir = 


1 
tan x — — 


msina& — COS A m 
De er year ea): 


x MCOSa& +4 sin«& 
5: 1+—tana 
Mm 


so daß wir den Polarwinkel ® gleich x — w setzen können, woraus & = w + ® folgt. Die Glei- 
chung der Kurve in Polarkoordinaten hat schließlich die Gestalt 


ge 2: 
Yi + m? 


dies ist eine logarithmische Spirale (vgl. Nr. 226, Beispiel 3). Die Größe des Koeffizienten von em® 
spielt keine Rolle; man kann ihn durch Drehung der Achse 9 = 0 zu 1 machen. 


4. Wir beschäftigen uns nun mit einer Aufgabe anderer Art, und zwar wollen wir zu einer 
gegebenen Kurve die natürliche Gleichung aufstellen. 


(a) Für die Keitenlinie y = a cosh Z erhielten wir 
a 


ee 2 
s = asinh — = Yy — ar, Rei 
a a 


172 X. Anwendungen der Integralrechnung in Geometrie, Mechanik und Physik 


(vgl. Nr. 331, Beispiel 1; Nr. 252, Beispiel 1); daraus folgt 
8? 
R=a+—. 
a 
(b) Für die Astroide x = a cos?t, y= a sin? t wird, wenn wir als Anfang der Bogenzählung 


den Mittelpunkt ihres Astes im ersten Quadranten wählen, 
et R = 3asintcost \ 
(vgl. Nr. 331, Beispiel 3). Deshalb gilt 


2 
R?=4. — sin? Zar) 


und man kann die natürliche Gleichung der Astroide schließlich in der Form R? + 4° = 
schreiben. 


(c) Im Fall der Kardioide r = all + cos 0) galt 


9a? 


BEN Be 
2 3 2 


(vgl. Nr. 331, Beispiel 9; Nr. 252, Beispiel 6); also ist offenbar 9R? + s? = 16a. 
(d) Die letzten beiden Resultate sind als Spezialfälle im folgenden enthalten. Für die Zpt- 
zykloide und die Hypozykloide (vgl. Nr. 225, Beispiel 7) lautet die natürliche Gleichung 


(1 + 2m)? R? + s?® = 16m?(1 + m)? a?. 


(e) Auf diese Weise ergeben sich auch leicht die natürlichen Gleichungen der Kreisevolvente, 
der Zykloide und der logarithmischen Spirale, die uns schon aus den Beispielen 1 bis 3 bekannt 
sind. 


5. Zu der natürlichen Gleichung einer Kurve kann man die natürliche Gleichung ihrer Evo- 
lute aufstellen. Wir erhielten in Nr. 255, Formel (15), die Beziehung 
daR N 
= R— 22 
Q Fr (22) 
Wenn wir den Anfangspunkt der Bogenzählung auf der Evolute so wählen, daß R= o ist 
(vgl. Nr. 255, 2°), dann führt uns die Elimination von R und s aus diesen beiden Beziehungen 
und der natürlichen Gleichung der gegebenen Kurve zu einer Abhängigkeit zwischen e und o, 
d.h. zu der natürlichen Gleichung der Evolute. 


(a) Für die logarithmische Spirale R = ms gilt danno = mR = mo. Wir kommen genau auf 
die Ausgangsgleichung zurück, d. h., die Evolute ist wieder eine logarithmische Spirale, welche 
sich von der Ausgangskurve nur durch ihre Lage unterscheidet (vgl. Nr. 254, Beispiel 5). 


(b) Für die Kreisevolvente erhält man, wie zu erwarten ist, 


2 
o=R= Y2as, a 


2a 
je _a nn 
ds 37 TE 


(ce) Hat die natürliche Gleichung einer Kurve die Gestalt R? + k?s? = c?, so ist die Evolute 
die gleiche Kurve, nur um das k-fache gedehnt. Es ist nämlich 


o= 
dR k2s kYje®—o? | 
Br TA u 
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und damit 


Ye: — 2 
oe= Fun — —kYc? — 02 oder 0? + k?o? Pan (kc)?. 


Daraus folgt die Behauptung. 
Dieses Resultat können wir auf die Zykloide (vgl. Nr. 254, Beispiel 4), auf die Epizykloide‘ 
und die Hypozykloide (insbesondere auf die Kardioide und die Astroide; vgl. Nr. 254, Beispiel 3) 


“ anwenden. N 


Bemerkung. Mit der obigen Methode kann man stets nur die Form, nicht aber die Lage 
der Evolute bestimmen. 


334. Die Bogenlänge einer Raumkurve. Für: eine doppelpunktfreie Raumkurve 


=, Yard, 2=rl 


kann die Bogenlänge genau so wie für eine ebene Kurve definiert werden (vgl. die 
Bemerkung aus Nr. 249). Wir erhalten hier für die Bogenlänge die zu (4) analoge 


Formel 
T 
Ss = AB -[ 
te 


usw. Auf diesen Fall läßt sich das über eine ebene Kurve Gesagte fast ohne Änderung 
übertragen. Wir halten uns deshalb nicht damit auf, sondern gehen gleich zu Bei- 
spielen über. 

1. Die Schraubenliniex = acost,y=asint,z = ct. Da hier 


dre\? dy\? d\ = 
(a) + (a) +0) Ir 
gilt, ist die Bogenlänge vom Punkt A (d = 0) bis zum Punkt M (t beliebig) gleich 
EEE 
s=4M= [Ye ted=JRret. ı 
0 


Das Resultat ist klar, wenn man bedenkt, daß bei der Abwicklung eines Zylinders 
die auf ihm liegende Schraubenlinie in eine geneigte Gerade übergeht. 


2. Die Vivianischet) Kurve,x = Rsin?t, y = Rsintcost, z= KR cost. Hier ist 


dr\? dy a dz FT 
7) +(&) .n E) — Ry1 + sin?t. 
In diesem Fall wird die Länge der ganzen Kurve durch ein vollständiges elliptisches 
Integral zweiter Gattung ausgedrückt: 


n/2 r/2 
S=4R/ Vi + sin?idi -4R/] Y1 + cos?tdt 


q/2 


—4Y2 2.| Yı- gun u -e Wen (72). 


i) VInoEnzo Vıvıanı, 1622— 1703, italienischer Mathematiker. 
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$ 2. Flächeninhalte und Volumina 


335. Definition des Flächeninhalts und seine Additivität. Beliebige endliche (eventuell 
auch nichtzusammenhängende) ebene Figuren, die von einem oder von mehreren 
geschlossenen doppelpunktfreien Polygonzügen begrenzt werden, nennen wir Viel- 
ecke.» Für eine solche Figur wurde der Begriff des Flächeninhalts im Geometrie- 
unterricht ausführlich studiert. Wir setzen ihn also hier voraus. 

Wir nehmen jetzt eine beliebige ebene Figur (P), die einen endlichen und ab- 
geschlossenen Bereich bedeckt. Ihren Rand (K) werden wir uns immer als geschlossene 
Kurve (oder mehrere solcher Kurven) vorstellen.!) 


Abb. 14 


Wir betrachten nun alle möglichen Vielecke (A), die ganz in (P) enthalten sind, 
und Vielecke (B), die (P) ganz enthalten (Abb. 14). Bezeichnet A bzw. B den Flächen- 
inhalt von (A) bzw. (B), so ist stets A s B. Die Menge {A} der Zahlen A, die nach 
oben durch ein beliebiges B beschränkt ist, hat die obere Grenze P,, (Nr. 11), wobei 
P,„ = B ist. Genau so hat die Menge der Zahlen B, die nach unten durch die Zahl P, 
beschränkt ist, die untere Grenze P* > P,. Diese Grenzen könnten wir den ‚‚inneren“ 
bzw. den „äußeren“ Flächeninhalt der Figur (P) nennen: 

Wenn die beiden Grenzen 


P,=sup{4} und P*=inf{B} 


übereinstimmen, so nennen wir ihren gemeinsamen Wert P den Flächeninhalt der 
Figur (P). In diesem Fall heißt die Figur (P) quadrierbar. 

Wie man leicht sieht, existiert der Flächeninhalt genau dann, wenn man zu jedem 
e > 0 zwei Vielecke (A) und (B) derart findet, daß B— A<eist. 

Die Notwendigkeit dieser Bedingung folgt nämlich aus den besonderen Eigen- 
schaften der Grenzen (Nr. 11): Wenn der Flächeninhalt P existiert, so gibt es ein 

€ 

aus den Ungleichungen AsP,<sP*<sB. 

Die Figur (P) sei nun in zwei Figuren (P,) und (P,) zerlegt.) Man kann sich z. B. 
vorstellen, daß dies mit Hilfe einer Kurve geschieht, die zwei Punkte des Randes 


undeinB<P+ Z- Daß die Bedingung hinreichend ist, folgt sofort 


!) In diesem Paragraphen werden wir es stets mit stetigen Kurven zu tun haben, die eine 
Parameterdarstellung besitzen. C. JoRDAN hat bewiesen, daß eine geschlossene Kurve dieses 
Typs die Ebene stets in zwei Gebiete zerlegt, und zwar in ein inneres und ein äußeres, deren 
gemeinsamer Rand von dieser Kurve gebildet wird. 

2) Ein Teil ihrer Berandung kann beiden gemeinsam sein; (P,) und (P,) sollen sich aber nicht 
überlappen, d. h., sie sollen keine gemeinsamen inneren Punkte besitzen. 
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verbindet (und somit nur innere Punkte enthält) oder aber vollständig in (P) liegt 
(Abb. 15a, b). Wir beweisen nun, daß die Quadrierbarkeit von je zwei der drei Figuren 
(P), (Pı), (Pa) die Quadrierbarkeit der dritten Figur nach sich zieht, wobei stets 


gilt, d. h., der Flächeninhalt ist additiv. 


a) Abb. 15 


Wir setzen voraus, daß der Flächeninhalt der Figuren (P,) und (P,) existiert, und 
betrachten die ihnen entsprechenden einbeschriebenen bzw. umbeschriebenen Viel- 
ecke (A,), (B,) und (A,), (B,). Aus den sich gegenseitig nicht überdeckenden Vkel- 
ecken (A,), (A,) setze sich das Vieleck (A) mit dem Flächeninhalt A = A, + 4, zu- 
sammen, das sich ganz in (P) befindet. Aus den sich möglicherweise überdeckenden 
Vielecken (B,), (B,) bilden wir den Bereich (B) mit dem Flächeninhalt B<s B, + B.. 
Er enthält den Bereich (P). Offenbar gilt damit 


A+A=AsB<sB,+tB,. 


Da sich B, von A, und B, von A, beliebig wenig unterscheiden können, muß das 
offenbar auch für B und A zutreffen; daraus folgt die Quadrierbarkeit des Bereiches 
(P). Andererseits gilt gleichzeitig 


Aı+4%=AsPsBsB+B 
und 


A,+4%,sPı +P, sB+B, 


so daß die Zahlen P und P, + P, zwischen denselben Grenzen 4, + A,und B, + B, 
liegen, die sich beliebig wenig voneinander unterscheiden. Folglich ist P=P,+ P, 
was zu beweisen war. 

Wir bemerken insbesondere, daß hieraus P, < P folgt, so daß ein Teil einer Figur 
stets einen kleineren Flächeninhalt hat als die ganze Figur. 


336. Der Flächeninhalt als Grenzwert. Die in Nr. 335 formulierte Bedingung für die 
Quadrierbarkeit kann man auch anders ausdrücken: 


1. Für die Quadrierbarkeit der Figur (P) ist notwendig und hinreichend, daß zwei 
Folgen von Vielecken (A,), die ganz in (P) enthalten sind, und (B,), die (P) enthalten, 
existieren, deren Flächeninhalie einen gemeinsamen Grenzwert haben: 

lim A, =lmB,=P. (2) 


Dieser Grenzwert ist offenbar der Flächeninhalt der Figur (P). 


Br 
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Mitunter ist es zweckmäßig, statt der Vielecke andere Figuren zu benutzen, deren 
Quadrierbarkeit bekannt ist: 


2. Lassen sich zu einer Figur (P) zwei Folgen quadrierbarer Figuren (Q,) und (R,) 
bilden, die vollständig in (P) enthalien sind bzw. (P) vollständig enthalten, und haben 
ihre Flächeninhalte einen gemeinsamen Grenzwert, 


imQ,=limk,„=P, (3) 


dann ist die Figur (P) quadrierbar, und der Grenzwert P ist ihr Flächeninhalt. 


ALL 
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Abb. 16 


Dies ergibt sich sofort aus dem vorhergehenden Satz, wenn man jede Figur (Q,) 
durch ein in ihr enthaltenes Vieleck (A,) und die Figur (R,) durch ein sie enthaltendes 
Vieleck (B,) ersetzt. Dabei sollen sich die Flächeninhalte von (A,) und (B,) so wenig 
von denen von (Q,) bzw. (R,) unterscheiden, daß beim Grenzübergang gleichzeitig (2) 
erfüllt ist. Obwohl in der Praxis die Wahl der Figuren (A,), (B,); (Q.), (R.), die in den 
beiden oben formulierten Kriterien erwähnt werden, keine Schwierigkeit bereitet, 
besteht ein prinzipielles Interesse, die mit dieser Wahl verknüpfte Willkür zu be- 
seitigen. Zu diesem Zweck können wir z.B. folgendermaßen vorgehen: 

Wir schließen die zu betrachtende Figur (P) in ein Rechteck (R) ein, dessen Seiten 
parallel zu den Koordinatenachsen liegen, und unterteilen es mit Hilfe von Parallelen 
zu den Seiten. Aus den Rechtecken, die ganz in (P) enthalten sind, setzen wir die 
Figur (Ä) zusammen (in Abb. 16 schraffiert), und aus den Rechtecken, die mit (P) 
gemeinsame innere Punkte haben, aber teilweise auch außerhalb von (P) liegen kön- 
nen, bilden wir die Figur (B). Diese Figuren sind offenbar ein Spezialfall der Viel- 
ecke (A) und (B), von denen bei der Definition des Flächeninhalts die Rede war. Ihre 
Flächeninhalte A und B hängen von der Art und Weise der Unterteilung des Recht- 
ecks (R) ab. Es werde mit d die Länge der größten Diagonale der Teilrechtecke be- 


zeichnet. Ä - 


3. Genau dann, wenn für d—0 beide Flächeninhalte A und B gegen einen gemein- 
samen Grenzwert P sireben, ist der Bereich (P) quadrierbar. Ist diese Bedingung erfüllt, 
dann ist der erwähnte Grenzwert der Flächeninhalt der Figur (P). 


Der Leser kann selbst leicht den Begriff des Grenzwertes, wie er hier auftritt, so- 
wohl mit Hilfe der ‚‚e-ö-Sprache“ als auch mit Hilfe konvergenter Folgen ausdrücken. 

Im Beweis wird nur die Notwendigkeit der angegebenen Bedingungen benötigt. 
Wir nehmen an, der Flächeninhalt P existiere, und beweisen dann die Beziehung 


imdA=limB=P. (4) 


d—0 d—0 
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Für ein gegebenes e> 0 lassen sich solche Vielecke (4) und (B) finden, daß 
B-—-A<eist (Nr. 335); dabei können wir voraussetzen, daß ihr Rand keine Punkte 
mit dem Rand (K) der Figur (P) gemeinsam hat. Wir bezeichnen nun mit ö den kleinsten 
Abstand zwischen den Randpunkten der beiden Vielecke und den Punkten der 
Kurve (X).!) Wenn wir d < ö nehmen, so liegt jedes Teilrechteck, das in wenigstens 
einem Punkt die Kurve (X) trifft, gewiß außerhalb des Vielecks (A) und innerhalb des 
Vielecks (B). Hieraus folgt 


A<SÄS<P<BSE, 


sodßBP—-ÄA<eundB— P<egilt. Daraus ergibt sich (4). 

Offenbar kann man auch auf Gleichung (4) eine Definition des Flächeninhalts auf- 
bauen, die der obigen äquivalent ist. Eine solche Definition ist zwar höchst einfach 
und natürlich; ihre Schwäche ist jedoch ihre (nur scheinbare) Abhängigkeit von der 
Orientierung der Koordinatenachsen. 


337. Klassen quadrierbarer Gebiete. Die Kurve (X), die das Gebiet (P) berandet, spielt . 
bei der Frage nach der Quadrierbarkeit dieses Gebietes eine wesentliche Rolle. Ist das 
Gebiet quadrierbar, dann kann, wie wir in Nr. 335 sahen, die Kurve in ein Vieleck . 
(B — A) eingeschlossen werden (vgl. Abb. 14), das zwischen den Berandungen der 
beiden Vielecke (A) und (B) liegt und den Flächeninhalt B— A <e(e> 0) besitzt. 

Wir nehmen nun umgekehrt an, der Rand (X) lasse sich in ein Vieleck (C') mit dem 
Flächeninhalt © < e (e > 0) beliebig einschließen. Dann können wir ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit voraussetzen, daß (C') die Figur (P) nicht vollständig bedeckt. 
Wir bilden aus den Punkten von (P), die nicht zu (C) gehören, ein Vieleck (A), 
das ganz in (P) enthalten ist. Wenn wir zu (A) das Gebiet (C) hinzufügen, so er- 
halten wir ein Vieleck (B), das (P) insich enthält. Da nın B— A=( und nach 
Voraussetzung Ü < e gilt, folgt mit dem Kriterium aus Nr. 335 die Quadrierbarkeit 
von (P). 

Wir wollen der Einfachheit wegen sagen, die Kurve (K) habe den Flächeninhali 0, 
wenn sie von einem Vieleck mit beliebig kleinem Flächeninhalt bedeckt werden kann. 
Damit können wir auf Grund der oben durchgeführten Überlegungen die Bedingung 
für die Quadrierbarkeit folgendermaßen formulieren: Die Figur (P) ist dann und nur 
dann quadrierbar, wenn ihr Rand (K) den Flächeninhalt O besitzt. 

Im Zusammenhang damit sind die Klassen der Kurven mit dem Flächeninhalt 0 
von Bedeutung. Es läßt sich vor allem leicht beweisen, daß jede stetige Kurve, die 


1) Gegeben seien zwei ‚stetige endliche Kurven. in der Ebene; sie mögen die Parameterdar- 
stellungen 


x = oft), y=yi) (u St=T) (I) 
und 
z=o*Hu), y=-YüÜ) WSUSTU) (II) 


besitzen, wobei o, y, p*, y* stetige Funktionen ihres Arguments sind. Dann ist der Abstand 


Vet) — P*Wu)R + [ylt) — yHa)? 


zwischen zwei beliebigen Punkten dieser Kurven eine stetige Funktion von (ft, u) in dem ab- 
geschlossenen Bereich [ti,, 7; u, U] und besitzt dort folglich ein Minimum (Nr. 173). Wenn 
sich diese Kurven nicht schneiden, so ist dieses Minimum von O verschieden. 


12 Fichtenholz II 
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sich in der expliziten Form 
y=fa) (sxsb) ode =gy) (esy=sd) (5) 
mit stetigen Funktionen f und g darstellen läßt, diese Eigenschaft besitzt. 


Wir betrachten z. B. die erste dieser Gleichungen und zerlegen das Intervall [a, 5] 
so in Teilintervalle [x;, 2;.1] (© = 0,1,...,n — 1), daß dort für ein gegebenes e > 0 


die Schwankung wo; der Funktion f kleiner als 5 ist (Nr. 87). Wenn wir nun wie 


| — a 
gewöhnlich den kleinsten bzw. den größten Wert der Funktion f im ö-ten Intervall mit 
m; bzw. M;; bezeichnen, dann wird die Kurve vollständig durch eine Figur bedeckt, 
die aus den Rechtecken 


EZ Tir1> Ms M;] (ö =(,1,..,n — 1) 

(vgl. Abb. 17) besteht und den Flächeninhalt 
3 (M; — m) (Ga —-%) = Yo; Am; < 5 N 4s, =& 
‘ s z. ; 


besitzt, d. h., die Kurve (5) hat den Flächeninhalt O0. Daraus folgt: 


Wenn die Figur (P) von mehreren stetigen Kurven begrenzt wird, deren jede sich expli- 
zit durch eine der Gleichungen (5) darstellen läßt, so ist (P) quadrierbar. 


un min: GE ANNE 

F—— Inn Or Dein 

En 

» * 
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0 a X Xj+l D:. 


Hat nämlich jede einzelne Kurve den Flächeninhalt 0, so hat auch der ganze Rand 
den Flächeninhalt 0. Aus diesem Kriterium kann man weitere speziellere Kriterien 
herleiten, die sich für die Praxis als zweckmäßiger erweisen. 

Wir nennen eine Kurve, die durch die Parametergleichungen 


=ol), y=YvYl) WSi=sT) (6) 


gegeben ist, glatt, wenn a) die Funktionen p und y im ganzen Intervall [i,, 7] stetige 
Ableitungen haben und b) die Kurve weder Doppelpunkte noch singuläre Punkte 
besitzt ((#’)® + (y’)? > 0). Im Fall einer geschlossenen glatten Kurve sind noch die 
Gleichungen 


ok) =PT), Yyli) =y(T) 


erforderlich. 

Wir zeigen nun, daß eine glatte Kurve den Flächeninhalt O0 hat. Dazu wählen wir 
auf der Kurve einen beliebigen Punkt M, der dem Parameterwert i entspricht. Da M 
ein regulärer Punkt ist, existiert, wie wir in Nr. 223 sahen, ein Intervall 


°=(—6,:+Ö5), 
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4 dem das entsprechende Kurvenstück durch eine explizite Gleichung ausgedrückt 
werden kann. Wir wenden jetzt den Überdeckungssatz (Nr. 88) auf das Intervall 
[fo, T] und dasdieses Intervallüberdeckende System & = {co} von solchen Umgebungen 
an. Das ganze Intervall wird von endlich vielen solcher Umgebungen bedeckt, deren 
jede sich durch eine der expliziten Gleichungen (5) ausdrücken läßt. Nach dem vorigen 
Satz folgt also: Ä 


Jede Figur (P), die von einer oder von mehreren glatten Kurven begrenzt wird, ist 
quadrierbar. 


Dieser Satz gilt auch für den Fall, daß die Kurve endlich viele singuläre Punkte 
besitzt. Denn schließen wir diese Punkte durch beliebig kleine Umgebungen aus, so 
haben wir es wieder mit glatten Kurven zu tun. 


358. Die Darstellung des Flächeninhalts durch ein Integral. Wir wenden uns nun der 
Berechnung der Flächeninhalte ebener Figuren mit Hilfe von Integralen zu. 

Wir wollen zunächst den Flächeninhalt p eines krummlinigen Trapezes ABOD 
(Abb. 18) exakt berechnen. Dieser Aufgabe sind wir früher schon begegnet. Die Figur 
ist von oben durch die Kurve DC begrenzt, die der Gleichung y = f(x) genügt, wobei 
/(x) eine im Intervall [e, b] positive und stetige Funktion ist. Von unten ist die Figur 
durch den Abschnitt AB der x-Achse und seitlich durch die beiden Ordinaten AD 
und BC begrenzt (jede der letzteren kann sich auch auf einen Punkt reduzieren). Die 
Existenz des Flächeninhalts folgt aus Nr. 337. Hier soll nur von seiner Berechnung 
die Rede sein. 


Zu diesem Zweck unterteilen wir das Intervall [a, 5] durch eine Reihe von Punkten 
a=H<H<m<r << <Lr< <,=b. 
Wir bezeichnen mit m; bzw. M; den kleinsten bzw. den größten Wert der Funktion 


f(x) im i-ten Intervall [x;, z;;1] (© = 0,1, ...,n — 1) und bilden die Summen (nach 
DARBOUX) 


s= m, Az, S= }’ M,4xı ; 
i ; 

Sie stellen offenbar die Flächeninhalte der Treppenfiguren dar, die sich aus den ein- 

beschriebenen bzw. den umbeschriebenen Rechtecken zusammensetzen (vgl. Abb. 18). 

Deshalb gilt s < P < $. Strebt nun die größte der Differenzen Az; gegen 0, so haben 

die beiden Summen das Integral 


12* 
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als Grenzwert!), das folglich gleich dem gesuchten Flächeninhalt ? ist: 


b b 
P = [ yd« = [ f(x) de. (7) 


Ist das krummlinige Trapez CDFE von unten und oben durch Kurven begrenzt 
(Abb. 19), die den Gleichungen 


yı=fı@) und % = fe) a srsb) 


genügen, so betrachten wir es als Differenz der beiden Figuren ABFE und ABDC 
und erhalten somit den Flächeninhalt von ODFE in der Form 


b b 
pP = [ (ya —.yı) dx = /[ (2) — ıla)l de. (8) 


Gegeben sei nun ein Sektor AOB (Abb. 20), der durch die Kurve AB und die beiden 
Radiusvektoren OA und OB begrenzt wird (jeder der Radiusvektoren kann sich auch 
auf einen Punkt zusammenziehen). Die Kurve sei in Polarkoordinaten durch die 
Gleichung r = g(0) gegeben; dabei sei g(#) eine im Intervall [a, #] positive und stetige 
Funktion. Hier wird nur die Frage nach der Berechnung des Flächeninhalts P des 
Sektors gestellt, da die Existenz des Flächeninhalts durch die Eigenschaften der 
Berandung der Figur schon gesichert ist. 


Abb. 19 


Wir bringen zwischen & und f die Winkel 
= mn <<< re <<< er <mn=ß 


an (vgl. Abb.20) und ziehen die entsprechenden Radiusvektoren. Wenn wir hier 
wieder den kleinsten bzw. den größten Wert der Funktion g(0) im Intervall [P;, ;,ı] 
mit m; bzw. M’; bezeichnen, so werden die durch diese Radien definierten Kreis- 
sektoren der Figur ein- bzw. umbeschrieben. Die beiden aus den einzelnen ein- bzw. 
umbeschriebenen Sektoren zusammengesetzten Figuren besitzen den Flächeninhalt 


=> 2 mA; bzw. E= LM 40, 


1) Auf Grund von Satz 1 aus Nr. 336 ist das krummlinige Trapez ABCD quadrierbar. Um die 
dort erwähnten Folgen von Figuren zu erhalten, kann man z.B. das Intervall in gleiche 
Teile zerlegen. | 
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und es gilt offenbar o < P< &. Man sieht leicht, daß die Summen o und & die Dar- 
bouxschen Summen für das Integral 


ß | 
5 | por 


sind. Strebt die größte der Differenzen 49; gegen 0, so haben sowohl o als auch 2’ dieses 
Integral als Grenzwert;!) also gilt 


ß ß 
1 | i 


339. Beispiele. 
1. Man bestimme den Flächeninhalt P der Figur, die von der Kettenlinie y = a cosh = j 
a 


der x-Achse und den beiden Ordinaten in den Abszissen 0 und x begrenzt wird (vgl. Abb. 9, 
S. 162). Es gilt 


zT 
P= [a oh as = a*sinh & - as, 
a a 


wobei s die Länge des Bogens AM der Kettenlinie ist (vgl. Nr. 331, Beispiel 1). Der gesuchte 
Flächeninhalt von AOPM ist also gleich dem Flächeninhalt des Rechtecks, das aus den Seiten 
PS und SM gebildet wird (denn es ist SM = AM). 


Abb. 21 


2 2 
2. Gegeben sei die Ellipse — + % —1 und auf ihr ein Punkt M(x,y) (Abb. 21). Man 
a 
bestimme den Flächeninhalt des ae ge Trapezes BOKM und des Sektors OMB. 


Aus der Ellipsengleichung folgt y = — ara — x?, so daß auf Grund von (7) der Flächeninhalt 
von BOKM gleich 


Fr [* Ya? — & &2dE= 5 arcsin — eh 2 la — ? = = arcsin — + 2Y 


1) Hier könnte man eine zu der Fußnote auf S. 180 analoge Bemerkung machen, jedoch mit 
dem Verweis auf Satz 2 aus Nr. 336. 
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ist. Da der letzte Summand den Flächeninhalt des Dreiecks OKM darstellt, erhalten wir für 
den Flächeninhalt des Sektors OMB den Ausdruck 


ab iu 3 
P, = — arcsin —. + 
2 a 


Im Fall x = a finden wir für den Flächeninhalt einer Viertelellipse den Wert .. so daß 


für die ganze Ellipse P = rab gilt. Für den Kreis (a =b = r) ergibt sich die bekannte Formel 
P=rr. 
2 3 
3. Gegeben sei die Hyperbel — _ 5 =1 und auf ihr ein Punkt M(x, y) (Abb. 22). Man 
a 
bestimme den Flächeninhalt der Figuren AKM, OAM und OAML. 


Abb. 22 


Aus der Hyperbelgleichung folgt y = La x? — a2, und nach Formel (7) gilt für den Flächen- 
inhalt der Figur AKM 1” 


L 
[7 


Bi [Tea - |; 7@-5ı (+ eZe)| 


u 22.09 
1, tn ztleo® ı; 
2 a 
Wegg —— — > kann man diesen Ausdruck in der symmetrischen Form 


1 1 x, y 
my nyt (2+7) 


schreiben. Hieraus ergibt sich leicht für den Flächeninhalt von OAM 


für den Flächeninhalt von OAML 


1 1 2. y 
P. = — Guru — — 1. 
3 St zen (O4) 
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Bemerkung. Auf Grund der eben erhaltenen Resultate kann man eine Analogie zwischen 
den trigonometrischen und den hyberbolischen Funktionen herstellen. Wir vergleichen dazu den 
Einheitskreis 2? + y?=1 und die gleichseitige Hyperbel =? — y? = 1 (Abb. 23a, b). Diese 
Kurven haben die Parameterdarstellung: 


Kreis: OP =z= cost, PM =y=sint; | 
Hyperbel: ÖOP=x= cosht, PM =y= sinht. 
Während beim Kreis die geometrische Bedeutung von t klar ist (= x MOA), ist bei der 
Hyperbel eine geometrische Deutung des Parameters # nicht möglich. Man kann jedoch für den 
Kreis auch eine andere Erklärung des Parameters geben: t ist gleich dem doppelten Flächeninhalt 


des Sektors MOA (oder des Sektors M’OM). Es zeigt sich, daß sich diese Deutung auch auf den 
Fall der Hyperbel übertragen läßt. Sind nämlich die Koordinaten des Punktes M gleich 


et ei t_o-i 
x = cosht = —— y = sinht = ———, 


soist <+y=e’undi=In (x -+Yy). Wenn wir in der obigen Formel für J,nuna=b=1 
setzen, so sehen wir, daß t gleich dem doppelten Flächeninhalt des Sektors MOA ist (wie beim 
Kreis). 


\ 


N 


NZ 


a) 


Abb. 23 


E 4 


Die Abschnitte PM und OP stellen also beim Kreis den Sinus bzw. den Kosinus des doppelten 
Flächeninhalts des Kreissektors MOA dar; bei der Hyperbel drücken die entsprechenden Ab- 
schnitte den hyperbolischen Sinus bzw. Kosinus des doppelten Flächeninhalts des Hyperbel- 
sektors MOA aus. Die hyperbolischen Funktionen spielen also bezüglich der Hyperbel die 
entsprechende Rolle wie die trigonometrischen Funktionen (Kreisfunktionen) in bezug auf den 
Kreis. 

Mit der Deutung des Arguments der hyperbolischen Funktionen als Flächeninhalt ist auch 
die Bezeichnung ihrer Umkehrfunktionen (vgl. Nr. 49, Beispiel 3 und 4) 1 


Arsinh x, Arcosh z, ... 


verknüpft. Die Buchstaben Ar bedeuteten die Anfangsbuchstaben des lateinischen Wortes 
area (= Fläche). 

4. Man bestimme den Flächeninhalt P der Figur, die von den Koordinatenachsen und der 
Parabel Yx + Yy — Ya (a >0) begrenzt wird. 


G 
Lösung. P= f ydı= Zar. (Der Leser möge sich selbst eine Zeichnung anfertigen.) 
0 
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5. Man bestimme den Flächeninhalt der Figur, die zwischen den beiden kongruenten Para- 
beln y? = 2pxr und x? = 2py liegt (Abb. 24). 
Offenbar muß man die Formel (8) benutzen, wobei hier 


22 
=: Y=1V2pe 
2p 
gilt. Zur Bestimmung des Integrationsintervalls müssen wir die Abszisse des Schnittpunkts M 
der beiden Parabeln kennen, der von dem Schnittpunkt im Koordinatenursprung verschieden 
ist; sie ist gleich 29. Es gilt also 


2p 
— 2? 2 .— 23 
iz =, “ (3? ) 
1) 


2p 4 
zu m 2, 
3? 


0 


Abb. 24 


6. Man bestimme den Flächeninhalt P der Ellipse 
Ax® +2Bıy + CP? =1 (4AC — B®>0,0>0). (10) 
Lösung. Aus (10) folgt | 


— Bt — YBı2 — ((Ax? — 1) 


Yı = C ; 9 


—Bt + YBx? — C(Az® — 1) 
CO ’ 


y’- 
wobei y, und y, nur dann reelle Werte besitzen, wenn x die Ungleichung C — (40 — B?) 2? >0 


erfüllt, d. h., wenn sich x im Intervall [—o,0], & = IE 
Flächeninhalt ist gleich yAC — B? 


P= |u-wir- [VO-U0- Bra 


befindet. Der gesuchte 


! 


2 Ä 2 1 H 
= — JAC— B | Ya? — de = —YAC — Be. — nat = ———, 
C 6 yo YAC— B: 
—0&% 
7. Zum Schluß sei eine Ellipse durch die allgemeine Gleichung 
ax° + 2bzy + cy + 2de +2ey+f=0 


gegeben; man bestimme ihren Flächeninhalt P. 
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Diese Aufgabe kann auf die vorhergehende zurückgeführt werden. Wenn wir den N ullpunkt 


des Koordinatensystems in den Mittelpunkt (£, 7) der Ellipse verschieben, der sich bekanntlich 
aus den Beziehungen 


atbntd=0, 


11 
bE+-ente=0 ya 
bestimmen läßt, so erhält die Ellipsengleichung die Gestalt 
a + 2by + +f=0 
mit 
E+ten+/=f. (12) 
Eliminieren wir & und n aus (11) und (12), so finden wir 
a b d 
bc e |=0; 
de -f 
daraus folgt 
ab d 
re nm mit A= 1 
= oz; ®i = Ib c e|.!) 
de / 


Die erhaltene Gleichung läßt sich leicht auf die in Beispiel 6 benutzte Form bringen; man 
braucht nur 


TE B-_> EEE? 
f' fr r 
zu setzen. Der Flächeninhalt der Ellipse ist also gleich 
De Ele 
Yac — b2 (ac — b?)31? 


8. Die Formel (7) kann auch dann verwendet werden, wenn die Kurve, die das krummlinige 
Trapez begrenzt, in Parameterdarstellung durch Gleichungen der Form (6) gegeben ist. Ersetzt 
man im Integral (7) die Variable, so erhält man (unter der Voraussetzung, daß x = «a für 
i=4Wunde=bfürt=T ist) 


ei f 


t 


Wenn .man z.B. bei der Berechnung des Flächeninhalts einer Ellipse von der Parameter- 
darstellung 


T T 
2 [»7 d= [ro o’(t). dt. (13) 
0 io 


z=acost, y=bsint 
ausgeht und berücksichtigt, daß i von x bis 0 abnimmt, wenn x von —a bis +a zunimmt, so er- 
gibt sich, da dort y > 0 ist, 
T 
[sin tdi=nrab. 
| 0 
(Wir haben hier die obere Hälfte der Ellipsenfläche berechnet und dann verdoppelt.) 


0 
P=2[bsint. (—asint) dt = 2ab 
TT 


1) Offenbar sind /’ und A negativ (sonst wird durch die Gleichung keine reelle Kurve dar- 
‚gestellt). 
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9, Analog läßt sich auch der Flächeninhalt der Figur berechnen, die von der Zykloide x = a 
x(t— sint),y= «(1 — cost) begrenzt wird. Nach Formel (13) gilt 


27 
= dra?. 
0 


2re 
A 1. 
P= [al - cost = a (Zt —2eint + ein 2) 
0 


Der gesuchte Flächeninhalt ist also gleich dem dreifachen Flächeninhalt des erzeugenden 
Kreises. 


10. Man bestimme den Flächeninhalt einer Schleife der Archimedischen Spirale r = ad 
(Abb. 25). 
Nach Formel (9) gilt 
j ar } 
a 
in 2 d9 — — 03 
P, ze [ 6? dO 5 


0 


art 


L 


ze a?. 
3 


0 
Nun ist der Flächeninhalt eines Kreises mit dem Radius 2ra gleich 4rr?a?. Der Flächeninhalt 


einer Schleife der Spirale ist also gleich einem Drittel des Flächeninhalts dieses Kreises. (Dieses 
Resultat war schon ARcHIMEDES!) bekannt.) 


Abb. 25 


N 


Ferner läßt sich beweisen, daß die Flächeninhalte der Figuren, die zwischen aufeinander- 


folgenden Schleifen der Spirale eingeschlossen sind, eine arithmetische Folge mit der Differenz 
8r°a® bilden. 


11. Man bestimme den Flächeninhalt der Schnecke r = a cos 9 + b für b <a. 
Nach Formel (9) gilt 


—— 


\ 


2rc 
P=, | (@aco8 +5)30 
0) 


BEN LER FEENER Ä 
in (G a +3°)0 4 1 a sin20 + 2ab sin 0| 


Ze 
0 


—— nn (a? —- 2b?). 
2 
Insbesondere ist der Flächeninhalt der Kardioide (b = a) gleich I ra? 


!) ARCHIMEDES, um 250 v.u. Z., griechischer Mathematiker und Naturforscher. 
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12. Man berechne den Flächeninhalt der Lemniskate r? = 2a? cos 20. Er ist gleich dem 
doppelten Flächeninhalt der rechten Schleife, der einer Änderung des Winkels 0 von “ bis 
+ Be entspricht: 


i rı/4 11/4 
P=2. ze [es 2900 = 1a? | 00820 d6 — da®, 
—r/4 0 


13. Man bestimme den Flächeninhalt des Oartesischen!) Blattes © + y’ — sary=(. 

‚Dazu gehen wir zu Polarkoordinaten über. Setzen wir in die gegebene Gleichung die Trans- 
formationz = rcos0,y=rsin dein und dividieren wir durch r?, so erhalten wir die Gleichung 
in Polarkoordinaten: 


3a sin 0 cos O 
sin?O + co80° 


Da der Winkel 0 im ersten Quadranten von 0 bis = variiert, gilt nach (9) 


r/2 
9a? sin? 0 cos? 0 


2 (sin? 6 -+- cos? 0)? 
0) 


m 
GV —. 


Ersetzen wir sin 0 durch tan 0 cos 0, so nimmt der Ausdruck unter dem Integral die Gestalt 


tan?2@ dtan 9 
(1 + tan? 0)? 


an, woraus sich sofort die Stammfunktion 


u 1 __t 0080 
3 1+tan?O 3 sin?0 + cos? 9 


ergibt. Also ist 


P— _ 3a? cos? 9 r/2 = 


2 sin0+co®0lo 
14. Man löse die Aufgabe 6 unter Verwendung von Polarkoordinaten. 
Lösun g. Führen wir Polarkoordinaten ein, so erhält (10) die Form ‘ 
= IENEERETER URL. SUREIRIEEREREIEREEN . 

A cos®?9 + 2B cos sin 0 + CO sin? 


Dann ergibt sich mit Hilfe von (9) sofort (vgl. Nr. 309, Beispiel 9) 


rı/2 
P-2 1 = dd = Te 
u 2 A cos?0 + 2B cos6#sind + C sin? YAC—_B 
—n/2 


“Der Flächeninhalt der ganzen Ellipse ist hier als doppelter Flächeninhalt der im ersten und 
vierten Quadranten liegenden Teile dargestellt. Welche Schwierigkeiten treten auf, wenn man 
das Ergebnis aus Nr. 288, Beispiel 10, zur unmittelbaren Berechnung des Flächeninhaltes der 
Ellipse verwendet? 


1) Ren£ DESCARTES (RENATUS Cartesıvs), 1596— 1650, französischer Philosoph, Mathematiker 
und Physiker. 
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15. Man kann die Formel (9) auch dann verwenden, wenn die Kurvein Parameterdarstellung 
(6) gegeben ist. Wegen 


„dy _ de 
y 4 d d 
r=22+y8, 0 = arctan und Ed zr% 
gilt 
1 i/ dy de 
— 7240 = —Ir— — —y]d 
en a 1’) 


Wenn einer Änderung von 9 zwischen & und ß eine Änderung von £ zwischen ti, und 7 ent- 
spricht, so.ist 
dy de 


T T 
1 
er ( W_ 2 ) ul F [pte) y’) — PO vlt. (14) 
7 


8 


Diese Formel wird wegen ihrer Symmetrie häufig für kompliziertere Rechnungen benutzt. 
Wenn man mit ihrer Hilfe z. B. den Flächeninhalt der Ellipse aus der Parameterdarstellung 
x = 4cost, y = asint berechnet, so ergibt sich 


2rı 2rt 
P= [(acost-boose + asint-beinnau= ab | di=mab. 
0 0 


16. Wir berechnen mit Hilfe der Formel (14) noch einmal den Flächeninhalt der Astroide 
x = 4cos?t, y= asin?t. Wir erhalten 


2rt 
1 - 
P= 5 | Taoos®t-3usin® cost + 3a cds®teind-a sin! 1]. 
J 


2rt 
a sin? tcostdi— a2 N 
2 16 4 


27T 3 
= —ra?. 
8 


0 


340. Definition des Volumens. Seine Eigenschaften. Wir gehen jetzt, ähnlich wie in 
Nr. 335, wo wir zur Definition des Flächeninhalts einer beliebigen ebenen Figur von 
dem Begriff des Flächeninhalts eines Vielecks ausgingen, zur Definition des Volumens 
eines Körpers von dem Volumen eines Polyeders aus. 

Gegeben sei ein beliebig geformter Körper (V), d. h. ein bechränkter abgeschlossener 
Bereich im dreidimensionalen Raum. Die Berandung ($) des Körpers sei eine ge- 
schlossene Fläche!) (oder mehrere solcher Flächen). Wir betrachten nun ganz im 
Körper (V) enthaltene Polyeder (X) mit dem Volumen X und den Körper (V) voll- 
ständig enthaltende Polyeder (Y) mit dem Volumen Y. Es existiert stets eine obere 
Grenze V„ von X und eine untere Grenze V* von Y derart, daß V„ = V* ist. Diese 
beiden Werte könnten auch inneres bzw. äußeres Volumen des Körpers heißen. Wenn 
die beiden Grenzen 


V„=sup{X} und V*=inf{Y} 
übereinstimmen, so nennen wir ihren gemeinsamen Wert V das Volumen des Körpers 
(V). In diesem Fall nennt man den Körper (V) oft auch kubierbar. 


Hieraus sehen wir leicht, daß das Volumen genau dann existiert, wenn zwei Polyeder 
(X) und (Y)) derari existieren, daß Y — X < e für jedes positive e ist. 


1) Wir meinen damit eine stetige Fläche, die eine Parameterdarstellung zuläßt. 
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Ferner gilt: Wenn ein Körper (V) in zwei Körper (V,) und (V,) zerlegt wird, dann 
folgt aus der Existenz der Volumina von nur zwei dieser Körper die Existenz des Volu- 
mens des dritten Körpers. Dabeö ist 


V=V,+J,, 


d. h., das Volumen ist additiv. 
Die Sätze 1 bis 3, die in Nr. 336 für den Flächeninhalt bewiesen wurden, lassen sich 
ohne weiteres auf Volumina übertragen: 


1. Der Körper (V) hat dann und nur dann ein Volumen, wenn zwei Folgen von 
Polyedern (X,) und (Y,) derart existieren, daß die erste Folge vollständig in (V) ent- 
halten ist, die zweite Folge den Körper (V) ganz enthält und beide Folgen gegen einen 
gemeinsamen Grenzwert streben: 


ImX,=limY,=V. 


Dieser Grenzwert ist das Volumen des Körpers (V). 
Es ist auch zweckmäßig, den Satz zu erwähnen, in dem an Stelle von Polyedern 
beliebige Körper mit bekannten Volumina verwendet werden: 


2. Können für den Körper (V) zwei Folgen von Körpern (T,) und (U,), die ein Vo- 
lumen besitzen, derart konstruiert werden, daß die erste Folge vollständig in (V) enthalten 
ist, die zweite den Körper (V) ganz enthält und beide Folgen gegen einen gemeinsamen 
Grenzwert streben, 


lim T, — lim U, = Vv, 
dann hat der. Körper (V)) ein Volumen, und dieses ist gleich dem genannten Grenzwert. 


Zum Schluß erinnern wir an die Möglichkeit, Polyeder zu wählen, mit deren Hilfe 
sich der betrachtete Körper besonders bequem annähern läßt. Wir schließen den 
Körper in ein Rechtflach (W) ein, dessen Seiten zu den Koordinatenebenen parallel 
sind, und zerlegen es durch ein System von Ebenen, die den Seiten des Rechtflachs 
parallel sind. Aus den Rechtflachen, die in (V)) liegen, bilden wir den Körper (X) 
und durch Hinzufügen der Rechtflache, die aus dem Körper teilweise herausragen, 
den Körper (Y'). Diese Körper sind Spezialfälle der Polyeder (X) und (Y)), von denen 
oben die Rede war. Mit d bezeichnen wir die größte Diagonale aller Rechtflache, in 
die das Rechtflach (W) zerlegt wurde. 


3. Der Körper (V) besitzt dann und nur dann ein Volumen, wenn die Volumina X 
und Y für d—0 gegen einen gemeinsamen Grenzwert V streben. Ist diese Bedingung 
erfüllt, so stellt dieser Grenzwert das Volumen des Körpers (V) dar. 


Die Beweise dieser Sätze überlassen wir dem Leser. Sie können leicht durch ähn- 
liche Überlegungen wie in Nr. 336 geführt werden. 


341. Die Klassen der Körper, die ein Volumen besitzen. Wie beim Flächeninhalt hängt 
die Existenz des Volumens eines Körpers ganz von den Eigenschaften seiner Be- 
grenzung (8) ab. Man kann leicht das folgende Kriterium aufstellen (vgl. Nr. 338): 
Das Volumen des Körpers (V)) existiert dann und nur dann, wenn seine Grenzflächen ($) 
das Volumen O besitzen, d. h., wenn man die Grenzflächen in ein Polyeder mit beliebig 
kleinem Volumen einschließen kann. 
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Zu den Flächen mit des: Volumen 0 gehören vor allem die Flächen, die sich durch 
eine der drei expliziten Gleichungen 


2= fm, y), y=g9%,x), x = h(y,z) 


darstellen lassen, wobei f, g, h steige Funktionen beider Argumente in gewissen be- 
schränkten Bereichen sind. 

Es sei etwa in einem Bereich (P), der sich in einem Rechteck (R) befinde, die erste 
Gleichung gegeben. Nach dem Satz aus Nr. 174 kann dieses Rechteck in so kleine 
Rechtecke (R,),i=1,2,...,n, zerlegt werden, daß die Schwankung der Funktion f 
in den Teilen (P;) von (P), diein (R;) liegen, kleiner als r ist (e beliebig positiv). 
Wenn m; bzw. M, der kleinste bzw. der größte Wert der Funktion fin (P;) ist, so 
kann die ganze Fläche in ein Polyeder eingeschlossen werden, das aus den Recht- 
flachen mit den Grundflächen R; und den Höhen w; = M,; — m; besteht. Das Vo- 
lumen dieses Polyeders ist gleich 


ZoR<5lh=s, 


was zu beweisen war. 

Hieraus folgt:"Wird ein Körper (V) von stetigen Flächen begrenzt, deren jede sich 
durch eine explizite Gleichung (eines der drei Typen) ausdrücken läßt, so hat dieser 
Körper ein Volumen. 

Um ein speziell in der Praxis anwendbares Kriterium anzugeben, definieren wir den 
Begriff der glatten Fläche. 

Gegeben sei eine Fläche durch die Parametergleichungen 


= plu, dv), y=yl(u,v), z=yx(u,®), 


wobei die Funktionen 9, y, xy und ihre partiellen Ableitungen in einem gewissen ab- 
geschlossenen Bereich (Q) der u,v-Ebene stetig sein sollen. Die Berandung (Z) dieses 
Bereiches bestehe aus glatten Kurven. Schließlich setzen wir voraus, daß die Fläche 
keine mehrfachen oder anderen singulären Punkte hat. Sind diese Bedingungen er- 
füllt, so heißt die Fläche glatt. 

Es sei M ein beliebiger Flächenpunkt, der durch die Parameterwerte v=% und 
v = bestimmt sei. Da er nach Voraussetzung nicht singulär ist, kann man (vgl. 
Nr. 2281)) in der %,d-Ebene eine Umgebung 

= —-6,U +65 —06,5+ 0) 

derart finden, daß der entsprechende Teil der Fläche durch eine explizite Gleichung 
ausgedrückt werden kann. Nun läßt sich nach dem Überdeckungssatz (Nr. 175) ein 
abgeschlossener Bereich (9) durch ein System 2 = {5} von endlich vielen solcher Um- 
gebungen überdecken. Es ist also möglich, die betrachtete glatte Fläche in endliche 
viele Teile zu zerlegen, von denen jeder einzelne durch eine explizite Gleichung (eines 
der drei Typen) ausgedrückt werden kann. Hieraus folgt, daß eine glatte Fläche das 
Volumen O hat. 


Damit ist bewiesen, daß Körper, die von einer oder von mehreren glatten Flächen be- 
grenzt sind, ein Volumen besitzen. 


\ 


1) Liegt der Punkt (z, v) auf dem Rand (L) des Bereichs (Q), so ist das in Nr. 282 Gesagte zu 
betrachten. 
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Wir können übrigens auf den den Körper begrenzenden Flächen endlich viele 
singuläre Punkte zulassen, die in Umgebungen mit beliebig kleinem Volumen ein- 
geschlossen werden können. 


342. Die Berechnung des Volumens mit Hilfe eines Integrals. Wir beginnen mit dem 
beinahe trivialen Satz: Das Volumen eines geraden Zylinders mit der Höhe H und einer 
quadrierbaren Grundfläche (P) ist gleich dem Produkt aus Grundfläche und Höhe: 
V= PH. | 

Wir wählen Folgen von Vielecken (A,) und (B,) (vgl. Nr. 336, Beispiel 1), die ganz 
in (P) enthalten sind bzw. (P) ganz enthalten, so daß ihre Flächeninhalte A, und B, 
für n — oo gegen P streben. Errichtet man auf diesen Vielecken gerade Prismen (X,,) 
und (Y,) mit der Höhe ZH, so streben ihre Volumina 


X,=A,H, Yı=B,H 


gegen den gemeinsamen Grenzwert V =-PH, welcher auf Grund von Satz1 aus 
Nr. 340 gleich dem Volumen des Zylinders ist. 


! 


X 
ea: 
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Wir betrachten jetzt einen Körper (V), der zwischen den beiden Ebenen x = a 
und & = b liegt, und unterteilen ihn durch Ebenen, die senkrecht zur x-Achse liegen 
(Abb. 26). Die Schnittfiguren seien quadrierbar, und der Flächeninhalt P(x) des 
Schnittes bei der Abszisse x sei eine stetige Funktion von x (füra sx sb). Werden 
zwei beliebige Schnittfiguren unverzerrt auf eine beliebige, zur x-Achse senkrechte 
Ebene projiziert, so wird entweder eine Projektion die andere enthalten (wie in 
Abb. 27a), oder sie werden einander teilweise bedecken oder nebeneinander liegen 
(Abb. 27b, c). 
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Wir betrachten zunächst den Fall, daß eine der beiden Projektionen die andere voll- 
ständig enthält. Unter dieser Voraussetzung kann man behaupten, daß der Körper 
(V) ein Volumen besitzt, welches sich durch die Formel 


b 
V = [ Pia) de (15) 


ausdrücken läßt. Zum Beweis unterteilen wir das Intervall [a, 5] auf der x-Achse 
durch die Punkte 
= y <u< <<; <iu<e<m—=b 

und zerlegen den Körper in Schichten, indem wir in jedem Teilpunkt x; eine Ebene 
x = x; anbringen. Wir betrachten die ö-te Schicht, die zwischen den Ebenen « =z,; 
und =2ı4(@=0,1,...,n — 1) liegt. Im Intervall [x;, x;;1] habe die Funktion P(x) 
den größten Wert M; und den kleinsten Wert m;. Wenn man alle Schnitte, die ver- 
schiedenen Werten von x aus diesem Intervall entsprechen, auf eine Ebene, etwa 
x = x;, projiziert, so sind sie (nach Voraussetzung) alle in dem größten Schnitt mit 
dem Flächeninhalt M/;; enthalten, und andererseits enthält jeder Schnitt denjenigen 
mit dem kleinsten Flächeninhalt m;. Wenn über dem größten und dem kleinsten 
Schnitt gerade Zylinder mit der Höhe Ax = x;,1 — x; errichtet werden, so enthält 
der größere der beiden die ganze Schicht, und der kleinere ist ganz in der Schicht ent- 
halten. Auf Grund der eingangs gemachten Bemerkung ist das Volumen dieser beiden 
Zylinder gleich M, Az; bzw. m; Ax;. 

Aus den umbeschriebenen Zylindern bilden wir den Körper (U), aus den einbe- 
schriebenen den Körper (T); die Volumina dieser Körper sind 


3M; 4x; bzw. Sm; Ag;. 
‘ ‘ 


Geht A = max Az; gegen 0, so streben beide Volumina dem gemeinsamen Grenzwert 
(15) zu. Wegen Satz 2 aus Nr. 340 ist dies das Volumen des Körpers (V).*) 

Einen wichtigen Spezialfall, bei dem die obigen Bedingungen über die Anordnung 
der Projektionen der Schnitte erfüllt sind, bilden die Rotationskörper. Wir nehmen an, 
in der x,y-Ebene sei eine Kurve y= f(x), a<sx< b, gegeben, wobei f(x) stetig und 
nichtnegativ sein soll, und lassen das entsprechende beschränkte krummlinige Trapez 
um die x-Achse rotieren (Abb. 28a, b). Der Körper, den man erhält, gehört offenbar 
zu dem Fall, den wir betrachten wollen, denn die Projektionen der Schnitte auf eine 
zur x-Achse senkrechte Ebene sind konzentrische Kreise. Hier ist 


Pie) = rny’ = re), 
also 
b 


b 
V‚=r/|yde=r/[[fe)) de. (16) 


Wenn ein krummliniges Trapez von unten bzw. von oben durch die Kurven 
Yı = fIı(&) bzw. % = fa(x) begrenzt ist, so gilt offenbar 


b b 
V=-r:/%- ld =r/[ ha) — Ih@)P) de, (17) 


1) Teilt man z. B. das Intervall in gleiche Teile, so kann man leicht jene Folgen von einbeschrie- 
benen und umbeschriebenen Körpern auswählen, von denen in dem zitierten Satz gesprochen 
wurde. 
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obwohl hier die Voraussetzung über die Schnitte nicht erfüllt zu sein braucht. Im 
allgemeinen läßt sich das bewiesene Resultat leicht auf Körper erweitern, die man 
durch Addition oder Subtraktion von Körpern erhält, welche die angegebene Voraus- 
setzung erfüllen. 


Im allgemeinen Fall kann man nur folgendes behaupten: Besitzt der Körper (V) 
ein Volumen!), dann läßt es sich durch die Formel (15) ausdrücken. 

Für ein gegebenes e> 0 lassen sich nämlich zwischen den Ebenen =a und 
x = b zwei aus Parallelepipeden zusammengesetzte Körper (X) und (7) so legen, daß 
der erste in (7) enthalten ist, der zweite (V) enthält und außerdem Y— X <e ist. 
Da wir auf diese Körper offenbar die obige Formel anwenden können, gilt | 


b b 
X= f Az) de, Y= [| B(«) dr, 


wobei A(x) und B(x) die Flächeninhalte ihrer Querschnitte bezeichnen. Andererseits 
gilt wegen A(x) Ss Pax) s Bir) 


a b 2 
X=[ Aa)de< [ Pia)de< [Ba)de=Y, 


b 
so daß das Volumen V, d.h. das Integral f P(x) dx, zwischen den beiden Grenzen X 


a . 
und Y liegt, die sich um weniger als e voneinander unterscheiden. Daraus folgt. die 
Behauptung. ' 


1) Dies ist z. B. der Fall, wenn der Körper von einer oder von mehreren glatten -Flächen be- 
grenzt wird. 


13 Fichtenholz II 
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343. Beispiele. 


1. Man berechne das Volumen V eines Kreiskegels mit dem Grundflächenradius r und der 
Höhe h. Dazu legen wir durch die Achse des Kegels eine Ebene und wählen in dieser Ebene das 
Koordinatensystem so, daß die x-Achse mit der Achse des Kegels übereinstimmt und die 
y-Achse senkrecht zur Kegelachse durch die Kegelspitze verläuft (Abb. 29). Die Gleichung der 
Erzeugenden dieses Kegels lautet dann 


BE 
Y a“ 


und nach Formel (16) erhalten wir 


h 
r \2 rer? a? |R 
= r— dr = — — 
a! 
0 


2 2 3 
2. Man drehe die Zllipse — + 7 — 1 um die x-Achse. Wegen 7? = — (a? — x?) erhalten 
a 


wir für das Volumen des Rotationsellipsoids 


x? 


np b® - b* 
V=r| —(d — )de=2r — | (a? — 2?) de = 27 — [a?r — — 
a? a? a? 3 
a 0 


—= — rab®, 


0 


Analog ergibt sich für das Volumen des Körpers, der durch Drehung um die y-Achse ent- 
steht, — ra°b. Setzen wir in diesen Formeln a=b5b= r, so finden wir für das Volumen der 


Kugel mit dem Radius r den bekannten Wert — ar. 


3. Man bestimme das Volumen des Körpers, der durch Drehung der Kettenlinie y = a cosh — — 
entsteht und zwischen den Schnitten bei 0 und x liegt. Wir erhalten 


x L 
V a = zei + cosh 7 de 
a 2 a 
N) 0 
en (* Hz 2) = na en) 
2 2 a 2 a a 


In Nr. 331, Beispiel 1, wurde gezeigt, daß a sinh — die Länge des Bogens s der Kettenlinie 
darstellt. Damit ergibt sich schließlich 


‚= — na(az + sy). 8 
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4. Man bestimme das Volumen des Körpers, der durch Drehung eines Bogens der Zykloide 
x = alt — sint), y=all — cost) ( StS 2r) 


um die z-Achse entsteht. Die Parameterdarstellung der Kurve erleichtert uns die Einführung 
der Substitution 


x =alt — sint), de = all — cost) dt 
in die Formel 
2r 
‚= n [ y? de. 
0 


Damit gilt 
2T0 


2rc 
‚= rar | — cost)? dt = ra? (2 — 4sint + —sin2t + sin? ) 
0 


— Srra?. 


5. Man bestimme das Volumen des Körpers, der durch Drehung der Astroide 22/3 + y? = a2? 
um die x-Achse entsteht. Hier erhalten wir 


G 
y = (al? — z21?)312, V‚= x [ (a2/3 — 2213)? de = — mas, 


Als Übung kann die Rechnung wiederholt werden, indem man von der Parameterdarstellung 
der Astroide ausgeht (man verfahre wie in Beispiel 4). 


6. Man bestimme das Volumen des Körpers, der durch Schnitt des Paraboloids 2az = x? + y? 
mit der Kugel x? + y? + 2? = 3a? entsteht. 


Lösung. Sowohl diese beiden Körper als auch ihr Schnittkörper sind Rotationskörper um 
die z-Achse. Die Schnittkurve der beiden Oberflächen liegt in der Ebene 2 = a. 

Die zur z-Achse senkrechten Ebenen schneiden den betrachteten Körper in Kreisen. Die 
Quadrate der Radien dieser Kreise sind gleich 2az für z<Sa und gleich 3a? — 2? fürz a. 
Mit einer zu (16) analogen Formel erhalten wir 


a a Y3 
V- ma [zde+n | Ge )de- 


) a 


ra? = 


6y5 ae 


7. Man bestimme das Volumen des Körpers, der durch Schnitt der Kugel &® + y? +22 = R2 
mit dem Kegel © = y? + 2? (x Z 0) entsteht. 


Hinweis. Die beiden Flächen schneiden sich in der Ebene z = Ra ‚Wir erhalten also 


R/Y2 R 
Ver([zd+n (Ri — 22) da = F-(2- Y2). 


0 R|V2 


Bis jetzt betrachteten wir Beispiele für die Anwendung der speziellen Formel (16).. Wir 
gehen nun zur allgemeinen Formel (15) über. Da die Existenz des Volumens in allen Fällen 
z. B. mit Hilfe der Überlegungen aus Nr. 341 leicht bewiesen werden kann, halten wir uns damit 
nicht auf, sondern beschäftigen uns nur mit der Berechnung des Volumens. 


13* 
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8. Man bestimme das Volumen eines Zylinderabschnitts, d.h. des geometrischen Körpers, 
der von einem geraden Kreiszylinder mit Hilfe einer Ebene durch den Durchmesser des Grund- 
kreises abgeschnitten wird (Abb. 30). 


Abb. 30 Abb. 31 


Der Zylinder habe einen Grundkreis mit dem Radius a: x? + y? s a?. Die Schnittebene ent. 


halte den Durchmesser AA’ und bilde mit der Ebene des Grundkreises den Winkel «. Wir be- 
stimmen den Inhalt einer Schnittfläche, die auf der x-Achse senkrecht steht und diese in einem 
Punkt M schneidet. Diese Schnittfläche ist ein rechtwinkliges Dreieck; offenbar gilt für den 
Flächeninhalt des Dreiecks MNP 


P(x) = —y tına= — (a? — z?)tano, 


so daß nach Formel (15) 
177 
V‚= — tan fe — )de= — a taına = — ash 
—a 


folgt, wobei = KL die Höhe des Zylinderabschnitts ist. 

Natürlich erhält man dasselbe Resultat, wenn man von den Inhalten der zur y-Achse senk- 
rechten Schnittflächen ausgeht (Abb. 31). Jede Ebene durch einen Punkt M mit der Ordinate y 
schneidet den Körper in einem Rechteck mit dem Flächeninhalt 


P(y) = 2zytana = 2tana-yYa? — 22. 
Daher ist analog zu (15) ” \ 


h 
14 


V=2tana fr Ya — „2dy= ——tan a - (a? — y?)2l2 = Zar tan o. 
0 
9. Man bestimme das Volumen des Ellipsoids 
a yo z2 
ee Tl 
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(Abb. 32). Die Ebexie, die in einem Punkt M (x) auf der z-Achse senkrecht steht, schneidet das 
Ellipsoid in einer Ellipse, deren gerade Projektion auf die y,2-Ebene durch die Gleichung 


y® 22 


og 
2 
a a? 


gegeben ist. Ihre Halbachsen sind also 


2 2 
1-5 bzw. ur 
a? a? 


und ihr Flächeninhalt (vgl. Nr. 339, Beispiele 2, 8 und 15) ist 


—1 (x = const) 


a? a? 


P(x) = rbc ( — 5) — a2 (a? — 22). 


Mit (15) folgt also für das gesuchte Volumen 


u = (a? — x?) de = — rabec. 


Abb. 32 


10. Man bestimme das Volumen des Ellipsoids mit der Mittelpunktsgleichung 
Az? + By? + O2? + 2Fyz + 2Gzx + 2Hay = 1. 


Lösung. Für ein bestimmtes 2 lautet die Gleichung des entsprechenden Schnittes (oder 
genauer seiner Projektion auf die x,y-Ebene) 


ax? + 2bxy + cy? + 2de +2ey+f=0, 
wobei 
a=A,b=H, c=B, d=@G@, e=-F, /=-(?—1 
gesetzt wurde. Nach Nr. 339, Beispiel 7, ist der Inhalt. dieser Schnittfläche gleich 
nrä* 
(AB — H?)3la : 
wenn A* die Determinante 
AH A Hal 
H B Fz = A2? — (AB— H?), 4= H B F|, 
Gz Fz C®2—1 GrcC 


P@) = — 
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bezeichnet. Setzt man dies ein, so erhält man 
Set 2 2. ABB). 
Pl) = - ap mm A } 


Da z offenbar nur zwischen 


BEE 2 Pu 2 
-yF nu +y H 


liegen kann, erhält man durch Integration in diesen Grenzen schließlich 


FL. 


3 Ya 
11. Wir wollen nun das Volumen des Körpers berechnen, der von zwei sich schneidenden 
Kreiszylindern mit dem Radius r begrenzt wird, deren Achsen aufeinander senkrecht stehen. 


Der Körper OABCD in Abb. 33 ist der achte Teil dieses Körpers. Wir legen die x-Achse durch 
den Schnittpunkt O der beiden Zylinderachsen und senkrecht zu diesen. Dann erhalten wir als 
Schnittfigur des Körpers OABCD mit der Ebene, die die x-Achse im Abstand x vom Nullpunkt 


senkrecht schneidet, das Quadrat KLMN mit der Seitenlänge Yr? — x, so daß P(x) = r? — a? 
ist. Mit Formel (15) folgt dann 


T 
v3 | (ade - Ir. 
) 


12. Zum Schluß lösen wir die Aufgabe 11 unter der Voraussetzung, daß die beiden Zylinder 
verschiedene Radien r und R > r besitzen. 

Der Unterschied zur vorigen Aufgabe besteht nur darin, daß die Schnittfigur des Körpers 
mit der Ebene im Abstand x vom Nullpunkt kein Quadrat, sondern ein Rechteck mit den 


Seiten Yr? — x? und YR? — 2? ist. Wir erhalten deshalb als Volumen Y das elliptische Integral 
r 
v=8[YR? — 22) (r? — 22) de 
0 


oder, mit der Substitution e=rsingundk = 5 5 


el2 
V=8Rr: | co®9-.Y1 — KR sin?pdp = SRr?I. 
0 
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Wir führen das Integral I auf vollständige elliptische Integrale erster und zweiter Gattung 
zurück. Es gilt 


r/2 
cos? en cos? 
De [er —— =1+1,. . 
NR mo — k? sin? o Yi — 22 sin? o sin? o 
Nun ist 
q/2 r/2 


1 — sin?o 


= Via 
FEN: N... JE 1_ 
y1 — RR sin? 9 uf yi — = sin? @ Ye) 


- (1 = 5) K(k) + —_Eik). 


I, = k2sin®p de 


Für I, folgt durch partielle Integration 
r/2 
1 FE CET ER 
I, = zen .dyi — ke sin? op 
re/2 


L.:% — 
a 29. y1l — KR? sin? p |"? — | 008 29 - YL — KR sin®o dp 
0 


re/2 
fa — 2.08? p) yı - R sin?p dp =E(k) — 2I. 
0 


Damit ergibt sich 


5 [pe)an-(6- eo] 


Man erhält also schließlich 


= — [u +) E(k) — (1 — 22) K(k)]. 


344. Der Inhalt einer Rotationsfläche. In der x,y-Ebene (etwa in der oberen Halb- 
ebene) sei eine Kurve AB (Abb. 34) durch Gleichungen der Form (6) gegeben, wobei 
o und 9 stetig differenzierbare Funktionen sein sollen. Unter der Voraussetzung, daß 
die Kurve keine mehrfachen und singulären Punkte besitzt, können wir die Bogen- 
länge s als Parameter einführen. Die Zählung von s beginne beim Punkt A(t,). Die 


An 


Abb. 34 
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Kurve wird dann durch die Gleichungen 
=), y=%) (18) 


dargestellt. Der Parameter s variiert hier zwischen O und 8, wenn mit 8 die Länge der 
ganzen Kurve AB bezeichnet wird. 

Wird die Kurve um die z-Achse gedreht, so erzeugt sie eine Rotationsfläche. Wir 
stellen uns nun das Problem, den Inhalt dieser Fläche zu berechnen. 

Wir können hier nicht den Inhalt einer gekrümmten (d. h. nicht ebenen) Fläche in 
ganz allgemeiner Form definieren ;dieswerden wir uns für Band III vorbehalten. Hier 
definieren wir diesen Begriff nur für Rotationsflächen und berechnen ihren Flächen- 
inhalt. Dazu gehen wir von der aus der Schule bekannten Berechnung der Mantel- 
flächen des Zylinders, des Kegels und des Kegelstumpfes aus. Danach überzeugen wir 
uns davon, daß die Formel, die wir erhalten werden, als Spezialfall in der allgemeinen 
Formel für den Inhalt einer gekrümmten Fläche enthalten ist. 

Wir wählen auf der Kurve AB in der Richtung von A nach B die Punkte 


Ay = A, A, A,, ...3 4A; A; “..;, A A: = B (19) 


und betrachten den der Kurve einbeschriebenen Polygonzug A,Aı ... A2-ıB. Wird dieser 
Polygonzug mit der Kurve um die x-Achse gedreht, so erzeugt er eine bestimmte 
Fläche, deren Inhalt mit den Mitteln der Elementargeometrie bestimmt werden kann. 


Wir wollen unter dem Inhalt der Fläche, die durch eine Kurve erzeugt wird, den 
Grenzwert P verstehen, dem der Inhalt Q derjenigen Fläche zustrebt, die von dem der 
Kurve einbeschriebenen Polygonzug erzeugt wird, wenn die größte Seite dieses Polygon- 
zuges gegen 0 strebt. Diese Definition des Inhalts einer Rotationsfläche liefert uns den 
Schlüssel zu seiner Berechnung. 


Die Punkte (19) entsprechen einer Folge zunehmender Werte von s, die zwischen 0 
und s liegen: 


DEH<g<g<r <<< <gr<n—S. 


Bei der ‚Drehung um die x-Achse erzeugt jede Seite des Polygonzuges die Mantel- 
fläche eines Kugelstumpfes.t) Bezeichnen wir die Ordinaten der Punkte A; und 4;,ı 
mit y; bzw. y;,ı und die Länge der Seite A;A;,, mit ];, so ist der Inhalt der Fläche, die 
durch die ö-te Seite erzeugt wird, gleich 


9, Fi an Yır 1. 


Als Inhalt der Fläche, die durch den ganzen Polygonzug erzeugt wird, finden wir 
2% — Ir 3 ıy a Yızı I;. 
i=0 2 


Wir zerlegen diese Summe folgendermaßen in zwei Summen: 
n—1 n—1 
= In 2 yıtr 2 Ya Yy)l. 


1) Diese Fläche kann zu Kegeln oder Zylindern ausarten. Ihr Flächeninhalt kann aber auch 
in diesen Fällen aus der allgemeinen Formel für die Mantelfläche des Kegelstumpfes berechnet 
werden. 
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Wegen der Stetigkeit der Funktion y = Y(s) kann die Kurve so zerlegt werden, daß 


der Absolutbetrag der Differenzen y;,, — %; eine beliebig kleine positive Zahl & nicht 
überschreitet. Damit gilt 


& 


n—]1 
le u yıl sr Wh; Sens; 
i=0 


i=0 
daraus folgt, daß diese Summe für max As; > 0 verschwindet. Die Summe 
er = yıl: 
i=0 


kann wieder in zwei Summen zerlegt werden: 
n—1 n—1 
It PART As; — 2r 2 y(ds; —1;). 


Da die Funktion Y(s) stetig ist, ist sie auch beschränkt, so daß alle |y;| S M sind, 
wobei M eine positive Zahl ist. Bezeichnen wir die letzte Summe mit r, so gilt 


n—1 
7] = 2r B7 (As; — 1;) <m (8 - Zu). 
i=0 
\ —1 
Unterteilt man die Kurve in immer kleinere Teile, so muß die Differenz $ — b> I; 


i=0 
wegen der Definition der Bogenlänge als Grenzwert der Länge des einbeschriebenen 
Polygonzugest) gegen 0 streben. Also strebt auch 7 gegen 0. Die übrigbleibende 
i n—1 S 


Summe o = 2r ) y; As; ist die Integralsumme für das Integral 2r f yds, das in- 


i=0 : 
folge der Stetigkeit der Funktion y = Y(s) existiert, so daß die Summe o für max 4s; 
— 0 gegen dieses Integral strebt. Dies bedeutet, daß unter den gegebenen Voraus- 
setzungen der Inhalt der Rotationsfläche existiert und sich durch die Formel 
S S | 
P=2r [| yds = 2r [ Y(s)ds (20) 
0 0 


ausdrücken läßt. | 

Kehren wir zu der Parameterdarstellung (6) der Kurve zurück, so müssen wir in 
diesem Integral eine Variablensubstitution durchführen (vgl. Nr. 313, Formel (9)). 
Es erhält dann die Form 


ar 


T Tr 
dx\? dy\2 mn 
Ba ii y /(F) +5) di = %r # vu VOR FÜR. (2) 
tb, | 


Ist insbesondere die Kurve durch die explizite Gleichung y = f(x),a < x <b, gegeben, 
so daß x selbst die Rolle des Parameters a so erhalten wir 


Pr I Yı+(&) 1 + \'r ce | f(e) VI FTF@OR de. (@) 


1) Dies 1) Dies folgt nur für nichtgeschlossene doppelpunktfreie Kurven unmittelbar aus der Definition. 
Für geschlossene doppelpunktfreie Kurven erhält man es leicht, indem man sie in zwei nicht- 
geschlossene Kurven zerlegt. 
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345. Beispiele. 
1. Man bestimme den Flächeninhalt einer Kugelzone. Es werde ein Halbkreis mit dem Radius 
r um die x-Achse gedreht. Aus der Gleichung des Kreises folgt y = Yr? — x?, also gilt 


dy x dy \? r dy \? 
ao - —, y' —) = ——, ee 
de Yr _ 22 +2) Yr? — a2 27 +) j 


In diesem Fall ist der Flächeninhalt der Kugelzone, die von einem Bogen, dessen Endpunkte 
die Abszissen x, und x, > x, haben, beschrieben wird, nach Formel (22) gleich 


| 
P=2r f r de = 2nr(2, — &,) = 2rrh, 
7 


wobei h die Höhe der Zone angibt. Der Flächeninhalt einer Kugelzone ist also gleich dem Pro- 
dukt aus dem Umfang eines Großkreises und der Höhe der Zone. 

Insbesondere erhält man fürxz, = —r,x, =r,d.h. für h = 2r, den Inhalt der ganzen Kugel-, 
oberfläche: P = 4rr?. 


2. Man bestimme zwischen den Abszissen 0 und x den Inhalt der Fläche, die durch die Dre- 


hung der Keltenlinie y= a cosh Z_ um die x-Achse entsteht. 
a 


dy\? x 
w 1 —) = cosh — folgt 22 F 
egen +) cos En olgt aus (22) 
z er 
P= Ina | coch? Ca - Zy: 
a a 
0 


dabei ist Y das Volumen des zugehörigen Rotationskörpers (vgl. Nr. 343, Beispiel 3). 
3. Man löse die gleiche Aufgabe für die Astroide 


z=acost, y=asint. 
Es genügt hier, den Inhalt der Fläche zu bestimmen, die von dem Bogen der Astroide erzeugt 


wird, der im ersten Quadranten (0 13 3) liegt, und diesen mit 2 zu multiplizieren. Wir er-. 
hielten früher schon 2 


2 2 
7 + (&) = 3asintcost; 


di di 
jetzt ergibt sich nach Formel (21) 
re/2 


P=2.2r [asin’t-3asin tcostdt 
1) 


r/2 
i ın5 £ |r/2 
= 12ra? [ sin? t cost dt = 12ra? an — E ra®. 
6) > 
0 


4. Man löse die gleiche Aufgabe für die Zykloide 
x = alt — sint), y=all — cost). 
Wegen y = 2a sin? — ds = 2a sin > di folgt 
Zr 


TT 

3 

P=2r 4 4a? sin? > dt = 16ra? [ sin® u du = 16ra? 5 N COS .) 
0 0 


P1 7 


64, 
= — T0". 
0 3 
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5. Man bestimme den Inhalt der Fläche, die durch Drehung der Kardioide r = a(1 + cos 0) 
um die Polachse (Achse 9 = 0) erzeugt wird. Aus der Hauptformel (20) folgt, wenn man zu 
Polarkoordinaten übergeht, 

S 


ß 
| dr \2 
P= 20 | yd=2n [reine r: + €) dd. (23) 


0 
In unserem Fall ist 
a=(, Ber; 


y=rsind=a(l + cos0)sin® = 4a cost — sin —, 
ds = 2a cos — db 


und damit 


T 
P = 2x. 8a? ferz sin I. == 32 a2. 
2 2 5 
0 


6. Man löse die gleiche Aufgabe für die Lemniskate r? = 2a? cos 20. 
Hier ist y = a y2 Ycos 20 sind, ds = ay2 d0, nach Formel (23) also 


cos 20 


e/4 
P=2.2r- 2a? [ sin 0 dO = 8ra? ( —_ = sy 7,361a?. 


7. Man bestimme den Inhalt der Oberfläche eines UI und eines abgeplatteten Ro- 
tationsellipsords. 


Das verlängerte Ellipsoid entsteht durch Drehung der Ellipse - — +% —= l(a > b) um die 
x-Achse. Wir erhalten folglich 
b2 ; b2 
De en yy one 
/ =B 
WIrR-WrWB- Ye-Srre te Ser 2°. 


Nun ist a2 — b? = e?, wobei e der Abstand der Brennpunkte vom Mittelpunkt und — — die 
numerische Exzentrizität e der Ellipse ist. Damit gilt 


y\il+yf”= ya — ar 


und 


a [73 
P=- m (ae de = dr — [Ver = ex? dr 
1) a 
—-(4 0 


b /1 — 0? .  €x2\|e 
= 4 —i—r Ya? — e?7?2 + — arcsin — 
a\2 Ze a io 
b — 0? 3 
2r —la Ya? — 22a? + — arcsin e]; 
a € 


4 
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wegen a? — &2a? = a? — e? = b? ergibt sich schließlich. 
a : 
P = 2rb ( -- — arcsin ) ; 
E’ 
Wenn die Ellipse um die kleine Achse gedreht wird, so entsteht das abgeplattete Ellipsoid 


(Spkäroid). Man kann hier die eben durchgeführte Rechnung benutzen, wenn man annimmt, daß 


die kleine Achse der Ellipse auf die x-Achse liegt. Man braucht dann in dem Ausdruck yy1 + y’ 
nur noch a und b zu vertauschen und erhält so 


2 _ p2 2 
Are our _ re a 


In diesem Fall ist also 


EEE EHER 2 2 2 
Z da (VB ar a+— ne). 
Wegen, Ye =aunde= ca folgt für den Flächeninhalt 


2 2 
P = 2ra ( rn) = 2a (a RAR =). 
2e e 2a 


a — € 1—e 


346. Der Inhalt einer Zylinderfläche. Wir betrachten noch einen speziellen Flächen- 
typ, nämlich die Zylinderflächen, für die wir den Begriff des Flächeninhalts definieren 
wollen (die allgemeine Definition folgt erst später). 

Wir gehen wieder von der Kurve AB in der xz,y-Ebene aus, von der schon in 
Nr. 344 die Rede war, und errichten auf ihr eine Zylinderfläche, deren ‚Erzeugende 
Parallel zur 2-Achse liegen (Abb. 35). Auf dieser Fläche ziehen wir die Kurve OD, 


Abb. 35 
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die jede Erzeugende in einem Punkt schneidet. Diese Kurve läßt sich durch die Glei- 
chungen (6) und eine dritte Gleichung 


2 = y(i) (x>0) (24) 


beschreiben. Es soll'nun der Inhalt P der Fläche bestimmt werden, die ‚unterhalb die- 
ser Kurve“ liegt. 

Wie in Nr. 344 führen wir die Bogenlänge s als Parameter ein. Dann werden die 
Gleichungen (6) durch (18) ersetzt, und (24) geht über in z = X(s). 

Wir beschreiben jetzt der Kurve AB einen Polygonzug A4A,...A,.,B und ent- 
sprechend der Kurve OD den Polygonzug CC, ...C,-ıD ein (vgl. Abb. 35). 

Die Trapeze A;A,,10;,10; bilden eine Prismenfläche, die der betrachteten Zylinder- 
fläche einbeschrieben ist. Unter dem Inhalt der Zylinderfläche wollen wir den Grenz- 
wert P verstehen, dem der Inhalt Q der Prismenfläche zustrebt, wenn die größte der 
Polygonseiten gegen O geht. | | 

Netzen wir 2; = A;0;, so ist (wir behalten die früheren Bezeichnungen bei) 


2 +2% 
= a I 
w=0 
Mit Hilfe der Überlegungen aus Nr. 344 — der Leser möge sie selbst noch einmal 
n—1: 
durchführen — braucht man nur noch den Grenzwert der Summe 3, 2; As; aus- 
zurechnen, die man leicht als Integralsumme erkennt. Es gilt also '=_ 


4 


s s 
P=[zds= [ X(s)ds.!) 
0 0 


Kehren wir zu dem beliebigen Parameter i zurück, so erhalten wir leicht die all- 
gemeine Formel 


T T 
dx\? dy\® EBESECHINEESEAPIFRENERE NEE 
P= 1 VG) +) «= [ 2) Vie OR + WOR &. (25) 


Ist die Kurve AB durch die explizite Gleichung y = f(x), a sSx sb, gegeben, so 
erhält diese Formel die Gestalt 


b b 
P= |» ji +2) «= | kavtFTer &. (26) 


347. Beispiele. 
1. In Abb. 36 ist die Kurve AB eine Parabel, deren Scheitel im Punkt B liegt. Ihre Glei- 
chung lautet (mit den Bezeichnungen aus Abb. 36) 
ba? 


Be 


1),Dieses Resultat wird vollkommen klar, wenn man sich den Zylinder auf. die Ebene ab- 
gewickelt denkt, da dann die betrachtete Figur in ein krummliniges Trapez übergeht. 
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Über der Parabel errichten wir einen Zylinder und schneiden diesen mit der Ebene durch O, B 


und (©. Die Gleichung der Ebene lautet offenbar 2 = “x. Man bestimme den Inhalt P des 
Teils ABC der Zylinderfläche. e 


Lösung. Nach Formel (26) gilt 


PETE [(a? + 4b2)3/2 — a?]. 


a G 
- [= yı + (2-5 | sarwrn- 
a 
0 1) 


2. Ist die Kurve AB ein Viertel des Kreises y = Ja? — 22, 0 Sx Sa, so kann man die 
Formel (26) nicht ohne weiteres anwenden, da die Ableitung y’ bei x = a unendlich wird. Wir 
verwenden deshalb die Parameterdarstellung 


ı z=acost, y= asint 0s:=7) 


und erhalten gr der allgemeinen Formel (25) 


r/2 


e-]: +) Ya = | orar- 
0 


Aus diesem Ergebnis folgt, daß die Mantelfläche des in Nr. 343, Beispiel 8, betrachteten 
Zylinderabschnitts gleich 2ah (c = h) ist. 


3. Die Kurve AB sei nun ein Viertel der Ellipse 
x=acost, = bsint 0s!=3). 


Die explizite Gleichung kann man hier aus demselben Grund wie in Beispiel 2 nicht verwenden. 


AL folgt aus (25) 
a 


(a) Es sei zunächst a > b. Mit der numerischen Exzentrizität e = 
re/2 


P=e (cost. mare ut [AFTER 


(Substitution v = a sin t) und schließlich 


P= ze (1 +— ln 2,2). 


1—e 
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2 __. n?2 
(b) Im Falla<biste= Bez die numerische Exzentrizität, und es gilt 


q/2 


P= ve | y1 — &sin?t costdi 3 (f —e +  wrosine). 
| € 
) 


4. Wir betrachten den Teil der Zylinderfläche x? + y? = Rx, der von der Kugel x? + y? + z? 
= R? ausgeschnitten wird. Die Schnittkurve (Vivianische Kurve; Nr. 229, Beispiel 1) hat, wie 
wir wissen, die Parameterdarstellung 


x = Rsin?t, y= Rsintcost, z=Recost. 
Beschränken wir uns auf den ersten Quadranten, so variiert # zwischen 0 und r Die ersten 
beiden Gleichungen entsprechen offenbar den Gleichungen (6), die letzte der Gleichung (24). 


Der Inhalt der erwähnten Fläche ist also nach (25) gleich 


qt/2 
P= AR? [ costdt — 4R2, 
0 


5. Man bestimme den Inhalt der Oberfläche des Körpers, der durch Schnitt zweier Zylinder 
mit den Radien r entsteht, deren Achsen senkrecht aufeinander stehen (vgl. Nr. 343, Beispiel 11). 
Wir führen ein Koordinatensystem wie in Abb. 33 ein. Beschränken wir uns wieder auf den 
ersten Oktanten, so erhalten wir für die eine der Zylinderflächen 


t=rcost, y=rsint, 
also 
z=Yr? — = rsint 0<=3). 


Nach der Formel (25) ist die Hälfte der gesuchten Fläche gleich 
re/2 
—P = 872 (sind = $8r2; 
0 
daraus folgt P = 16r?. 


6. Man löse die gleiche Aufgabe für den Fall, daß die Zylinder verschiedene Radien r und 
R> r haben (vgl. Nr. 343, Beispiel 12). 

Wir berechnen zunächst den Anteil, den der Zylinder mit dem Radius r zur Oberfläche 
liefert. Es ist 


z=rsint, y=rcost Ds! =7). 


2 = YR? — 22 = YR? — r2sin?t= Rji — K2sin?t (x = 


Nach (25) ist also 


)- 


IE 


‚ni2 | 
P,=8Rr [Yi-Rsinttdi=8RrE(k). : 
0 


Um den Anteil des Zylinders mit dem Radius R leicht berechnen zu können, vertauschen 
wir die y-Achse mit der z-Achse. Dann gilt 


x —= Rsint, z=Recost, 


a ee a Eee Do ?=7). 
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wobei £ nur die Werte von 0 bis arcsin k durchlaufen kann (wenn wir uns, wie immer, auf den 
ersten Oktanten beschränken). Mit Hilfe der Formel (25), in der natürlich die Vertauschung 
ebenfalls durchgeführt werden muß, erhalten wir 


arcsin k arcsin A 


= +(&) 
P,=8 +) ct = Shr 1 2, sinzt di. 
(=) (%) 


Die I E 
k cos op do 


‚1 — into 


sind=ksinp, di = 


wobei p von 0 bis = läuft, liefert 


arcsink n/2 


Se a 2 
Yı-zwru=n ep. 
k 1 — k? sin? 


Dem letzten Integral begegneten wir schon in Nr. 343, Beispiel 12; es ist gleich 
( z ) K(k) + ER). 
Damit ist 
.-P = 8RYE(k) — (1 — 2) K(k)} 
und schließlich 
P=P,+P,=8R(R + r)[E(k) — (1 — k)K(k)]. 


Damit sind die einfachsten geometrischen Anwendungen des Integralbegriffs 
behandelt. Mit der Berechnung von komplizierteren und allgemeineren geometrischen 
Gebilden beschäftigen wir uns im dritten Band. 


mann 


S 3. Die Berechnung mechanischer und physikalischer Größen 

348. Die Anwendung des bestimmten Integrals. Ehe man zur Anwendung des be- 
stimmten Integrals in der Mechanik, Physik und Technik übergeht, ist es zweck- 
mäßig, sich über die Wege klar zu werden, die bei diesen Disziplinen im allgemeinen 
auf bestimmte Integrale führen. Wir entwerfen daher ein allgemeines Schema für die 
Anwendung des Integralbegriffs und erläutern es an Hand der schon untersuchten 
geometrischen Aufgaben. 

Es werde etwa eine dem Intervall [a, 5] zugeordnete Zahl @ gesucht. Dabei möge 
jedem Teilintervall [x, 8] von [e, b] ein gewisser Teil der Größe Q so zugeordnet sein, 
daß eine Zerlegung des Intervalls [a, b] in Teilintervalle eine Zerlegung der Größe Q 
in entsprechende Teile nach sich zieht. 

Es handelt sich. also um eine additive Intervallfunktion!) Q([«, $]), d.h., be- 
steht das Intervall [x, 8] aus den Teilintervallen-[x, y] und [y, £], so gilt 


!) Siehe auch F. Rızsz und B. Sz.-NAcy, Vorlesungen über Funktionalanalysis, 4. Aufl,VEB 
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin/Verlag Harri Deutsch, Thun und Frankfurt/M. 
1982 (Übersetzung aus dem Französischen), Kap. I, Nr. 4. — Anm. d. Red. 
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dann auch 


la, PD) = Als, v)) + Alb; P))- 


Das Problem besteht darin, den dem ganzen Intervall [a, b] entsprechenden Wert von 
Q zu berechnen. 


Als Beispiel wählen wir die ebene Kurve y = f(x), a sx sb (Abb. 37).1) Größen der er- 
wähnten Art sind hier a) die Länge 8 der Kurve AB, b) der Flächeninhalt P des krummlinigen 
Trapezes AA’B’B und c) das Volumen V des Körpers, den man durch Drehung des Trapezes 
um die x-Achse erhält. Man sieht leicht, welche ‚‚Intervallfunktionen“ hier entstehen. 


Wir betrachten ein ‚Element‘ AQ der Größe Q, das dem ‚Elementarintervall“ 
[x, + Ax] entspricht. Ausgehend von den Bedingungen des Problems wollen wir 
uns bemühen, für AQ einen Näherungswert der Form g(x) Ax (linear in Ax) zu finden, 
der sich von AQ um eine Größe unterscheidet, die von höherer Ordnung als Ax klein 
ist. Mit anderen Worten, von der (für Ar —0) unendlich kleinen Größe AQ trennen wir 
den Hauptteil ab. Der relative Fehler der Näherungsgleichung 


AQ ale) dx (1) 
strebt dann offenbar mit Ax gegen 0. 


In Beispiela) kann das Bogenelement MM, durch den Tangentenabschnitt MK ersetzt 
werden (Abb. 37), so daß der lineare Teil von 48 gleich 


VI + y?4=Yi + [fa@)P4r 


ist. In Beispiel b) wird man natürlich das Streifenelement AP durch das darin einbeschriebene 
Rechteck mit dem Flächeninhalt 


ydıe= fx) Az 


Sn 


1) Die Funktion f(x) sei stetig differenzierbar. Der Einfachheit wegen nehmen wir an, daß die 
Kurve. monoton wächst und nach unten konvex ist. 


14 Fichtenholz II 


210 X. Anwendungen der Integralrechnung in Geometrie, Mechanik und Physik 


ersetzen. In Beispiel c) läßt sich der Hauptteil des Schichtelements AV in Form des darin ein- 
beschriebenen Kreiszylinders mit dem Volumen 


ry? Ax = nlf(x)]? Az 


abtrennen. 

In allen drei Fällen kann man leicht zeigen, daß der Fehler, der durch die Ersetzung gemacht 
wird, von höherer Ordnung als die Größe Ar klein ist.!) Im Fall a) ist er nämlich kleiner als 
KM, = 4y — dy, im Fall b) kleiner als Ax Ay und im Fall c) kleiner als n(2y -+ Ay) Az Ay. 


Wir behaupten, daß die gesuchte Größe Q exakt durch das Integral 


b 
Q = [ ale) de (2) 


ausgedrückt wird. 
Zum Beweis zerlegen wir das Intervall [a, b] durch die Punkte x,, &3, ..., &,. in die 
Elementarintervalle 


[a, x)» [?ı; %a], we [2 %ir) ve) [?.-1, b] e 


Da jedem Intervall [x;, x;,,] oder [x;, x; + Ax;] ein Elementarteil von @ entspricht, 
der angenähert gleich g(x;) Ax; ist, wird die ganze gesuchte Größe Q angenähert 
gleich der Summe 


Qw Z ala) Am. 


Die Genauigkeit des erhaltenen Wertes ist um so größer, je kleiner die Teilintervalle 
sind, so daß Q offenbar der Grenzwert der betrachteten Summe ist, d. h., Q läßt sich 
b 


tatsächlich durch das Integral [ g(x) dx ausdrücken. 


Dies gilt in vollem Umfang für alle drei betrachteten Beispiele. Daß die obigen Beziehungen 
für $, P und V eine etwas andere Gestalt hatten, lag daran, daß dort nicht nur nach ihrer Be- 
rechnung gefragt war, sondern auch ihre m. (gemäß ihren früher gegebenen Definitionen) 
bewiesen werden mußte. 


Es kommt also stets darauf an, die Näherungsgleichung (1) aufzustellen, aus der 
sich unmittelbar das Resultat (2) ergibt. 

Im allgemeinen schreibt man dx und dQ statt Ax und AQ und die Gleichung für das 
„Element“ dQ der Größe Q in der Form 


dQ = alex) de. (3) 


Deshalb führt die „Summierung‘‘ dieser ‚Elemente‘ (in Wirklichkeit ist es eine 
Integration) zu der Formel (2) für die Größe ®. 

Wir betonen, daß hier die Verwendung des Iniegrals statt der gewöhnlichen Summe 
sehr wesentlich ist. Die Summe gab nur den angenäherten Wert für Q an, denn in ihr 
wirkten sich die Fehler der einzelnen Gleichungen (3) aus. Der Grenzübergang, durch 
den man aus der Summe das Integral erhält, läßt den Fehler gegen 0 gehen und führt 
zu dem exakten Resultat. Anfangs werden also im Interesse der Einfachheit.in dem 
Ausdruck für dQ die unendlich kleinen Größen höherer Ordnung vernachlässigt, 


1) Unter den Voraussetzungen, die in der Fußnote auf S. 209 gemacht wurden. 
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dann wird im Interesse der Strenge die Summation durch die Integration ersetzt, und 
es ergibt sich das exakte Resultat. 

Übrigens könnte man auch anders an die Frage herangehen. Bezeichnen wir 
nämlich mit Q(x) die veränderliche Größe Q, die dem Intervall [a, x] entspricht, wo- 
bei natürlich Q(a) = 0 vorausgesetzt ist, dann wird’die oben betrachtete „‚Intervall- 
funktion“ Q([x, $]) durch die „Punktfunktion‘“) Q(x) in der Form | 


Als, Pl) = AP) — Ale) 


ausgedrückt. 


8 
In unseren Beispielen ist die „Punktfunktion‘“ a) der veränderliche Bogen AM, b) der 
Flächeninhalt des veränderlichen Trapezes AA’M’M und schließlich ce) das Volumen des 
Körpers, den man durch Drehung dieses Trapezes um die x-Achse erhält. 


Die Größe AQ ist einfach der Zuwachs der Funktion Q(x), und das Produkt g(x) Az, 
das den Hauptteil von AQ darstellt, ist nichts anderes als das Differential von x); 
vgl. Nr. 103 und 104. Deshalb ist die Gleichung (3) in der differentiellen Schreibweise 
keine Näherungsgleichung, sondern exakt, wenn man unter dQ die Größe dQ(x) ver- 
steht. Daraus folgt sofort das gewünschte Resultat 


b 
| S az) dx = 9b) — 9a) = Alla, d]) =Q. 


Wir weisen noch darauf hin, daß bei Anwendungen die Summierung unendlich 
kleiner Größen zweckmäßiger sein kann. 


849. Die Berechnung des statischen Moments und des Schwerpunktes einer mit Masse be- 
legten Kurve. Bekanntlich ist das statische Moment M eines Massenpunktes mit der Masse m 
bezüglich einer Achse gleich dem Produkt aus der Masse m und dem Abstand d dieses Punktes 
von der Achse. Bei einem System von n Massenpunkten mit den Massen m,, M,, ..., m,, die mit 
der Achse in einer Ebene liegen und deren Abstände von der Achse entsprechend d,, dy ...,d, 
sind, wird das statische Moment durch die Summe 


M = 2 m;d; 
s 


ausgedrückt. Dabei werden die Abstände derjenigen Punkte, die auf einer Seite der Achse 
liegen, mit dem positiven Vorzeichen, und die Abstände derjenigen Punkte, die auf der an- 
deren Seite liegen, mit dem negativen Vorzeichen versehen. 

Wenn die Masse nicht in einzelnen Punkten konzentriert, sondern längs einer ebenen Kurve. 
oder auf einem ebenen Flächenstück verteilt ist, so ist in dem Ausdruck für das statische Mo- 
ment statt der Summe ein Integral erforderlich. 

Wir wollen nun das statische Moment M einer mit Masse belegten Kurve AB (Abb. 38) be- 
züglich der x-Achse bestimmen. Dazu setzen wir eine homogene Massenbelegung voraus, so daß 
die lineare Dichte 0 (d. h. Masse pro Längeneinheit) konstant ist; der Einfachheit halber setzen _ 
wir 0 = 1 voraus (anderenfalls muß das erhaltene Resultat mit e multipliziert werden). Unter 
diesen Voraussetzungen entspricht die Masse eines beliebigen Bogens der Kurve der Maßzahl 
nach einfach seiner Länge, und der Begriff des statischen Moments erhält dadurch einen rein 
geometrischen Charakter. Wir wollen noch auf folgendes hinweisen: Wenn über das statische 
Moment (oder den Schwerpunkt) einer Kurve ohne Angabe der Massenverteilung gesprochen 
wird, dann ist immer das statische Moment (oder der Schwerpunkt) unter den hier genannten 
Voraussetzungen gemeint. 


1) Der Ausdruck „Punktfunktion“ ist hier nur zur klaren Unterscheidung zum Begriff „‚Inter- 
vallfunktion‘“ verwendet worden. Es handelt sich natürlich um eine Funktion, von x im 
klassischen Sinne. — Anm. d. Red. | 

\ 
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Wir betrachten nun ein Element ds (seine Masse läßt sich ebenfalls durch die Zahl ds aus- 
drücken). Dieses Element werde als Massenpunkt mit dem Abstand y von der x-Achse auf- 
gefaßt; sein statisches Moment ist dann gleich 

dM„=yds. 


Summieren wir diese statischen Momente, wobei wir als Veränderliche die Bogenlänge s (mit 
dem Punkt A als Anfangspunkt) nehmen, so erhalten wir 


S 
M x > f Y ds. (4) 
0 
Analog läßt sich das Moment bezüglich der y-Achse ausdrücken: 
S 
M,=| «ds. (5) 
0 


Hierbei ist vorausgesetzt, daß y (oder x) durch s ausgedrückt werden kann. In der Praxis läßt 
sich oft 8 durch diejenige Veränderliche (t, x oder 6) ausdrücken, die die Rolle der unabhängigen 
Veränderlichen in der Kurvengleichung spielt. 


y ds 


Yy 


5 


| 
| 
a 
. 

| 
a 
IE | 
ı 


x Re 
[6] x 


Abb. 38 


Mit Hilfe der statischen Momente Mund M, einer Kurve kann man leicht die Lage ihres 
Schwerpunktes C/(£,n) bestimmen. Der Punkt C besitzt folgende Eigenschaft: Wenn in ihm 
die gesamte Masse $ der Kurve konzentriert ist (die Masse läßt sich durch die gleiche Zahl wie 
die Bogenlänge ausdrücken), so ist das Moment dieser Masse bezüglich einer beliebigen Achse 
gleich dem Moment der Kurve bezüglich der gleichen Achse. Betrachtet man insbesondere die 
Momente der Kurve bezüglich der Koordinatenachsen, so gilt 


S S 
SE=M,=[xds, Sn=M,= [yas; 
0 0 
daraus folgt 
S Ss 
[ei ur ur EZ (6) 
0 


Aus der Formel für die Ordinate 7 des Schwerpunktes können wir eine bemerkenswerte geo-: 
metrische Folgerung ziehen. Es gilt 


S 
SS = f yds, 
0 Be 
also _ 
S 


2rnS = 2n [yds 
“ 0 
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Der rechte Teil dieser Beziehung ist gleich dem Inhalt P der Fläche, die man durch Drehung 
der Kurve AB um die x-Achse erhält (vgl. Nr. 344, Formel (20)). Auf der linken Seite der 
Gleichung ist 2rcn gleich dem Umfang des Kreises, der vom Schwerpunkt bei einer Drehung um 
die x-Achse beschrieben wird. Wir erhalten so die erste Guldinschel) Regel: 


Der Inhalt P der Fläche, die durch Drehung einer Kurve um eine die Kurve nicht schneidende 
Achse entsteht, ist gleich dem Produkt aus der Bogenlänge der Kurve und dem Umfang des Kreises, 
den der Schwerpunkt O der Kurve bei der Drehung beschreibt (Abb. 38): 


P=S.2nn. 


‚Mit Hilfe dieser Regel kann man die Koordinate 7 des Schwerpunktes einer Kurve be- 
stimmen, wenn ihre Länge $ und der Inhalt P der von ihr beschriebenen Rotationsfläche be- 


kannt sind. 
350. Beispiele. 


1. Man bestimme das statische Moment der Halbellipse 
x-Achse (4 >b).' 


Für die obere (oder untere) Halbellipse ist das Moment nur um den Faktor — von dem 
Te 


a Er 
= ze an 1 bezüglich der 


Inhalt der entsprechenden Rotationsfläche verschieden. Deshalb gilt (vgl. Nr. 345, Beispiel 7) 
M,„=b ( + = aresin e). 
€ 


2. Betrachtet man einen zu einer Geraden symmetrisch gelegenen Bogen, so liegt der Schwer- 
punkt des Bogens stets auf dieser Geraden. 

Zum Beweis benutzen wir als Symmetrieachse die y-Achse; ihr Schnittpunkt mit der Kurve 
sei der Anfangspunkt für die Zählung des Bogens. Dann ist die Funktion x = D(s) eine ungerade 
Funktion von s, und man erhält, wenn man die Länge der ganzen Kurve mit 2 bezeichnet, 


S 
M,= f zds =0 
=>. 
(vgl. Nr. 319, Beispiel 9), woraus sofort & = 0 folgt. 


3. Man bestimme mit Hilfe der Guldinschen Regel den Schwerpunkt des Kreisbogens AB 
mit dem Radius r (Abb. 39). 


Abb. 39 


Da der Bogen symmetrisch zur y-Achse liegt, muß der Schwerpunkt C auf dem Radius OM 
liegen, wobei M der Schnittpunkt des Bogens mit der y-Achse ist. Man braucht also nur noch 
den Abstand n des Schwerpunktes vom Nullpunkt O zu bestimmen. Wir bezeichnen die Länge 
des Bogens AB mit s und die Sehne AB (= 4’B’) mit d. Dreht man den Bogen AB um die 
‚x-Achse, so erhält man eine Kugelzone, deren Oberfläche, wie in Nr. 345, Beispiel 1, her- 


1) Pavu GuLoın, 1577—1643, Schweizer Mathematiker. 
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geleitet wurde, gleich 2rerd ist. Nach der Guldinschen Regel ist der Inhalt der Oberfläche gleich 
2rns, sodaßsn=rdundyn = 2 gilt. 
8 


Insbesondere ist für einen Halbkreis d = 2r,s= nr und 
n= Eur rs 0,637r. 
T 


4. Man bestimme den Schwerpunkt eines Bogens der Zykloide 
z= alt — sint), y=all— cost) (0 StS2r). 
Wegen der Symmetrie ist offenbar & = ra; mit Hilfe des Ergebnisses aus Nr. 345, Beispiel 4, 
folgt dann leicht n = — a. 
5. Falls die Lage des Schwerpunkts bekannt ist, kann man mit Hilfe der Guldinschen Regel 
den Inhalt der Oberfläche eines Rotationskörpers bestimmen. Es soll z. B. die Oberfläche eines 
Torus berechnet werden, der bekanntlich durch Drehung eines Kreises um eine ihn nicht schnei- 


dende Achse entsteht (Abb. 40): Der Schwerpunkt einer Kreislinie ist offenbar der Mittelpunkt 
selbst; also gilt (mit den Bezeichnungen aus Abb. 40) 


P = 2rr -2rd = 4rn’rd. 


Abb. 40 


351. Berechnung des statischen Moments und des Schwerpunktes einer ebenen Figur. 
Wir betrachten eine ebene Figur AA’B’B (Abb. 41), die von oben durch die Kurve AB be- 
grenzt werde. Die Gleichung der Kurve sei y = f(x). Wir setzen voraus, daß diese Figur homo- 
gen mit Masse belegt sei, so daß die Flächendichte o (d.h. Masse pro Flächeneinheit) konstant 
ist. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man dann o = 1 voraussetzen, d. h., die Masse 
eines beliebigen Teils der Figur wird der Maßzahl nach durch seinen Flächeninhalt angegeben. 
Diese Voraussetzungen sollen stets gelten, wenn schlechthin vom statischen Moment (oder vom 
Schwerpunkt) einer ebenen Figur gesprochen wird. 

Zur Bestimmung der statischen Momente M „ M,, dieser Figur bezüglich der Koordinaten- 
achsen betrachten wir ein Element der Figur, das die Form eines vertikalen Streifens der Breite 
dir habe (vgl. Abb. 41). Wir können diesen Streifen angenähert als Rechteck ansehen, so daß 


# 
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seine Masse (die sich durch die gleiche Zahl wie der Flächeninhalt ausdrücken läßt) gleich ydı 
wird. Zur Bestimmung der entsprechenden „Elementarmomente‘“‘ dM,, dM, denken wir uns 


die gesamte Masse des Streifens im Schwerpunkt konzentriert (d. h. im Mittelpunkt des Recht- 


ecks). a Abstand des Schwerpunktes von der x-Achse ist geich — ; von der y-Achse gleich 
x En Is Der letzte Ausdruck kann durch x ersetzt werden, du — 1 dr nach Multiplika- 


tion Be der Masse y dx von höherer als erster Ordnung klein wird. Wir erhalten also 
dM, = — y? da, dM,=ayde. 


Summieren wir diese „Elementarmomente‘“, so finden wir 


b b 
1 
u, |ve M, Fe (7) 


wobei unter y die Funktion /(x) zu verstehen ist, durch die die Kurve AB gegeben ist. 

Wie im Fall einer Kurve kann man auch hier mit Hilfe der statischen Momente der Figur 
bezüglich der Koordinatenachsen leicht die Koordinaten £ und n ihres Schwerpunktes be- 
stimmen. Bezeichnen wir mit P den Flächeninhalt (und damit auch die Masse) der Figur, dann 
gilt auf Grund der Definition des Schwerpunktes + 


b 
PE= My = [ ayde, Pn=M os: 2 de; 
17 
daraus folgt / 
M 1 ä M j 
1 
= — U _ _ dr, == 2 ? de. 8 
‘=7 5” » NFpTgp)’ (9) 
G 17 


Wir können auch in diesem Fall aus der Formel für die Ordinate n des Schwerpunktes eine 
wichtige geometrische Folgerung ziehen. Aus der Formel für n folgt 
b . | 
2mmnP =r 1) y? dx. 
a 


Die rechte Seite dieser Gleichung drückt das Volumen V des Körpers aus, der durch Dre- 
hung der Figur A A’B’B um die x-Achse erzeugt wird (vgl. Nr. 342, Formel (16)). Die linke Seite 
ist gleich dem Produkt aus dem Flächeninhalt P dieser Figur und dem Umfang 2rn des Kreises, 
den der Schwerpunkt bei der Drehung um die x-Achse beschreibt. Hieraus folgt die zweite 
Guldinsche Regel: 


Das Volumen V eines Körpers, der durch Drehung einer ebenen Figur um eine sie nicht schnei- 
dende Achse entsteht, ist gleich dem Produkt aus dem Flächeninhalt dieser Figur und dem Umfang 
des Kreises, den der Schwerpunkt der Figur bei der Drehung beschreibt: 


V=P.2nn. 


Die Formeln (7) und (8) können auf den Fall übertragen werden, daß die Figur sowohl von 
unten als auch von oben durch Kurven me wird (vgl. Abb. 19). Offenbar gilt dann 


Mt f vd, M= [ z{yy — yı) de; (72) 


die Formeln (8) ändern sich entsprechend. Berücksichtigt man die Beziehung (8) aus Nr. 338, 
so sieht man leicht, daß die Guldinsche Regel auch in diesem Fall gilt. 
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352. Beispiele. 


1. Man bestimme die statischen Momente M „, M,, und die Koordinaten desSchwerpunktes der 
Figur, die von der Parabel y? = 2p, der x-Achse und der Ordinate im Punkt x begrenzt wird. 


Mit y = Y2px folgt aus (7) 
zT L 
| 2y2 
1,4. [2a - — par, M, = Ve7 | eras = 2 aan, 
0 0 
Ferner ist (vgl. Nr. 338, Formeln (7)) 


I 4 
P= v2 | anas- 22 un 


der Flächeninhalt. Dann gilt auf Grund der Formel (8) 


3 33 
= | N = 2 _— . 
ee en V2p« FR 

Sind die Werte von £ und n bekannt, so findet man mit Hilfe der Guldinschen Regel leicht 
das Volumen des Körpers, der durch Drehung der Figur um eine Koordinatenachse oder um 
eine im Endlichen liegende Parallele zur y-Achse entsteht. Zum Beispiel ist im obigen Fall das 


Volumen des Rotationskörpers, dessen Achse vom Schwerpunkt den Abstand e x hat, gleich 
‚= n re?y. 


2. Man bestimme den Schwerpunkt des ersten Quadranten der Ellipse - — +Y I_ — 1 unter 
Verwendung der Resultate von Nr. 339, Beispiel 2, und Nr. 343, Beispiel 2, 
Nach der zweiten Guldinschen Regel folgt 


3. Besitzt eine Figur eine Symmetrieachse, so liegt der Schwerpunkt stets auf dieser Achse. 

Wir beweisen diesen Satz für eine Figur, die von unten durch die Kurve y, = f(x), von oben 
durch die Kurve %, = f,(x) begrenzt wird. Nehmen wir die y-Achse als Symmetrieachse, dann 
sind f, und /, gerade Funktionen. Das Intervall für die Veränderliche x ist in diesem Fall [—e, 
a]. Aus der zweiten Beziehung (7a) folgt dann (vgl. Nr. 314, Beispiel 9) 


6 
M, — f =. —y)de=0; 
6 


also ist&E=(0. 
4. Man bestimme den Schwerpunkt der Figur, die von einem vollen Bogen der Zykloide 
2 = alt — sint), = a(l — cost) und der x-Achse begrenzt wird. 


Verwendet man Beispiel 9 aus Nr. 339 und Beispiel 4 aus Nr. 343, so folgt mit Hilfe der 
Guldinschen Regel 7 = — a. Aus Symmetriegründen ist £ = ra.‘ 
5. Man bestimme den Schwerpunkt der Figur, die von den beiden Parabeln y? = 2px und 


x? = 2py begrenzt wird (vgl. Abb. 24). 
Mit Hilfe des Beispiels 5 aus Nr. 339 und der Formeln (7a) folgt 


- 1: |» (Herz - &) a - rg 27. 
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6. Mit Hilfe der zweiten Guldinschen Regel kann man, wenn die Lage des Schwerpunktes 
bekannt ist, das Volumen des entsprechenden Rotationskörpers bestimmen. Wir wählen als 
Beispiel, wie bei den entsprechenden Überlegungen mit der ersten Guldinschen Regel (vgl. 
Nr. 350, Beispiel 5), den Torus (Abb. 40). Sein Volumen ergibt sich zu V = 2n?r?d. 


353.. Der Begriff der mechanischen Arbeit. Aus der elementaren Mechanik'ist bekannt, 
daß die Arbeit A, die durch eine konstante Kraft F geleistet wird, welche an einem Punkt M 
unter einem konstanten Winkel zu seiner Bewegungsrichtung s angreift, durch das Produkt 
F.cos(F,s).-s ausgedrückt wird; dabei bezeichnet (F, s) den Winkel zwischen der Angriffs- 
richtung der Kraft und der’ Bewegungsrichtung des Punktes. Das Produkt F,= F.cos (F, s) 
ist offenbar die Projektion von F auf die Richtung der Verschiebung. Führt man diese Pro- 
jektion ein, so erhält der Ausdruck für die Arbeit die Gestalt A = F, - s. Wenn die Richtung der 
Kraft mit der Richtung der Verschiebung übereinstimmt, dann gilt A = F- s. Wenn sich beide 
Richtungen um den Winkel w unterscheiden, gilt A= —F:s. 

„ Im allgemeinen sind jedoch sowohl die Kraft F als auch der Winkel (F, s) nicht konstant. 
Andert sich auch nur eine der beiden Größen stetig, so muß man, um einen Ausdruck für die 
Arbeit zu erhalten, wieder das bestimmte Integral verwenden. 


X2 


Abb. 42 


Der Weg s, der von dem Punkt durchlaufen werde, sei die unabhängige Veränderliche; wir 
setzen dabei voraus, daß die Ausgangslage X, des Punktes M dem Wert s = s,, die Endlage X, 
dem Wert s = S entspreche (Abb. 42). Jedem Wert s aus dem Intervall (s,, 8) entsprechen eine 
bestimmte Lage des sich bewegenden Punktes und bestimmte Werte der Größen cos (F, s) und 
F, die deshalb als Funktionen von s betrachtet werden müssen. Es sei nun M der Punkt, der 
dem Wert s entspreche. Wir stellen eine Näherungsgleichung für das Element dA auf, das einem 
Zuwachs ds des Weges von s nach s + ds entspricht und durch welches der Punkt M in den 
Nachbarpunkt M’ übergeht (vgl. Abb. 42). In der Lage M wirkt auf den Punkt eine bestimm- 
te Kraft F unter einem bestimmten Winkel (F, s); da die Änderung dieser Größen beim Über- 
gang des Punktes von der Lage M in die Lage M’ unendlich klein ist, vernachlässigen wir diese 
Änderung, d. h., wir betrachten die Kraft F und den Winkel (F, s) in diesem Intervall als an- 
nähernd konstant. Dann erhalten wir für dA bei der Änderung ds den Ausdruck 


dA = Fcos(F,s)ds, 
so daß die Arbeit A durch das Integral 


S 
A= [ F eos (F, s) ds (9) 
8 
dargestellt werden kann. 


218 X. Anwendungen der Integralrechnung in Geometrie, Mechanik und Physik 


Aus diesem allgemeinen Ausdruck für die Arbeit der Kraft F folgt, daß die Arbeit, falls für 
alle s in [s,, 8] die Beziehung (F, s) = = gilt, gleich O ist, da dann cos (F', s) und somit auch 


der Integrand gleich 0 ist. Das bedeutet, daß eine Kraft, die senkrecht zur Bewegungsrichtung 
angreift, keine mechanische Arbeit leistet. 

Wenn die in einem Punkt angreifende Kraft F nach der Parallelogrammregel in zwei Kom- 
ponenten zerlegt wird, und zwar in eine Komponente in Richtung der Bahntangente, d.h. der 
Bewegungsrichtung, und in eine dazu senkrechte Komponente, dann leistet nach den eben durch- 
geführten Überlegungen nur die Komponente F,= F..cos (F,s) in Richtung der Bahn- 
tangente Arbeit: 


S 
\ A= | F,ds. (9a) 


80 


Wir nehmen nun an, daß F die Resultante aller in einem Punkt angreifenden Kräfte ist; dann 
ist nach dem Newtonschen Bewegungsgesetz die Komponente F, in Richtung der Bahn- 
tangente gleich dem Produkt aus der Masse m des Punktes und seiner Beschleunigung a. Der 
Ausdruck für die Arbeit A lautet dann 


Ss 
A= [ mads 
8% 
Wegen 
ds 
- — ud v=-—, 
a und Fr 
also 
dv ds dv | 
 dsed de 


folgt in diesem Fall 


S Ss 
ds 2 2 “ 2 2 
Ig So 


wobei v, und V die Geschwindigkeiten am Anfangs- bzw. Endpunkt bezeichnen. 
Bekanntlich ist — mv? die kinetische Energie (die ältere Bezeichnung ist „lebendige Kraft“) 


des Punktes. Damit haben wir den folgenden wichtigen Satz bewiesen: Die mechanische Arbeit 
A, die von einer in einem Massenpunkt angreifenden Kraft geleistet wird, ist gleich dem Zuwachs 
der kinetischen Energie des Punktes. (Selbstverständlich können die mechanische Arbeit und 
der Zuwachs der. kinetischen Energie gleichzeitig auch negativ. sein.) Dieses Prinzip, das auf 
Systeme von Massenpunkten und starre Körper erweitert werden kann, spielt in der Mechanik 
und der Physik eine sehr wichtige Rolle. 


354. Beispiele. 

1. Man berechne mit Hilfe der Formel (9) die bei Dehnung (oder Stauchung) einer an einem 
Ende befestigten Feder geleistete Arbeit. Dieses Problem tritt z. B. bei der. Berechnung von 
Puffern auf. ' | 

Bekanntlich bewirkt eine Dehnung s der Feder (wenn die Feder nicht überlastet wird) eine 
Spannung 7, die der Dehnung proportional ist: p = cs (Abb. 43). Dabei ist c eine für die Feder 
charakteristische Konstante, die sogenannte Federkonstante. Die die Feder dehnende Kraft 
muß diese Spannung überwinden. Wenn man nur den Teil der wirkenden Kraft betrachtet, der 


# 
x 
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eg ur ist, so wird die Arbeit, die zu einer Dehnung der Feder von 0 bis S notwendig 
ist, durc 


S S 
I 52 
A= [pi=e [su -.5 
0 


0 


Ss  .cS° 
0 2 


ausgedrückt. Bezeichnen wir den größten Wert der Spannung, der der Dehnung $ der Feder 
entspricht (und gleich cS ist), mit P, so können wir den Ausdruck für die Arbeit in der Form 


A=-pg 
2 


schreiben, 

Würde auf das freie Ende der Feder die Kraft P wirken (z.B. als Gewicht), so wäre die 
‚Arbeit für die Dehnung $ doppelt so groß, also PS. Wie wir sehen, wird nur die eine Hälfte der 
Arbeit zur Dehnung der Feder aufgewendet; die andere Hälfte verleiht der belasteten Feder 
kinetische Energie. 


Abb. 43 Abb. 44 


2. In einem Zylinder befinde sich auf der einen Seite des Kolbens ein Gas (Abb. 44). Wir 
nehmen an, das Gas dehne sich aus und bewege den Kolben nach rechts. Wir wollen die von 
dem Gas geleistete Arbeit berechnen. Wenn die Anfangs- bzw. die Endlage des Kolbens mit s, 
bzw. s,, der Druck (Kraft pro Einheit der Kolbenfläche) mit p und der Inhalt der Kolbenfläche 
mit Q bezeichnet wird, dann ist die auf den Kolben wirkende Kraft gleich 7Q, und die Arbeit 
wird durch das Integral 


A 


ausgedrückt. Ist V das Volumen des betrachteten Gases, so ist offenbar YV = Qs. Führt man 
statt s als neue Veränderliche das Volumen Y ein, so erhält man leicht 


Y; 
A=|pdWV, (10) 
Vi 


rn: 


wobei Y, das Anfangs- und V, das Endvolumen darstellt. 
Wenn der Druck als Funktion des Volumens V bekannt ist, kann man die Arbeit A be- 
stimmen. Setzt man voraus, daß die Temperatur des Gases bei der Ausdehnung konstant bleibt, 
so muß dem Gas zur Ausdehnung von außen Energie in Form von Wärme zugeführt werden. 
In diesem Fall heißt der Prozeß isotherm. Für ein ideales Gas gilt dann das Boyle-Mariottesche!) 


1) RoBERT Boxyue, 1627—1691, englischer Physiker; Enm& MArRıorTrTe, 1620—1684, franzö- 
sischer Physiker. 
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Gesetz pV = c = const; also ist 9 = — Für die Arbeit erhalten wir den Wert 


x 


a [Hay-emvin-onz. | 


Vi 
Wenn wir mit p, bzw. p, den Anfangs- bzw. den Enddruck bezeichnen, so gilt 7,0, = 93V; 


P; 


oder— —#1, Damit findet man für die Arbeit, die von dem Gas bei der Ausdehnung 


P2 
geleistet wird und die mit einer Druckänderung von p, auf p, < ?, verknüpft ist, den Ausdruck 


A=ch. 
P2 

Schließlich kann in diesen Formeln die Konstante c durch das Produkt p,V, ersetzt werden. 
Es kommt jedoch öfter vor, daß während der Ausdehnung des Gases kein Wärmeaustausch 
zwischen dem Gas und der Umgebung stattfindet. Die für die Arbeit notwendige Energie 
stammt dann aus der Energie des Gases; die Temperatur des Gases nimmt dabei ab. Solche 
Prozesse heißen adiabatisch. In diesem Fall besteht zwischen dem Druck p und dem Volumen V 

des Gases die Beziehung 


pVk = c = const 


(sie wird später hergeleitet werden; vgl. Nr. 361, Aufgabe 3); dabei ist % eine für das Gas 
charakteristische Konstante, die stets größer als 1 ist. Hieraus folgt ? = cV-* und damit 


Vi 
A= fer: da’ = 
Vi 


Dieses Resultat läßt sich auf eine etwas übersichtlichere Form bringen, wenn man die Be- 


ziehungen cV7* = p,, cVz* = p, benutzt. Setzt man sie ein, so erhält man für die Arbeit 
den Ausdruck 


A PıVı — PrV; 
k—i1 


Wir hatten nur der Einfachheit und Übersichtlichkeit wegen vorausgesetzt, daß das sich 
ausbreitende Gas in einem Zylinder befinde. Sowohl die Hauptformel (10) als auch die aus ihr 
erhaltenen speziellen Formeln bleiben gültig, unabhängig davon, welche Form das zu be- 
trachtende Gas in jedem gegebenen Moment besitzt. Es versteht sich, daß diese Formeln auch 
die Arbeit angeben, die bei der Kompression des Gases vom Volumen V, auf das Volumen V/, 
< V7, geleistet wird (diese Kompression wird von einer Erhöhung des Druckes von 9, auf 
Pı > Pa begleitet), d. h. die Arbeit einer äußeren Kraft, die das Gas FU IERDIERN Die Arbeit 
des Gases ist in diesem Fall negativ. 


1 1 
yı-k = — ee u EEE 
— vıky ( le =). 


\ 


355. Die Arbeit der Reibungskraft in einem flachen Zapfen. Im allgemeinen werden die 
Führungsteile vertikal laufender Wellen Zapfen genannt. Die feste Stütze, in der sich der 
Zapfen dreht, ist das Stützzapfenlager oder Widerlager. In diesem Abschnitt untersuchen wir 
die Reibungskräfte für den einfachen Fall eines flachen Zapfens,. 

Ein flacher Zapfen ist ein zylindrischer Körper, der sich mit seiner ebenen Grundfläche auf 
das Zapfenlager stützt (Abb. 45). Diese Grundfläche hat im allgemeinen die Form eines Kreis- 
ringes mit dem äußeren Radius R und dem inneren Radius r,. Im Spezialfall r, = 0 erhalten 
wir einen Kreis als Grundfläche. 

Wir bezeichnen mit P den Druck des Zapfens, mit ® die Winkelgeschwindigkeit der 
Welle, mit u den Reibungskoeffizienten und mit p den Druck auf den Zapfen (p ist eine Funk- 
tion des Ortes). Wir haben bisher noch nicht die Frage nach der Druckverteilung gestellt; wir 
erwähnen nur die an sich selbstverständliche Tatsache, daß die Punkte des Zapfens, die vom 
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Mittelpunkt O den gleichen Abstand besitzen, auch dem gleichen Druck ausgesetzt sind, d.h., 
p ist im allgemeinen eine Funktion des Abstandes r vom Mittelpunkt. Weiter unten werden wir 
die Voraussetzungen angeben, die bezüglich dieser Funktion gemacht werden. Einer Bedingung 
muß sie jedoch in jedem Fall genügen; und zwar muß der vom Zapfenlager auf den Zapfen 
übertragene Gesamtdruck mit dem von der Welle ausgeübten Druck P im Gleichgewicht stehen. 


Abb. 45 


Wir berechnen diesen Gesamtdruck durch Summierung unendlich kleiner Größen (nach dem 
Schema in Nr. 348), wobei wir als unabhängige Veränderliche den Radius r nehmen, der von r, 
bis R variiert. Dazu zerlegen wir dieses Intervall in Teilintervalle, was einer Zerlegung des 
Kreisringes in konzentrische Kreisringe entspricht. Die Belastung P setzt sich dann aus den 
„Elementarbelastungen‘“ dieser Kreisringe zusammen. Wir betrachten nun den Kreisring, der 
von den Kreisen mit den Radien r und r + dr begrenzt wird (in Abb. 45b schraffiert). Der 
Flächeninhalt dieses Kreisringes ist gleich | 


r(r + dr)? — zr? = 2rr dr + n(dr)?; 


vernachlässigen wir noch die von zweiter Ordnung kleine Größe r.(dr)?, so ist der Flächeninhalt 
ungefähr gleich 2rr dr. Ist p der Druck (Kraft pro Flächeneinheit) in einem Punkt mit der 
Entfernung r vom Nullpunkt, so ist die dem betrachteten Kreisring entsprechende Elementar- 
belastung gleich 


dP=»:2nrdr. 
Nach Integration folgt daraus 


R 
P= 2 [pr dr. (11) 


T, 


Diese Formel drückt gerade die oben angegebene Gleichgewichtsbedingung aus. 

Wir bestimmen nun das Moment M der Reibungskraft des sich drehenden Zapfens bezüglich 
der Rotationsachse. Dazu betrachten wir den Kreisring mit dem äußeren Radius r + dr und 
dem inneren Radius r. Die von diesem Kreisring entwickelte Reibungskraft, die der Drehung. 


/ 


j 


vr. 
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entgegenwirkt, ist gleich 
„dP = 2nupr dr; 


das ihr entsprechende „Elementarmoment‘‘ dM erhalten wir also einfach durch Multiplikation 
dieser Kraft mit dem (für alle Punkte des Kreisringes gleichen) Abstand r: 


aM = 2rupr? dr. 


Daraus folgt für das Reibungsmoment 


R 
M = 2ru f pr? dr. (12) 


ug) 


Aus der elementaren Mechanik ist bekannt, daß die Arbeit, die einem durch konstante 
Drehung erzeugten Moment pro Sekunde entspricht, gleich dem Produkt aus dem Moment M 
und der Winkelgeschwindigkeit o ist: 


A= Mo. 


Um die Arbeit, die an dem Ring geleistet wird, berechnen zu können, müssen wir einige An- 
nahmen bezüglich der Verteilung der Funktion p über die Reibungsfläche machen. 

Am einfachsten ist die Voraussetzung; daß sich der Druck homogen über die ganze Fläche 
verteilt, also 9 = c = const ist. Die Größe dieser Konstanten läßt sich aus der Gleichung (11) 
bestimmen. In diesem Fall ist der Druck p bei einer gleichmäßigen Verteilung der Belastung P 


über den Kreisring mit dem Flächeninhalt r(R? — r;) gleich c = ————. Setzen wir 


diesen Wert von p in die Gleichung (12) ein, so folgt ° n(R?— 5) 
| R 
P 2 R? — r? 
M = ru ——— | rdr = — uP ————, 
de er er ein 


Insbesondere gilt für einen vollen Zapfen M = - UPR. 


Diese Resultate beziehen sich jedoch nur auf noch nicht abgenutzte Zapfen. Bei der Dre- 
hung der Welle bewegen sich diejenigen Punkte des Zapfens, die weiter vom Mittelpunkt O 
entfernt sind, mit einer größeren Geschwindigkeit als die näher an O liegenden Punkte. Dem- 
entsprechend groß ist die Arbeit und damit die Abnutzung sowohl des Zapfens als auch des 
Zapfenlagers. Dadurch wird sich ein Teil des Druckes zum Mittelpunkt des Zapfens verlagern: 
Bei alten Zapfen stellt sich die Druckverteilung im allgemeinen so ein, daß die Reibungsarbeit 
(pro Flächeneinheit) und damit auch die Abnutzung überall auf der Reibungsfläche konstant 
ist. Dividieren wir die „Elementararbeit‘“ dA = wdM durch den Flächeninhalt 2rr dr des 
Ringes, so können wir die Bedingung in der Form 


wupr = const 
j } 


Ds 


schreiben; daraus folgt pr = c* = const. 
Wir setzen also voraus, daß der Druck p umgekehrt proportional der Entfernung vom Zen- 


trum 0 ist. Ersetzt man in der Bedingung (11) pr durch c*, so kann man diese Konstante be- 
stimmen: 


R 
P = 2xc* f dr = 2rc*(R — r,), 
1, 
also 
_ P 
2r(R—-n). 
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Ersetzen wir schließlich in (12) pr durch diesen Ausruck, so finden wir / 


R 
P 1 
M — 2 Ren nn = 0 Bo u 2 U 02 02 d — r 

= Zru IHR — nn) f r 2 uP(R + r,) 


Für den vollen Zapfen it M = u uPR. 


Man sieht leicht, daß der Leistungsverlust durch Reibung bei alten Zapfen kleiner ist als 

bei neuen. | 

: \ 
356. Aufgaben zur Summierung unendlich kleiner Größen. Wir bringen nun eine Reihe von 
Aufgaben, die mit Hilfe der Summierung unendlich kleiner Größen lösbar sind. 

1. Man leite eine Formel für das statische Moment M eines Körpers (V) bezüglich einer ge- 
gebenen Ebene her, wenn die Flächeninhalte der zu dieser Ebene parallelen Querschnitte des 
Körpers (als Funktion des Abstandes x von ihr) bekannt sind. Die Dichte sei gleich 1. 

Mit den Bezeichnungen von Nr. 342 ist die Masse (das Volumen) eines Schichtelements des 
Körpers im Abstand x von der Ebene gleich P(x) dx, sein statisches Moment dM = xP(«) dr, so 
daß durch Summierung 


b 
M = | xP(«) de 


folgt. Der Abstand £ des Schwerpunktes des Körpers von der gegebenen Ebene ist gleich 


Insbesondere gilt für einen Rotationskörper 


b 

J xy? de 
a ea 

IE 


Wenn man dieses Resultat a) auf einen Kreiskegel, b) auf eine a a anwendet, En 


man für den Abstand des Sehweruitss von der Grundfläche )- — der Höhe, b) = — des 
Radius. 2 

2. Man leite die Formel für das statische Moment M einer Rotationsfläche u. einer 
zur Rotationsachse senkrechten Ebene her. Die „Flächendichte“ sei gleich 1. 

Wir wählen die x-Achse als Rotationsachse und legen den Nullpunkt in ihren Schnittpunkt 
mit der betrachteten Fläche. Mit den Bezeichnungen aus Nr. 344 ist die Masse (der Flächen- 
inhalt) eines ringförmigen Schichtelements mit dem Abstand s vom Anfangspunkt der Bogen- 
zählung gleich 2ry er sein statisches Moment also gleich dM = 2rry ds und damit 


\ 


M=2r [ xy ds = 2r | D(s) Y(s) ds. 
0 0 


Wenn die Kurve, durch deren Drehung um die x-Achse die Rotationsfläche erzeugt wird, 
explizit durch y = nn aszso, zu. ist, gilt speziell 


— 2 [avi + y?de= JE fe) yı + [f(«)P de. 
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Der Abstand & des Schwerpunktes von der gegebenen Ebene ist gleich 
S b 
[ ay ds [v1 + y’? de 
17 
S ob 
[ya [yrı +y®de 
a 


Man wende diese Formel a) auf einen Kreiskegel, b) für eine PURE an. 
Lösung. Der Abstand des Schwerpunktes von der Grundfläche ist a) 2 — der Höhe, b) — 
des Radius. 


3. Man bestimme die statischen Momente M,,„ M;z M;y, einer Zylinderfläche (Nr. 346; 
Abb. 35) bezüglich der Koordinatenebenen und die Lage des Schwerpunktes. Man verwende 
dazu die Formeln für die Mantelfläche eines Zylinderabschnitts (vgl. Nr. 347, Beispiel 2, und 
Nr. 343, Beispiel 8). 


Lösung. Die allgemeinen Formeln lauten 


S S j S 
M = [» ds, = |% ds, M;.y= a ds, 
0 0 0 


Keen 


wobei P der Inhalt der Fläche ist. Beim vorliegenden Beispiel st &=0,n = - a,C= ri ; 


Y 


Abb. 46 


4. Das Trrägheitsmoment (oder Moment zweiten Grades) eines Massepunktes mit der Masse m 
bezüglich einer beliebigen Achse (oder Ebene) ist gleich dem Produkt aus der Masse m und dem 
Quadrat des Abstandes d des Punktes von der Achse (oder der Ebene). Man bestimme, 
ausgehend von dieser Definition, den Ausdruck für das Trägheitsmoment I, der ebenen 
Figur A,B,BzA, (Abb. 46) bezüglich der y-Achse. Die „Flächendichte“ der -Masse sei 
gleich 1. 


b 
dl, = 2(yy — yı) de, 1, = [ =1y: — y,) de. 


143 
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Für die in Abb. 47 gezeigten Figuren erhalten wir z. B. im Fall a) 
e+(h/2) 
Y—-yı=b, I=b 2 de = bein + I, 
c—-(h]2) | 


3 
insbesondere ist I, = — für c = 0; im Fall b) ist 


c+r 
Ya Yı=21/r — (x — ce), 2 E Yr: — (x — c)2 ea zu 
insbesondere ist hier I, = zu fürc—=0. En 
O« y 
b) ‚ Abb. 47 


5. Man bestimme das Trägheitsmoment des Körpers (7) von Aufgabe 1 bezüglich der dort 
erwähnten Ebene. Die erhaltene Formel verwendet man zur Berechnung des Trägheitsmomen- 
tes a) eines Kreiskegels, b) einer Halbkugel bezüglich der Grundfläche. 


Lösung: 
b 
I= | a’P(«) de; 
6 


damit ist 
T ZT 
a)I=—R, bI=—R. 
30 9 15 u 

6. Die Kraft, mit der eine Flüssigkeit auf ein in einer Tiefe A liegendes Flächenstück drückt, 
ist gleich dem Gewicht der Flüssigkeitssäule der Höhe 7, die über dem Flächenstück steht. Der 
Druck in der Tiefe h ist dann gleich hog, wobei o die Dichte der Flüssigkeit und g die am be- 
trachteten Ort vorliegende Erdbeschleunigung ist. 

Wir nehmen an, daß eine ebene Figur A,B,5,4, (Abb. 46) vertikal in die Flüssigkeit ein- 
taucht.!) Man bestimme den hydrostatischen Druck W auf diese Figur und sein statisches Mo- 


"ment M (bezüglich der Oberfläche der Flüssigkeit). 
Auf das Flächenelement dP = (y, — y,) de wird der Druck 


dW = oge(y; — Yı) dx 
ausgeübt, dessen Moment bezüglich der y-Achse gleich 

dM = og2?(y, — Yı) de ’ 
ist. Daraus folgt 


b b 
W=o[:«u-y)di, M=oj etw — yı)de. 
17 q 


1) Wir wählen die y-Achse so, daß sie auf der Oberfläche der Flüssigkeit liegt. 


15 Fichtenholz II 


226 X. Anwendungen der Integralrechnung in Geometrie, Mechanik und Physik 


Das erste Integral stellt offenbar das statische Moment M , der Figur bezüglich der y-Achse dar. 
Das zweite gibt das Trägheitsmoment I, der Figur bezüglich derselben Achse an. 

Ist & der Abstand des Schwerpunktes C der Figur von der Flüssigkeitsoberfläche und P ihr 
Flächeninhalt, so gilt offenbar W = ogP£. Das Druckzentrum (d.h. der Punkt, in dem die 
Resultierende des hydrostatischen Druckes anzubringen ist) hat von der Oberfläche den Ab- 
stand 


Wir wenden diese Formel auf die in Abb. 47 dargestellten Fälle an. In Abb. 47a gilt& =c, 


3 
P= bh und W = egbhc. In Aufgabe 4 hatten wir schon I, = be’h + — berechnet. Damit 
gilt | 
h? 
* , 
er 
Ist speziellc = . (d.h., die obere Seite des Rechtecks liegt an der Flüssigkeitsoberfläche), so 
folgt 


w 1 2 
Tr bh? 3 + a. . 


In Abb. 47bgit£=c,P = rrund W = ogerr?. Hier ist I, = rr?e? + ie (vgl. Aufgabe 4) 
und damit 4 


g* & 
=C TER 
Tr 4c 


7. Wenn ein mit Wasser gefülltes Bassin an einer Seite im Abstand h unterhalb der Wasser- 
oberfläche einen horizontalen Spalt besitzt, so strömt durch diesen Spalt Wasser mit der Ge- 
schwindigkeit 

v = Y2yh 
aus.!) Die Seite habe nun eine rechteckige Öffnung (Abb. 48). Man bestimme das Volumen Q des 
pro Sekunde ausströmenden Wassers. 


nd hehe ee hen her ieh enden ufbercheieeeench - . 


Zug 
Ve 


\ 
DENN 
KEN N 
ERANEN 

= n7/ 


: 
u 


DIS 


\ 
N Abb. 48 


In einem Streifenelement der Breite dx im Abstand x von der Oberfläche ist die Geschwin- 
digkeit v gleich Y2gz; da der Flächeninhalt gleich 5 dx ist, fließt pro Sekunde durch dieses 
Streifenelement das Volumen dQ = Y2gr b dx. Die Summierung ergibt 

h 
. Q=Yogb [ a2 de = — ag binera — ni). 
Re 
1) Diese Formel aus der Hydrodynamik ist unter dem Namen Toricellische Formel bekannt 
(EVANGELISTA TORICELLI, 1608—1647, italienischer Mathematiker und Naturforscher). 


Sie hat dieselbe Gestalt wie die Formel für die Geschwindigkeit eines Massenpunktes beim 
freien Fall aus der Höhe A. 
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Das tatsächliche Volumen der ausströmenden Flüssigkeit ist wegen der Reibung und der 
Kompression des Strahls etwas kleiner als das berechnete. Der Einfluß dieser Faktoren wird im 
allgemeinen durch Einführung eines empirischen Koeffizienten u < 1 berücksichtigt. Dann 
hat der obige Ausdruck die Form 


= — u V2g b(hel® — n312), 


Für A, = 0 ergibt sich hieraus die Formel für die durch eine rechteckige Wasserrinne ab- 
fließende Menge: 


= u Vag öre18. 


8. Bei der Untersuchung des Magnetfeldes eines stromdurchflossenen Leiters stellten BıoT!) 
und SAVART?) fest, daß die Kraft dieses Magnetfeldes auf einen Magnetpol als Resultierende der 
entsprechenden Kräfte beliebig kleiner stromdurchflossener Leiterelemente betrachtet werden 
kann. Dementsprechend wirkt das Magnetfeld des Leiterelementes ds (Abb. 49) auf den im 
Punkt O liegenden Magnetpol der Polstärke m mit der Kraft 


__ Imsingds 
Arr? 


dr 


’ 


wobei I die Stromstärke, r der Abstand OM und o der Winkel (ds, r) ist. 

Diese Kraft steht senkrecht auf der Ebene durch ds und O, und zwar zeigt sie in dem in 
Abb. 49 angegebenen Fall in die Zeichenebene hinein. 

Will man die Kraft ermitteln, die ein endliches stromdurchflossenes Leiterstück auf einen 
Magnetpol ausübt, so muß man die Kräfte der Leiterelemente summieren. 


Abb. 49 Abb. 50 


Wir wollen nun die Kraft bestimmen, die von einem geradlinigen Leiterstück BC (Abb. 50) 
auf einen im Punkt O liegenden Magnetpol der Polstärke 1 wirkt (dabei werden die Bezeich- 


nungen der Abb. 50 entnommen). Wegen sing = sin {OMA = er hat dF die Form 


u alds _ alds 
 Anr®  Anla? + s2)212 


1) Jgan Barrıste Bıor, 1774—1862, französischer Gelehrter. 
2) Färıx Savart, 1791— 1841, französischer Physiker. 
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Die Kräfte der Leiterelemente können hier ohne weiteres summiert werden, da sie alle dieselbe 
Richtung besitzen. Deshalb gilt 


8 
al ds _ dl. 8 
 4r | (a + S)U2 Ara Y + a2 


ö; 


S 4. Die einfachsten Differentialgleichungen 


357. Grundbegriffe. Differentialgleichungen erster Ordnung. In Kapitel VIII haben 
wir die Funktion y = y(r) aus ihrer Ableitung 


y' = f(x) | (1) 


(oder, was dasselbe ist, aus dem Differential dy = f(x) dx) durch Integration oder 
Quadratur bestimmt. Wir erhielten 


y= f f@)de +0) (2) 


In dieser allgemeinen Lösung ist eine Konstante C enthalten. Wie wir an Hand von 
Beispielen sahen (Nr. 263 und 264), hat dieKonstante einen bestimmten Wert C = (\,, 
wenn Anfangsbedingungen 


y-zy fü 2=% (3) 


gegeben sind. Setzen wir die Konstante C', in (2) ein, so erhalten wir eine Partikular- 
lösung des Problems, d.h. eine wohlbestimmte Funktion y = y(x), die nicht nur die 
gegebene Ableitung besitzt, sondern auch die Anfangsbedingungen (3) erfüllt. 

Oft ist jedoch die Funktion y = y(x) auseinem komplizierteren Ausdruck der Gestalt 


Fia,yy,y",..)=0 


zu bestimmen, in dem die unabhängige Variable x, die gesuchte Funktion y und ihre 
Ableitungen y’, y’’, ... auftreten. Eine derartige Beziehung nennt man im allgemeinen 
eine gewöhnliche Differentialgleichung. 

Wir beschäftigen uns nun mit der Differentialgleichung erster Ordnung’) 


F(z,y,y) =0. (4) 


Eine Lösung nennen wir jede Funktion y = y(x), die dieser Gleichung für alle x 
genügt. Man kann (unter. den bekannten Voraussetzungen über die Funktion F) be- 
weisen, daß ihre allgemeine Lösung der Lösung des eingangs erwähnten einfachen 
Falles analog ist (vgl. (2)). Sie enthält auch hier eine beliebige Konstante, d. h., sie 
hat die Gestalt 


y=pm,C). (5) 


1) In diesem Paragraphen wollen wir unter dem Symbol fe) dz eine zwar beliebige, aber 
wohlbestimmte Stammfunktion verstehen, so daß wir die Integrationskonstante nicht in dieses 
Symbol einschließen, sondern getrennt schreiben. 

?) Eine Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Beziehung zwischen einer gesuchten Funk- 
tion, der unabhängigen Veränderlichen und der ersten Ableitung der gesuchten Funktion. — 
Anm. d. Red. 


° “ [) \ 
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Manchmal erhält man auch die Lösung in impliziter Form 
D(x,y,C)=0 oder ya,y)=(. (6) 


Das Aufsuchen der allgemeinen Lösung der Differentialgleichung nennt man Inte- 
gration der Differentialgleichung. 

Als Beispiel betrachten wir die folgende Aufgabe: Man bestimme diejenigen Kurven, 
deren Subnormale konstant ist. Jede der Kurven werde durch eine explizite Gleichung 
y = y(x) dargestellt; dann läßt sich das Problem auf das Aufsuchen solcher Funk- 
tionen zurückführen, die der Bedingung yy’ = p mit konstantem p > 0 genügen (vgl. 
Nr. 230, Formel (3)). Schreiben wir diese Bedingung in der Form (y?)’ = 2p, so sehen 
wir sofort, daß die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung die Gestalt 


„=2px<+C oder y= +Y2px +0 (7) 


hat. Die oben gestellte Forderung wird also von einer Parabelschar erfüllt, die sich 
durch Verschiebung einer Parabel parallel zur x-Achse ergibt. 

Hier ist die allgemeine Lösung der Differentialgleichung auch die Lösung unserer 
Aufgabe, da nach allen Kurven mit der erwähnten Eigenschaft gefragt war. Wenn in 
der Aufgabe zusätzlich gefordert wird, daß die Kurve durch den Punkt (z,, Y,) gehen 
soll, dann kann man, wenn man diese Werte in die Gleichung eingesetzt hat, den 
Wert von Ü bestimmen: 


CO, = y; — 2pin. 
Setzen wir in (7) C = (\, so gelangen wir zu der'Partikularlösung 


y* = 2px Tr Oo; 


die eine bestimmte Kurve darstellt. 

In vielen Fällen wird als Lösung eines Problems, das auf eine Differentialgleichung. 
führt, eine bestimmte Partikularlösung gesucht. Sie wird im allgemeinen aus Anfangs- 
bedingungen der Form (3) bestimmt, die sich aus dem Problem ergeben. Mit Hilfe 
dieser Bedingungen wird, wie eben, ein bestimmter Wert U = 0, ermittelt. Er läßt 
sich aus der Gleichung bestimmen, die sich aus der allgemeinen Lösung (5) oder (6) 
durch Einsetzen von x = x, y = y, ergibt. Setzen wir dann in die allgemeine Lösung 
die Konstante ©, statt C ein, so erhalten wir eine Partikularlösung, die das vor- 
gelegte Problem löst. 


- 


358. Differentialgleichungen ersten Grades. Trennung der Veränderlichen. Wir setzen 
nun voraus, daß in der Gleichung (4) die Ableitung y’ höchstensin der ersten Potenz 
auftritt, d. h., die Gleichung habe die Form | 


Pi, Y) r Az, Y) y =(, 


wobei P und Q Funktionen von x und y sind. Wegen y’ = 4 können wir die Glei- 
chung in der oft zweckmäßigeren Form z 


P(x, y) de + 9x, y) dy = 0 (8) 


schreiben. 

Wir beschäftigen uns hier nur mit den einfachsten Spezialfällen der Gleichung (8), 
bei denen die Integration auf eine einfache Quadratur hinausläuft. Die Betrachtung 
dieser Fälle ist deshalb eine Ergänzung zu Kapitel VIII. 


\ 
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Wenn in (8) der Koeffizient P nur von x und der Koeffizient Q nur von y abhängt, 

d. h., wenn die Gleichung (8) die Form 

P(x) de + Q(y) dy = 0 (9) 
hat, so sagt man, die Variablen seien getrennt. In diesem Fall ist die Integration sehr 
einfach. 

Die Funktionen P(x) und Q(y) seien stetig (in den entsprechenden Intervallen). 
Dann ist P(x) dx das Differential der Funktion P(x) = f P(x) de und Q(y) dy das. 
der Funktion O(y) = f Q(y) dy, selbst wenn unter y die Funktion y(x) verstanden 
wird, die der Gleichung (9) genügt.!) In diesem Fall stellt also die linke Seite von (9) 
das Differential der Summe P(x) + O(y) dar. Da dieses Differential auf Grund von 
(9) gleich O ist, muß die Funktion selbst konstant sein: 


Pa) +QWYy)=C. (10) 
Man sieht leicht, daß umgekehrt auch (9) erfüllt ist, wenn die Funktion y = y(x) 
für jedes x der Gleichung (10) genügt. (10) ist also die allgemeine Lösung von (9). 
Zur Lösung von (9) bringt man mitunter die Glieder mit dx und dy auf verschiedene. 
Seiten der Gleichung: 


Yy)dy = — Pia) de. (11) 


Integriert man jede Seite für sich und fügt man an eines der Integrale die Konstante, 
so erhält man 


Saw) day = —[ Pea)de +0; 
dieses Resultat stimmt mit dem obigen überein. 

Sollen nun die Anfangsbedingungen der Form (3) erfüllt werden, kann man zu- 
nächst die allgemeine Lösung aufstellen und dann die Konstante C mit Hilfe dieser 
Bedingungen bestimmen. Einfacher ist jedoch das folgende Verfahren: Man inte- 
griert die Gleichung (11), und zwar die linke Seite von %, bis y und die rechte Seite 
von x, bis x. Man erhält dann die Gleichung 


y x 
Jan) dn = -[ Pi&dE, 
Yo u7) 


die die gewünschte. Partikularlösung darstellt. Aus der impliziten Form der Lösung 
sieht man sofort, daß für x = x, tatsächlich y = y, ist. Der Leser kann sich selbst 
leicht überlegen, daß sich dieses Verfahren nur formal von dem vorigen unterscheidet. 


Beispiel 1. Gegeben sei die Gleichung sin x de + rn =(. 


Durch Integration folgt J 
[= + [2 =( ode —csar + 2yy = Ü 
72 
und damit 
(cos x + 0)? 
ur an 


Dies ist die allgemeine Lösung der gegebenen Gleichung. Wenn eine Anfangsbedingung ge- 
geben ist, etwa 


y-1 für @=I(, 


1) Wegen der Invarianz des Differentials (Nr. 106). = 
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so folgt durch Einsetzen dieser Werte C = 1, so daß sich die Partikularlösung 


u (1 -+ coszx)? 


, 1 


ergibt. Man kann hier allerdings auch die allgemeine Lösung umgehen, indem man sofort 
y ? z 
fi —-__- [sin&d, 


also 2 (Yy _ 1) = cosxz — 1 schreibt; daraus folgt 


— 1-+coz 1 -+ cosx\? 


2 2 

Oft hat die gegebene Gleichung (8) nicht die Form (9), sondern muß erst in diese 
leicht zu integrierende Form gebracht werden. Eine solche Umformung heißt Tren- 
nung der Veränderlichen (Separation der Variablen). Diese Trennung ist sehr einfach, 
wenn die Koeffizienten P und Q aus dem Produkt zweier Faktoren bestehen und jeder 
Faktor nur von einer Veränderlichen abhängt, d.h., wenn 


P(x,y) = Pıl&) Pıy) und Q(&,Yy) = Qılz) Q.(y) 


ist. Dividiert man nämlich beide Seiten der Gleichung 


P,(z) Px(y) de + Qı(®) 9,(&) dy = 0 (12) 
durch P,(y) Qı(x) (P;(y), (x) = 0), so sind die Veränderlichen schon getrennt: 

Pı(&) lY) 

Tre aa 77 Te 


Beispiel 2. Gegeben sei die Differentialgleichung 
x x 
1 — d m nn] d en Ö. 
ysin Z de — 008 dy 


Sie hat die Form (12). Wir trennen die Veränderlichen, 


dy = = dr, 
J eo 
2 
integrieren und erhalten 
In |y| = —2 In |cos A +c 
oder 
-- ee Iee 
cos? = 1-+ cosz 


Wir führen noch eine neue Konstante ( = 2e° ein und erhalten damit die allgemeine Lösung 
in der Form . 
- C 


9 1 + cosx 
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359. Aufgaben. Wir betrachten nun eine Reihe von Aufgaben aus verschiedenen Gebieten; , 
diese Aufgaben führen auf Differentialgleichungen, bei denen die Variablen getrennt werden 
können. 


1. Man bestimime diejenigen Kurven, bei denen die Abschnitte » der Normalen (bis zum 
Schnittpunkt mit der x-Achse) die konstante Länge r haben. 
Unter Berücksichtigung des Ausdrucks für n (vgl. Nr. 230, Formel (4)) schreiben wir diese 

Bedingung, der die gesuchte Funktion y(x) genügen muß, in Form der Differentialgleichung 


yYi + 3y?|=r oder yil+ nr. 
Daraus folgt 


ydy 


a, = +de. 
de Yy Yr? — y2 


Die Integration ergibt 


-Yr 2 =+(x+0) ode ck +0” + Ver. 
Wie zu erwarten war, erhält man eine Schar von Kreisen mit dem Radius r, deren Mittelpunkte 
auf der x-Achse liegen. 


2. Man bestimme diejenigen Kurven, deren Tangentenabschnitt bis zum Schnittpunkt mit 
der x-Achse die konstante Größe «a hat. | 

Auf Grund von Nr. 230, Formel (4), hat die Differentialgleichung für dieses Problem die 
Gestalt | 


N + v|=.. 


Setzen wir y’ = a ein, so können wir die Gleichung leicht umformen: 


NFEI-- 


PETER 
b ie a dy. 


oder 


Nach Integration folgt 
= + (= Elder, — «aln array —— 
Y 


Wir erhalten eine Traktrixschar (vgl. Nr. 331, Beispiel 11). 


3. Das Abkühlungsgesetz. Ein Körper habe die Temperatur 0 in °C. Er befinde sich in einer 
Umgebung mit der Temperatur 0°C. Nach dem Newtonschen Abkühlungsgesetz ist die Ab- 
kühlungsgeschwindigkeit proportional der Temperatur 6 des Körpers, d.h. 


Dabei ist k eine positive Konstante. Man bestimme das Gesetz, nach dem der Körper abkühlt; 
die Abkühlung beginne zur Zeit = 0. Es gilt 
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daraus folgt durch Integration!) 
n$=—k+ImnC ode 9=(leHt, 


Zur Zeit t = 0 sei die Temperatur des Körpers gleich ,. Offenbar ist dann C = 0,. Damit er- 
halten wir schließlich die Formel 


x 0 = 6, e-kt, 


x 


die die Temperatur eines Körpers zu einer beliebigen Zeit angibt, wenn die Anfangstemperatur 
0, bekannt ist. Der Koeffizient k hängt von den Eigenschaften des Körpers und seiner Um- 
gebung ab; er läßt sich experimentell bestimmen. 


4. Aus- und Einschaltvorgänge. Ein elektrischer Strom besitze die konstante Spannung P; 
der Widerstand des Leiters sei R, die Stromstärke sei I. Dann gilt, bei passender Wahl der Ein- 
heiten, nach dem Ohmschen Gesetz Y = IR. Wenn sich die Spannung ändert (und beim Ein- 
oder Ausschalten eines Gleichstroms), tritt in vielen Fällen Selbstinduktion auf, durch die eine 
zusätzliche elektromotorische Kraft entsteht, die der zeitlichen Änderung der Stromstärke, 


d/ 
also Er proportional ist, aber das entgegengesetzte Vorzeichen besitzt. Man kann also die 


elektromotorische Kraft der Selbstinduktion in der Form 


d/ 
= di 
darstellen; dabei ist Z (Z > 0) der Selbstinduktionskoeffizient. 

Tritt Selbstinduktion auf, so verschwindet beim Ausschalten der Strom nicht sofort, und 
beim Einschalten erreicht der Strom nicht unmittelbar seine normale Größe. Wir wollen ver- 
suchen, diese Erscheinungen mathematisch auszudrücken. Das Ohmsche Gesetz nimmt hier 
die folgende Gestalt an: 


dI dd. R 1% 
re oder iger ze (13) 


(a) Im Moment t = 0 werde ein Gleichstrom mit der Stromstärke /, ausgeschaltet. Da dann 
V7=0 ist, gilt 


IR dr R 
ETRLE? eo 7 


und damit (analog zu Aufgabe 3) 


A. 
I=J],® L . 


Dieser Strom, der nur auf Grund der durch Selbstinduktion auftretenden elektromotorischen 
Kraft entsteht, heißt Ausschaltstrom. Seine Stromstärke geht mit wachsendem £ schnell gegen 
0 und ist nach kurzer Zeit ganz verschwunden. 

(b) Wenn in einem Leiter im Moment i= 0 ein Gleichstrom mit der Spannung V ein- 
geschaltet wird, so gilt die Gleichung (13); man erhält aus ihr durch Trennung der Veränder- 
lichen | 


—Rd!I R R 
”— RI 7 ur zu 
_R; 


1) Da diese Gleichung entlogarithmiert wird, ist es zweckmäßig, die Konstante gleich in der 
Form In C zu schreiben. 
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Die Konstante C bestimmen wir aus der Anfangsbedingung I = 0 für t=0. Offenbar ist 
C = V, so daß schließlich 


R 
——f 
R 


folgt. Man sieht, daß außer dem (dem Ohmschen Gesetz entsprechenden) Strom mit der Strom- 


stärke — ein zusätzlicher Strom der Stärke 


R 
1 
rs. 
R 
in entgegengesetzter Richtung fließt. Dies ist der Zinschalistrom. Seine Stromstärke nimmt mit 
wachsendem r sehr schnell ab. 


5. Die Gleichung einer chemischen Reaktion. Wir betrachten einen chemischen Prozeß, der 
darin besteht, miteinander reagierende Stoffe A, B, ... in Stoffe M,N, ... umzuwandeln. Die 
Stoffmengen, die an der Reaktion teilnehmen, werden in Grammolekülen oder Molen aus- 
gedrückt. Ein Mol eines Stoffes ist diejenige Menge dieses Stoffes in Gramm, die sein Molekular- 
gewicht angibt. In einem Mol eines jeden Stoffes ist, unabhängig von der Art des Stoffes, stets 
die gleiche Anzahl von Molekülen enthalten. 

Wenn wir voraussetzen, daß bei der Reaktion ein Molekül des einen Stoffes mit nur einem 
Molekül des anderen Stoffes reagiert, so braucht man für jedes Mol des einen Stoffes je ein Mol 
des anderen Stoffes. Nach der Zeit t (vom Beginn der Reaktion an) habe von jedem Stoff, der an 
der Reaktion beteiligt ist, die gleiche Anzahl x von Molen reagiert. Die Änderung von x in der 


Zeiteinheit, also — heißt die chemische Reaktionsgeschwindigkeit. 


Es seien an dem Prozeß zwei Stoffe A und B beteiligt. Wir bezeichnen ihre Ausgangsmengen 
(in Mol) mit a bzw. b (dabei sei etwa b > a). Nach der Zeit t existiere noch die Menge a — x des 
Stoffes A und die Menge b — x des Stoffes B. Nun können wir annehmen, daß die chemische 
Reaktionsgeschwindigkeit zur Zeit t proportional ist dem Produkt der reagierenden Mengen, 
d.h. dem Produkt der noch nicht umgewandelten Mengen. Dies führt auf die Differential- 
gleichung: 


a dr 
7 ka- a) x) oder @-9)b-2) 


Nach Integration erhalten wir 


k.di. 


1 In -Z® 


= —kt+(. 
b-a b-x 2 
Da für # = 0 notwendig x = 0 sein muß, folgt 
1 a 
= In —. 
ba b 
Setzen wir diesen Wert ein, so ergibt sich 
(a —x)b 
In —— — — kb — a)t; 
n BDedd ( a)t 
daraus folgt durch eine leichte Umformung 
1 — e-k(b-o)t 
x = ab 


b — ia e-k(b-0)! . u 
Mit wachsendem t gehen die Exponentialausdrücke gegen 0. Sie sind nach einer gewissen end- 
lichen Zeit so klein, daß sich x praktisch nicht mehr von «a unterscheidet und die Reaktion 
beendet ist. j 
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6. Das mathematische Pendel. Ein Massenpunkt der Masse m hänge an einem nicht dehnbaren 
masselosen Faden oder Stab der Länge I! und bewege sich auf einem Kreisbogen (Abb. 51). Ein 
solches System nennt man ein mathematisches Pendel. Bringt man das Pendel aus der Gleich- 


gewichtslage OA in die Lage OB [x < Fr, und läßt es los, ohne ihm eine von O0 verschiedene 


Anfangsgeschwindigkeit zu erteilen, so schwingt das Pendel bis zu der symmetrischen Lage OB’, 
kehrt wieder in die Lage OB zurück usw. Das Problem besteht darin, eine Abhängigkeit zwischen 
dem Winkel 6 = & AOM und der Zeit t zu finden. Dazu betrachten wir die Bewegung eines 
Punktes M auf dem Bogen AB. Der zurückgelegte Weg s = AM = I wird vom Punkt A aus 
Ben und die Zeit # von dem Moment an, in dem das Pendel durch die Gleichgewichtslage 
geht. 


Abb. 51 


Zerlegen wir die auf den Punkt M wirkende Schwerkraft F = mg (vgl. Abb. 51), so sehen 
wir, daß ihre Tangentialkomponente gleich F,= —mgsin® ist,!) während ihre Normal- 
komponente durch die Gegenwirkung des Fadens oder Stabes aufgehoben wird. Ist v die Ge- 


schwindigkeit im Punkt M, so ist die kinetische Energie in diesem Punkt gleich — mn. Sie 


wird gleich 0, wenn M den Punkt B erreicht. Andererseits ist die Arbeit A, die von der Kraft F, 
auf dem Weg MB geleistet wird (vgl. Nr. 353, Formel (9a)), gleich 


A= ne 
(hier it 8 He wenn man zur Veränderlichen 9 übergeht, 
A= mi | sinxdy = —mgl (cos0 — cos a). 
0 
Also gilt nach dem Satz aus Nr. 353 


— mv. = mgl(cos 0 — cos %); 0 == Vgl Y2(cos 0 — cos &) . 


Wegenv = — = 1 erhalten wir daraus eine Beziehung 6 und £ in Gestalt der Diffe- 
rentialgleichung = 


= 7 20: 0 — cos) 


1) Kraftkomponente entgegen der Bewegungsrichtung! 


u 
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oder 


Da nm 
9,Y2(cos 0 — cos a) 


wobei die Variablen schon getrennt sind. 
Integriert man links von 0 bis t und rechts von 0 bis 6, so folgt die gesuchte Abhängigkeit 


6 
ne Y2(cos X — C0830) 


Die Integration kann allerdings nicht in geschlossener Form vorgenommen werden, denn wir 
sehen sofort, daß das rechte Integral auf ein elliptisches Integral erster Gattung zurückgeführt 
werden kann. Dazu schreiben wir (14) in der Form 


0 
1 I dy 
ein —, 
, / sin - — sin _ 
2 2 
80 ! 


setzen sin E =k(0 <k<1) und führen eine neue Veränderliche mit Hilfe der Beziehungen 


di = 


sin I — ksinp, u cos — d$ = kcosp dp (15) 


ein. Wenn 0 von O0 bis « läuft, ändert sich von O bis — Dann gilt 


run p az 
I dx I 
t= I/— I ———— = I/— - F(k,o). 16 
nr V; en es 
0 


Da man 9 auf Grund der ersten Formel (15) leicht durch 0 ausdrücken kann, ist (16) eine Be- 
ziehung zwischen t und 6. 
Will man 0 als Funktion von t darstellen, muß man die Umkehrfunktion des elliptischen 


Integrals 
* d 
IE 900: ÜORERNER 
yi — K2 sin? x 
0 


kennen; u ist eine im Intervall (—oo, co) monoton wachsende, stetige (und sogar differen- 
zierbare) Funktion von 9, deren Wertebereich ebenfalls das Intervall (—oo, +00) ist. In diesem 
Fall (Nr. 83) ist die Veränderliche p eine im Intervall (—oo, --00) eindeutige Funktion von z. 
JacopIl) bezeichnete sie mit am w.?) Aus (16) folgt also 


o=am/t: 


und damit 


. 68 a: g 
sın — = sın — » sınam I/ — EL. 
2 y4 l 


2) CARL GUSTAV JACOB JACcoBI, 1804—1851, deutscher Mathematiker. 
2) am sind die Anfangsbuchstaben des Wortes amplitudo (Amplitude). 
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Die Funktion sin am u (Sinus amplitudinis) wird allgemein mit sn u bezeichnet.!) Damit lautet 
die Abhängigkeit zwischen 0 und t 


._ 6 0% v4 
sın — =S8 m— % En} r 
2 15 sn yt 


Wir bestimmen zum Schluß noch die Dauer 7 einer Schwingung des Pendels aus der Lage 
OB’ in die Lage OB. Sie ist doppelt so groß wie die Zeit, die r- Pendel zum Übergang von OA 


nach OB benötigt. Setzen wir in (14) 0 = a oder in (16) 9 = nr 2) so erhalten wir als Ausdruck 


für 7’ das vollständige elliptische Normintegral erster Gattung: 
re/2 


T=2 = 2 -K(k). 
rer Yi — k? sin? = sin? 9 = er 


T hängt also vom PRAPFHRER & des Pendels ab, da k von & abhängt. Für kleine Werte von 
& kann man k gleich 0 setzen, und man erhält die einfache Näherungsformel 


T=r me / 
V7 \ 


Sie wird im allgemeinen schon im Physikunterricht hergeleitet. 


360. Bemerkungen zur Aufstellung von Differentialgleichungen. Wir wollen uns nun 
mit der Aufstellung einer Differentialgleichung erster Ordnung beschäftigen, die der 
Gleichung (8) analog ist. Der Leser möge diese Ausführungen mit. dem in Nr. 348 
über die Gleichung dQ = q(x) dr Gesagten vergleichen. 

Im allgemeinen betrachtet man bei der Aufstellung von Differentialgleichungen 
geeignete unendlich kleine Elemente von Körpern oder unendlich kleine Zuwächse 
der zu betrachtenden Größen. In den Problemen aus Nr. 359 konnten wir dies ver- 
meiden, da schon fertige Ausdrücke für den Steigungskoeffizienten der Tangente, für 
die Geschwindigkeit, mit der sich eine Größe ändert, usw. existierten, die selbst 
durch Betrachtung unendlich kleiner Elemente entstanden sind. 

Bei der Aufstellung einer Beziehung zwischen unendlich kleinen Elementen emp- 
fiehlt es sich, alle möglichen vereinfachenden Vernachlässigungen und Näherungen 
zu berücksichtigen, bei denen im wesentlichen unendlich kleine Größen höherer Ord- 
‚nung vernachlässigt werden. Insbesondere ist es zweckmäßig, alle unendlich kleinen 
Zuwächse der zu betrachtenden Größen durch Differentiale dieser Größen darzu- 
stellen; bekanntlich führt auch dies dazu, die unendlich kleinen Größen höherer 
Ordnung zu vernachlässigen. Der Sinn dieser Hinweise wird erst bei der Betrachtung 
von Beispielen klar werden (vgl. Nr. 361). 

Wir zeigen nun noch, daß die als Resultat jener Vereinfachungen und Vernach- 
lässigungen erhaltene Differentialgleichung der Form (8) 


P(z, y) de + Q(x, y) dy = 0 
‚keineswegs eine Näherungsgleichung, sondern exakt ist.) 


1) Die Funktion sn vw ist als Funktion eines komplexen Arguments eine der einfachsten von 
ABEL und JAcoBI eingeführten elliptischen Funktionen. 

2) Wird die obere Grenze des Integrals (14) gleich &, so wird das Integral uneigenilich (vgl. 
Nr. 479), da für diese Grenze der Integrand gegen co geht. Diese Schwierigkeit verschwindet, 
wenn man das Integral (16) benutzt. 

3) Dies ist analog dem, was wir am Schluß von Nr. 348 über die Gleichung dQ = g(x) dx sagten. 
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Wir setzen voraus, daß wir zu der Differentialgleichung (8) gelangt sind, indem wir 
die Zuwächse Ax und Ay durch die Differentiale dx und dy ersetzten und eventuell 
Summanden von höherer Ordnung als Ax vernachlässigten. Führen wir dies nicht 
durch, sondern fassen wir alle Summanden, die von höherer als erster Ordnung klein 
sind, zusammen, bringen sie auf die rechte Seite und bezeichnen dann diesen Aus- 
druck mit & (« ist also von höherer Ordnung als Az klein), so erhalten wir den nun 
exakten Ausdruck 


Pix, y) Az + Q&,y) dy=a. 
Dividieren wir nun beide Seiten durch Az, 


X n 


A 


und lassen wir Ax gegen 0 streben, so geht auch Ce gegen 0; wir erhalten nach 
Grenzübergang die Gleichung 


Play) +9 y)y =0 oder Play) + Qa) Z=0, 


die mit (8) übereinstimmt. Die Gleichung (8) ist also exakt. 

Obwohl wir bei der üblichen Aufstellung einer Differentialgleichung den Grenz- 
übergang nicht explizit durchführen, wird er doch bei der Vernachlässigung der 
Glieder, die von höherer Ordnung klein sind, und beim Ersetzen der Zuwächse durch 
die Differentiale stillschweigend vollzogen. 

Wir machen darauf aufmerksam, daß wir nicht behaupten, jede Vernachlässigung 
der von höherer Ordnung kleinen Größen führe zu einem exakten Resultat. Nur in 
dem Fall; daß die Vernachlässigung auf eine Gleichung der Gestalt (8) führt, d.h. 
auf eine bezüglich der Differentiale lineare und homogene Gleichung, ist die Exakt- 
heit gewährleistet (wieder analog zu Nr. 348). 


361. Aufgaben. 


1. Die barometrische Höhenformel. Man leite eine Beziehung zwischen der Höhe h über dem 
Meeresspiegel und dem Luftdruck p her. 


Abb. 52 
Meeresspiegel 


Wir denken uns in Höhe des Meeresspiegels eine Fläche von 1 m? und betrachten die auf dieser 
Fläche ruhenden Luftsäule. Der Luftdruck p auf eine parallele Schnittfläche dieser Säule in der 
Höhe % wird durch das Gewicht des Teils der Säule hervorgerufen, der sich oberhalb der er- 
wähnten Schnittfläche befindet. Vergrößert man die Höhe } um dh, so bedingt dies eine Ab- 
nahme des Druckes um dp, d. h. um das Gewicht der Luftschicht zwischen den Flächen in den 
Höhen h und A + dh (Abb. 52): 


—dp=sdh; 


dabei ist s das Gewicht eines Kubikmeters Luft unter dem Druck p. Wir vernachlässigen hier 
die Änderung von s mit der Höhe. 
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Nach dem Boyle-Mariotteschen Gesetz ist die Dichte s dem Druck p proportional, s = kp, so 
daß wir schließlich die Gleichung 


dp= —kpdh oder A | 
p 


finden, deren Typ uns schon bekannt ist (vgl. Nr. 359, Aufgabe 3 und 4(a)). Aus ihr folgt 
p = mn, e*h. Löst man diese Gleichung nach A auf, so erhält man die Formel 
h= > In 2a R 
kp» 
mit deren Hilfe man die Höhe % über dem Meeresspiegel aus dem Luftdruck p bestimmen kann. 


2. Reibung von Seilen und Riemen. Es werde ein Seil (Riemen oder dergleichen) über eine 
unbeweglich befestigte zylindrische Trommel geführt. Das Seil schmiegt sich längs des Bogens 


AB, der einem Zentriwinkel ® (Anschmiegungswinkel) entspricht, an die Trommel an. Im 
Punkt A wirke die Kraft S,, im Punkt B die Kraft $,. 


Abb. 53 


Existiert zwischen dem Seil und der Trommel eine bestimmte Reibung, so kann die Kraft S, 
mit einer am anderen Ende wirkenden und sogar größeren Kraft ins Gleichgewicht gebracht 
werden. Wie groß muß nun die Kraft $, sein, die im Fall, daß Reibung vorhanden ist, der ge- 
gebenen Kraft 8, das Gleichgewicht halten kann? 

Zur Lösung dieser Aufgabe untersuchen wir zunächst, wie die Spannung des Seils längs des 


Bogens AB in dem Augenblick verteilt ist, in dem das Seil zu gleiten beginnt. Sie ist sicher nicht 
konstant, denn in den Punkten A und B ist sie gleich 8, bzw. S,. Wir nehmen auf dem Bogen 


AB einen beliebigen Punkt M an, dessen Lage durch den Winkel 0 = x AOM festgelegt sei, 


und bestimmen die Kraft, die auf das Element MM’ des Seils wirkt. Dem Element MM’ ent- 
spricht der Zentriwinkel dd. Im Punkt M wirkt die Spannung 8 =;$(0), im Punkt M’ die Span- 
nung $ + dS (Abb. 53b). Beide Spannungen haben die Richtung der Tangente an den Umfang 
der Trommel (in M bzw. M’). Um die Reibungskraft bestimmen zu können, die an dem Ele- 
ment wirkt, müssen wir die Normalkraft dN kennen, mit der das Element auf die Oberfläche 
der Trommel drückt. Sie setzt sich aus den Radialkomponenten der beiden Spannungen zu- 
sammen: 


dN = Sein” +($ +d8) sin. 
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\ 


Hierin können wir das Produkt d$ sin = vernachlässigen, da es von höherer Ordnung klein 
ist. Ferner können wir sin 2 durch a ersetzen (man entwickelt sin — in eine Potenzreihe und 


vernachlässigt alle Glieder, die von höherer. Ordnung als d® klein sind). So erhalten wir 
schließlich 


dAN=%8d0. 


Da die Reibungskraft der Normalkraft proportional ist, gilt, wenn wir den Proportionalitäts- 
faktor (Reibungskoeffizient) mit ss bezeichnen, 


dR=udN = uSd0. 


Die Reibung wirkt der beginnenden Drehung entgegen. Also muß die Summe aus der Kraft dR 
und der Spannung $S im Punkt M der Spannung 8 + dSim Punkt M’ das Gleichgewicht halten. 
Somit gilt 


‚dS=usd0. 


Wir erhalten wieder eine Differentialgleichung des schon bekannten Typs. Ihre Lösung können 
wir sofort angeben (mit der Anfangsbedingung 8 = $, für 0 = 0): 


S = N} e# 6, 
| 
Zum Schluß setzen wir 6 = w und erhalten das gesuchte Resultat 
8, = So er e 


Diese wichtige Formel stammt von EuLEr. 


3. Die Poissonsche Formel. Wir wollen eine Beziehung zwischen dem Volumen V und dem 
Druck p eines Mols eines idealen Gases bei einem adiabatischen Prozeß aufstellen (d.h. bei einem 
Prozeß, der ohne Wärmeaustausch mit der Umgebung vor sich geht). 

Der Zustand eines Gases wird durch zwei Größen V, p und 7 (absolute Temperatur des 
Gases) charakterisiert, die voneinander abhängig sind. Zwischen ihnen gilt die bekannte 
Clapeyronschel) Formel " 


oV=KRT (17) 


(R ist die Gaskonstante). 

Wir wollen nun die Energie dU bestimmen, die notwendig ist, um das Gas aus dem Zustand 
(», V,T) in den beliebig nahe benachbarten Zustand (p +dp, V+dV, T+dT) über- 
zuführen. 

Den Übergangsprozeß können wir uns aus zwei Schritten zusammengesetzt denken. Erstens 
läßt sich das Volumen Y um dV und zweitens die Temperatur 7 um dT vergrößern. Zur Be- 
‚rechnung der Arbeit, die bei der Ausdehnung des Gases geleistet wird, setzen wir der Einfach- 
heit wegen voraus, daß sich das betrachtete Gas in einem Zylinder befinde, der an einer Seite 
einen Kolben besitzt (vgl. Nr. 354, Beispiel 2). Die Kraft, mit der das Gas auf die eine Seite des 
Kolbens drückt, ist gleich ?Q, wobei Q der Inhalt der Kolbenfläche ist. Wenn bei der Ausdehnung 
des Gases der Kolben um die Strecke ds verschoben wird, so ist die Arbeit, die das Gas geleistet 
hat, gleich pQ ds oder pdV (denn s ist Qds=dV). 

Die Anderung der Temperatur um dT erfordert die Energieänderung c,dT', wobei c, die 
spezifische Wärmekapazität des Gases bei konstantem Volumen ist. Durch Addition erhalten 
wir 


dU=c,dT+pdV. (18) 
Hieraus läßt sich dT leicht eliminieren. Differenzieren wir die Formel (17), so ergibt sich 
pdV/+-Vdp=RdT (19) 


1) EMILE CLarEYRon, 1799 — 1864, französischer Ingenieur. 
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oder 
dT = —(pdV + Vop) 
und damit aus (18) 
c c+R 
dU=—2V7dp + 2—— 
Fr du zn par 


Man kann zeigen, daß c,-+ R gleich der spezifischen Wärmekapazität c, des Gases bei kon- 
stantem Druck ist,!) so daß sich schließlich 


C 'C 
dd=-—Z/bop+r-Z 


ergibt. | 
Wir hatten vorausgesetzt, daß der Prozeß adiabatisch verlaufen soll; dann muß dU = 0 sein. 
Wir erhalten also eine Differentialgleichung zwischen p und V: 


6„VYdp+c,pdV=0 oder = 4 = Ö (mit u. > ). 
Durch Integration finden wir 
np +xluaV=InC 
oder 
»pV*=C. 
Dies ist die Poissonsche Formel. 
1) Wenn wir aus (19) pdV’=RdT— 7 dp bestimmen und in (18) einsetzen, so erhalten wir 
daU=(,+R)dT — Vdp. 
Nehmen wir p = const an, also dp = 0, so gelangen wir zu der Gleichung 
dU=(,+XR)dT, 
aus der sofort c, + R = c, folgt. 


16 Fichtenholz I 


XI. Unendliche Reihen mit konstanten Gliedern 


2 
/ 


$ 1. Einführung 


362. Grundbegriffe. Gegeben sei eine unendliche Folge von Zahlen 

Ay, Agy.Agy «er, Any +» (1) 
Das aus ihnen gebildete Symbol 

4 ta ta tr" tur" | (2) 
heißt unendliche Reihe, die Zahlen (1) sind die Glieder dieser Reihe. Statt (2) benutzt 
man oft das Summenzeichen und schreibt 

2, An; (2 a) 

n=1 


der Summationsindex durchläuft hier die Werte von 1 bis oo.!) 
Die (unendlich vielen) Summen 


4, —(j;, 
A, =a, +09, 
A =%+9%+0;, (3) 


A=-u ta ++ 


heißen Partialsummen?), Teilsummen oder Abschnitte der Reihe (2).?) Wir werden in 
Zukunft stets die Folge {A,„} dieser Partialsummen dem Symbol (2) bzw. (2a) zu- 
ordnen; man kann auch sagen, daß dieses Symbol die Folge der A, erzeugt. 

Der endliche oder unendliche Grenzwert A der Partialsumme A, von (2) fürn — &, 


A=lmA,, 


1) Übrigens ist es manchmal zweckmäßiger, die Numerierung der Glieder der Reihe nicht mit 1, 
sondern mit 0 oder mit einer anderen natürlichen Zahl > 1 zu beginnen. 

2) Eigentlich erste, zweite, dritte, ..., n-te, ... Partialsumme. — Anm. d. Red. 

°) Für = Summationsindex kann natürlich jeder andere Buchstabe verwendet werden; die 
Symbole 


oo oo 
2 d,; Go ne pP Q, 
v=( =] 


00 
stellen also dieselbe Zahlenfolge wie 3’ a, dar. — Anm. d. Red. 
n=0 


363. Beispiele 243 


heißt Summe oder Wert der Reihe (2); man schreibt 
4 = ++. ++. = Ya, 


und ordnet damit dem Symbol (2) oder (2a) einen Zahlenwert zu. Hat die Reihe eine 
endliche Summe, so heißt sie konvergent, anderenfalls (d. h., wenn dieSumme gleich oo 
ist oder keine Summe existiert) divergent.!) 

Die Frage nach der Konvergenz der Reihe (2) ist also, nach Definition, gleichwertig 
mit der Frage nach der Existenz eines endlichen Grenzwertes für die Folge (3). Um- 
gekehrt kann für eine beliebig gewählte Folge von Zahlen x, (n =1,2,3,...) die 


Frage nach dem endlichen Grenzwert dieser Folge auf die Frage nach der Konvergenz 
der Reihe 


u +m- 1) + —-n)+ + (In — 1) + ® (4) 
zurückgeführt werden, deren n-te Partialsumme genau das n-te Glied der Folge 
ER EN. RER 


ist. Die Summe der Reihe stimmt dabei mit dem Grenzwert der Folge überein. 

Mit anderen Worten, die Betrachtung einer unendlichen Reihe und ihrer Summe ist 
nur eine neue Art der Untersuchung einer Zahlenfolge und ihres Grenzwertes. Aber 
diese Art ist, wie wir im folgenden sehen werden, sowohl für den Beweis der Existenz 
eines Grenzwertes als auch für seine Berechnung sehr wertvoll. Diese Tatsache macht 
die unendlichen Reihen zu einem wichtigen Hilfsmittel in der Analysis und ihren An- 
wendungen. 


363. Beispiele. 


1. Das einfachste Beispiel für eine unendliche Reihe ist die schon bekannte geometrische 
Reihe 


araqgtaft- air. 
Ihre n-te Partialsumme ist (für g # 1) gleich 


a — ag" 
„>= Jar 


Ist der Absolutbetrag des Quotienten q der Reihe kleiner als 1, so hat s,, wie wir aus Nr. 25, 
Beispiel 7, schon wissen, den endlichen Grenzwert 
4 

1—gq ’ 
d. h., die Reihe konvergiert, und s ist ihre Summe. 

Für |g| = 1 divergiert die Reihe. Ist g > 1, so ist ihre Summe gleich +00 oder —oo; in den 
anderen Fällen existiert keine Summe. Insbesondere weisen wir auf die interessante Reihe 

1-141-14+-=14 (DH HN) 4 


hin?), die sich füra =1 undg = —1 ergibt. Ihre Partialsummen sind abwechselnd gleich 1 
und 0. 


S 


1) Davon sprachen wir schon in Nr. 25, Beispiel 9. 

2) Ist ein Glied a einer Reihe eine negative Zahl, «= —b (mit b > 0), so kann man statt 
... + (—b) +... auch --+— b + .-» schreiben. Wir betonen ausdrücklich, daß auch bei 
dieser Schreibweise —b und nicht b das Glied der Reihe ist. 


16* 
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2. Eine in einen unendlichen Dezimalbruch 
Ogs C1CglgessCge.o 
entwickelte reelle Zahl & (Nr. 9) stellt offenbar die Summe der Reihe 


= Bu WERE re A = 
trete Timm 


dar. 
3. Die nach dem Muster von (4) konstruierte Reihe 
oO ii oo 
Zimt - = = Y [In(r +1) — Inn] 
n=1 N n=1 
ist divergent, denn es ist In(n +1) — x. 


4. Auf die gleiche Art sind die folgenden Reihen konstruiert («& ist eine beliebige, von —1 
—2, —3, ... verschiedene Zahl): 


’ 


5 ENEREEEL. IEERREERERN Foren leere 
latn)a+n+1) zalatn a+rn+i1| a+1’ 
a 1 


LAPERTERERTRRERT 


1 1 1 1 
“Elias arena ren 
allgemein gilt für jedes ganzep > 1 
© 1 1 
2 ern@rntN-(erntp Patl-@+p' 
5. Analog läßt sich die Reihe 


On ga! a 1 1 
Pl SaSERE ra”) 
behandeln; x ist eine beliebige, aber feste, von +1 verschiedene Zahl. Da die n-te Partial. 


summe gleich 


1 1 
1—ı 1-ı 


T 


ist, konvergiert die Reihe für |z] < 1 gegen die Summe 1 ‚für [x] > 1 gegen 7 . 


— x —ı 
6. Die Divergenz der Reihe 
| 1 1 1 
Seit tt. t+—re 
n=1 Yn Y2 Y3 Yn 
ist leicht festzustellen. Da ihre Glieder eine abnehmende Folge bilden, ist ihre n-te Partial- 
summe 
1 1 
Ii+—+- + 
2 In 


größer als 


ER | 
rn 


und strebt demnach mit n gegen x. 
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. 7 2 = weniger einfaches Beispiel ist die schon bekannte Entwicklung der Zahl e (vgl. 
r. 37): 


e=1-+ 


1 1 1 u | 
7 er tnei eh 


Erinnern wir uns der näherungsweisen Berechnung der Zahl e in Nr. 37, so können wir an 
diesem Beispiel den Vorteil erkennen, den das Anbringen der mit wachsendem r immer kleiner 


werdenden Korrekturglieder mit sich bringt, welche die mit den Partialsummen überein- 
stimmenden Näherungswerte von e verbessern. 


364. Hauptsätze. Entfernt man in (2) die ersten m Glieder, so ergibt sich die Reihe 
Am+ı Amt "+ Amt + = 2 Op; (5) 
der sogenannte Rest der Reihe (2) nach dem m-ten Glied. 


1°. Konvergiert die Reihe (2), so konvergiert auch jeder Rest (5); umgekehrt folgt aus 
der Konvergenz von (5) die der Reihe (2). 


Zum Beweis wählen wir ein festes m und bezeichnen die k-te Partialsumme der 
Reihe (5) mit A;: 


A, = Am T Amt + Ami: 
Dann ist offenbar 
Ay, —= Ant — Am: (6) 


Konvergiert die Reihe (2), so daß A, gegen A strebt, so existiert für k — oo auch 
für die Summe A, ein endlicher Grenzwert 


A=A— An; (7) 


dies sichert die Konvergenz von (5). 
Ist umgekehrt die Reihe (5) konvergent, also A, — 4A’, so schreiben wir (6) für 


k=n— m (n > m) in der Form . 
A, = An Tr A, 


daraus können wir ablesen, daß die Partialsumme A, für k — oo den Grenzwert 
A=An+4' (8) 


‚hat, d. h., die Reihe (2) konvergiert. 

Wenn man also endlich viele Anfangsglieder einer Reihe entfernt oder endlich viele 
Glieder am Anfang hinzufügt, so hat dies auf das Verhalten der Reihe (bezüglich ihrer 
Konvergenz oder Divergenz) keinen Einfluß. 

Die Summe von (5) bezeichnen wir nun, falls (5) konvergiert, mit «,, statt mit A’ 
(der Index gibt an, nach welchem Glied der Rest beginnt). Dann erhalten die Formeln 
(8) und (7) die Gestalt 


A= Ant m: im = A — An. (9) 
Für m — oo strebt A, gegen A und «„ gegen 0. Also gilt 


2°. Ist die Reihe (2) konvergent, so strebt die Summe &,„ ihres Restes nach dem m-ten 
Glied für m — oo gegen. 
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Wir erwähnen noch die folgenden Eigenschaften konvergenter Reihen: 


3°. Werden die Glieder der konvergenten Reihe (2) mit einem Faktor c multipliziert, 
so wird die Konvergenz von (2) nicht gestört (die Summe wird nur mit c multipliziert) }) 


Die Partialsumme A, der Reihe 
A +6 + tem Tt 
ist nämlich gleich 
A,= a +, + + = +++) =ecA, 
und hat infolgedessen den Grenzwert cA. 
4°. Zwei konvergente Reihen 
A=u +9 +'"+9+:- und B=b,+b+. ++. 
Tassen sich gliedweise addieren (oder subtrahieren), so daß die Reihe 
a +b)+a tb) + tn tb)t 
ebenfalls konvergiert und ihre Summe gleich A + Bist. 


Bezeichnen wir mit A,, B, und (', die n-ten Partialsummen der genannten Reihen, 
so ist offenbar 


Gr, = a +b)+ a tb)t + lan + du) 
=, +, +. +a)+b +++ +b)= AB 
gehen wir zur Grenze über, so finden wir 
lim C, = lim A, + lim 2,. 
Damit ist 4° bewiesen?) 
Zum Schluß bemerken wir noch folgendes: 
5°. Das allgemeine Glied a, einer konvergenten Reihe strebt gegen 0. 


Dies kann ganz elementar gezeigt werden: Die Partialsumme A, (und damit auch 
A„-ı) hat den endlichen Grenzwert A; also ist 


On — A, Zu A, >. 


Wir haben damit eine nodwendige Bedingung erhalten, die wir oft benutzen werden. 
Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so ist die Reihe stets divergent. Es ist jedoch wichtig 
zu wissen, daß diese Bedingung allein nicht hinreichend ist für die Konvergenz einer 
Reihe, d. h., auch, wenn sie erfüllt ist, kann die Reihe divergieren. Beispiele dafür sind 
die schon in Nr. 363, Beispiel 3 und 6, betrachteten Reihen 


oo 1 co 
3, In ( + ) und E 
n=1 n a=1 VYn 


zahlreiche andere Beispiele dieser Art sind im folgenden zu finden. 


1) Dieser Satz ist das sogenannte Distributiogesetz. — Anm. d. Red. 
?) Man’beachte, daß aus A, — A und B, — B zwar 0, — C folgt; die Umkehrung gilt jedoch 
nicht. — Anm. d. Red. 
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$ 2. Die Konvergenz positiver Reihen 


365. Bedingung für die Konvergenz einer positiven Reihe. Wir beschäftigen uns nun 
damit, die Konvergenz oder Divergenz einer Reihe festzustellen. Dies läßt sich äußerst 


einfach bei Reihen durchführen, deren Glieder nichtnegativ sind; zur Abkürzung 
nennen wir solche Reihen positiv. 


Die Reihe 


EEE ER (A) 


sei positiv, alsoa,>0(n =1,2,3,....). Dann ist offenbar 
Aı=4+ An Z An; 


d.h., die Zahlen A, (n=1,2,3,...) bilden eine wachsende Folge. Auf Grund des 
Satzes über den Grenzwert einer monotonen Zahlenfolge (Nr. 34) gelangen wir un- 
mittelbar zu dem folgenden, für die Theorie der positiven Reihen grundlegenden Satz: 

Die positive Reihe (A) besitzt siels eine Summe. Diese Summe ist endlich (und die 
Reihe folglich konvergent), wenn die Partialsummen von (A) eine obere Schranke haben; 
anderenfalls ist sie unendlich (und die Reihe divergent). 

Alle Kriterien für Konvergenz (und Divergenz) positiver Reihen beruhen aus- 
schließlich auf diesem einfachen Satz. Seine unmittelbare Anwendung gibt aber nur 
.. Aufschluß über den Charakter einer Reihe. Hierzu betrachten wir einige Bei- 
spiele. 


1. Wir betrachten die harmonische Reihe!) 


ee | 1 1 
E-Al+ trete (1) 
N 


n=1 N 
Offenbar gilt die Ungleichung 


1 1 1 1 1 
RE BR EEE {* 
nril'arat er 2 u 


Entfernen wir die ersten beiden Glieder der harmonischen Reihe, so lassen sich die übrigen 
Glieder in aufeinanderfolgende Gruppen zu 2, 4, 8, ..., 2K-1,... Gliedern einteilen: 
; 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Fiss er eur Hall Auer Var BB eT ee = wre BEE, 
2 2? 2? 2 


Jede dieser Summen ist größer als 1/2; davon können wir uns schnell überzeugen, wenn wir in 
(1*) nacheinander n = 2,4, 8, ..., 2-1, ... setzen. Bezeichnen wir die n-te Partialsumme der 
harmonischen Reihe mit Y„, so ist offenbar 


1 
H k—. 
> 2: 


Die Partialsummen können also keine beschränkte Folge bilden: Die Reihe hat die Summe &, 


1) Jedes Glied dieser Reihe, vom zweiten ab, ist das harmonische Mittel der beiden benach- 
barten Glieder; dabei heißt eine Zahl c das harmonische Mittel zweier Zahlen a und b, wenn 


1 1 /1 1 
— = — — | ist. 
c 5 ( +7)i 
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Wir erwähnen schon jetzt, daß H, für n > oo nur sehr langsam wächst. EULER berechnete 
z.B. 
H ‚000 = 7,48, ...7; ZH, 000000 = 14,39 ...; USW, 


Infolgedessen werden wir das Verhalten der Summen H, noch genauer zu charakterisieren 
haben (vgl. Nr. 367, Beispiel 10). 


2. Wir betrachten nun die allgemeinere Reihe 


Set. (2) 
2 ne 28 3° n° j 

wobei s eine beliebige reelle Zahl ist. Diese Reihe enthält als Spezialfall (für s = 1) die vorher- 
gehende Reihe. Auf Grund der Ähnlichkeit mit der Reihe aus Beispiel 1 nennen wir auch diese 
Reihe harmonisch. 

Da die Glieder der zu untersuchenden Reihe für s< 1 größer sind als die entsprechenden 
Glieder von (1), sind die Partialsummen erst recht nicht von oben beschränkt, so daß die Reihe 
(2) in diesem Fall divergtert. 

‚, Wir beschäftigen uns nun mit dem Fall s > 1 und setzen aus Gründen der Zweckmäßigkeit 
s=1-+0,0> 0. Es gilt hier 


1 1 1 1 5 1 


De E ... < nL » m — , 2% 
(n + 1)° i; (n + 2)° rt (2n)? ne m? 2} 
Trennen wir, wie oben, von (2) die Gruppen 
1 1 1 1 1, 1 1 1 
Fraupre FTP TRY, ra uerr ...; 
m mann! Veen, errenenamanun Namen, een? 
2 22 23 
1 | 1 
oem eure” 
9k-1 


ab, so können wir mit Hilfe von (2*) leicht zeigen, daß jede dieser Summen kleiner ist als das 
entsprechende Glied der Folge 


1 1 i 1 1 1 1 


672 4 (2°)2 ge (2°)3 2: (2K-1)0 = (27)k-1 a: 
In diesem Fall ist klar, daß jede beliebige Partialsumme von (2) kleiner ist als die konstante Zahl 
22 
1 27 
L=1+— + —; 
T er Tr 1° 
GE 
Ad 


folglich ist die Reihe (2) konvergent. Ihre von s abhängige Summe stellt die Riemannsche 
Zetafunktion &(s) dar, die in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle spielt. 


366. Vergleichskriterien. Die Konvergenz oder Divergenz einer positiven Reihe wird 
oft durch Vergleich dieser Reihe mit einer anderen festgestellt, von der schon bekannt 


ist, ob sie konvergiert oder divergiert. Einem solchen Vergleich liegt der folgende ein- 
fache Satz zugrunde: 


Satz 1. Gegeben seien zwei positive Reihen 


Zn =-hm+n +++ (A) 


n=1 
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und 


Pa 5 du 2 5 202 (B) 
Ist die Ungleichung a, = b, von einem bestimmten n ab, etwa fürn > N, erfüllt, so folgt 
aus der Konvergenz von (B) die Konvergenz von (A) und aus der Divergenz von (A) die 
Divergenz von (B).!) 


Beweis. Infolge der Tatsache, daß das Fortlassen endlich vieler Anfangsglieder 
einer Reihe auf das Konvergenzverhalten der Reihe keinen Einfluß hat (vgl. Nr. 364, 
1°), können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, es sei a, <b, 
für allen = 1,2,3,... Bezeichnen wir die n-ten Partialsummen von (A) und (B) mit 
A, bzw. B,, so ist auch 


A,=.2.: 


Die Reihe (B) sei konvergent; dann sind nach dem grundlegenden Satz aus Nr. 365 
die Summen B, beschränkt: 


B,„sZL (L = const;n =1, 2,3, ...). 
Aber dann ist wegen A, s B, erst recht 
A,sL, 


und dies zieht (auf Grund desselben Satzes) die Konvergenz von (A) nach sich. Ent- 
sprechend ergibt sich der zweite Teil der Behauptung. 
Für die Praxis ist oft das folgende Kriterium geeigneter, das sich aus Satz 1 ergibt: 


Satz 2. Existiert der Grenzwert?) 


im -t-K (SsSK<o), 


n—>09 b, 


so folgt aus der Konvergenz der Reihe (B) für K < oo die Konvergenz von (A) und aus 
der Divergenz von (A) für K > 0 die Divergenz von (B). 
Für0 < K < oo sind also gleichzeitig beide Reihen konvergent oder divergent. 


Beweis. Die Reihe (B) konvergiere, und es sei K< +oo. Wir wählen eine be- 
liebige Zahl & > 0; nach Definition des Grenzwertes gilt für hinreichend große n 


174 

— <K + E&, 
br 

woraus 


a <(K+e)b, 


!) Satz 1 ist in der Literatur auch als Majoranien- bzw. M inoranienkriterium bekannt, je nach- 
dem, ob er als Kriterium für die Konvergenz oder für die Divergenz von Reihen benutzt wird. 


oo oO OO 
Im ersten Fall ist nämlich die Reihe }/ b, eine Majorante für 3, a„, im zweiten Fall ist 3 a, 
00 n=1 n=1 n=1 
eine Minorante für 3) b,. — Anm. d. Red. 


n=1 
*) Dabei setzen wir b, = 0 voraus. 
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co 


folgt. Wegen 3° aus Nr. 364 ist dann gleichzeitig mit (B) auch die Reihe J (K-He)b, 


n=1 
konvergent, die aus den mit der Konstanten. X + e multiplizierten Gliedern von (B) 
besteht. Daraus folgt mit Hilfe von Satz 1 die Konvergenz von (A). 

Divergiert die Reihe (B) und ist X > 0, so hat der Quotient b,/a, einen endlichen 
Grenzwert; die Reihe (A) muß divergieren, denn wäre sie konvergent, so müßte nach 
dem Bewiesenen auch die Reihe (B) konvergieren. 

Abschließend geben wir noch ein Vergleichskriterium an, das ebenfalls eine Fol- 
gerung aus Satz 1 ist. 


Satz 3. Ist von einem gewissen b ab, etwa fürn > N, die Ungleichung 
On+1 Dar 
u er 3 
u. ı (3) 


erfüllt,!) so folgt aus der Konvergenz der Reihe (B) die Konvergenz der Reihe (A) und aus 
der Divergenz der Reihe (A) die Divergenz der Reihe (B). 


Beweis. Wie beim Beweis von Satz 1 können wır ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit annehmen, (3) sei für allen = 1, 2,3, ... erfüllt. Dann ist 


Ss, s N nz On 
a bı 9 b, On-1 b,-ı 


Multiplizieren wir diese Ungleichungen gliedweise, so erhalten wir 


An n a, 
Ku < ee d < es = u.) 
= oder SS E b, n=1,2,3;:.) 
Ist die Reihe (B) konvergent, so konvergiert auch die Reihe }/ a b„, die sich aus den 


A n=1 b, 
mit dem konstanten Faktor a,/b, multiplizierten Gliedern von (B) ergibt. Dann ist 
auf Grund von Satz 1 auch (A) konvergent, was zu beweisen war. Entsprechend fol- 
gert man den zweiten Teil der Behauptung. 
Wir gehen nun zu Beispielen über, bei denen sich die Konvergenz oder Divergenz 
von Reihen durch unmittelbare Anwendung der Vergleichskriterien feststellen läßt. 


867. Beispiele. 
SA 
1. & —— (a> 0). Im Falla s 1 ist die notwendige Bedingung 5° aus Nr. 364 für die 


n=ı 1 + a® 
Konvergenz nicht erfüllt, d. h., die Reihe divergiert. Für « > 1 sind die Glieder der Reihe klei- 
i , & 
ner als die Glieder der konvergenten Reihe 2) ‚ d.h., die Reihe konvergiert (nach Satz 1). 
n=1\4 
0, N tr t,d ilt 
; ist konvergent, denn es gi 
a (An)! 2 i 
(n!)2 n! i 
> en nn 
(Zn)! 2%2n — 1)! 7 2" \ 
(Satz 1). 


1) Dabei seia, #0,b, #0. 
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oo 
3. 5 20 sin = (0 << 3x). Wegen 
n=1 
2 


IM. gi x n 
:-sın — < ri— 
<=(3) 


„© [2\r 
und der Konvergenz der Reihe } (3) ist auch die gegebene Reihe konvergent (Satz 1). 


n=1l 


% ® ® ® x 
4. Wir betrachten wieder die harmonische Reihe / 2 und stellen sie (unter Benutzung von 
Satz 2) der bekannten divergenten Reihe n=1 N 


Elm + 9 -n]= Imli+—) 
n=1 % 


n=1 


(vgl. Nr. 363, Beispiel 3) gegenüber. Aus 


in(1+-) 
N. end 


1 


n 


lim 


(vgl. Nr. 77, Beispiel 5(a)) folgt schon die Divergenz der harmonischen Reihe. 
Wir können auch anders vorgehen: Wenden wir auf die Funktion In x im Intervall [r, n + 1] 
den Mittelwertsatz der Differentialrechnung an, so finden wir 


n(n+1)— Ihr = <09<I1). 


1 
n +0 
In diesem Fall ist die harmonische Reihe, deren Glieder größer sind, erst recht divergent (Satz 1). 
oO 
5. Analog läßt sich von neuem die Konvergenz der Reihe 3% ei (für o > 0) nachweisen, 
nt 


n=1 
wenn wir diese Reihe mit der als konvergent bekannten Reihe '‘ 


Bi i 1 
2 r 1 | = 


vergleichen. Wenden wir auf die Funktion 1/x” im Intervall [n — 1, n] den Mittelwertsatz der 
Differentialrechnung an, so finden wir 
1 1 c 


Trug Tag Aa Pepne (<9<1). 


Somit ist fürn > 2 


1 & 1 1 1], . 
nt " olm—i1) me] 
daraus folgt nach Satz 1 die Konvergenz der betrachteten Reihe. 


6. Um mit Hilfe eines ähnlichen Verfahrens ein neues Ergebnis zu erhalten, betrachten wir. 

oo 

die Reihe 
n=?2 rrıınn . 

harmonischen Reihe). Wir vergleichen sie mit der als divergent bekannten Reihe 


(ihre Glieder sind von n = 3 ab kleiner als die entsprechenden Glieder der 


B> [In In (n-+ 1) — InInn] 
n=2 


(vgl. Nr. 362, Formel (4)). Wenden wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die 
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‚ Funktion In In x im Intervall [n, » + 1] an, so erhalten wir 
1 

(n + 6) In (n + 0) 

Also ist nach Satz 1 die gegebene Reihe, deren Glieder größer sind, esrt recht divergent. 


7. Durch Vergleich mit den harmonischen Reihen aus den Beispielen 4 und 5 läßt sich auf 
das Verhalten vieler Reihen schließen. Auf Grund von Satz 1 ist 


In In (rn +1) — InInn = <0<H1W). 


1 
a) DZ’ ———— divergent:. ——— > ——; 
n=1Yn(n + 1) Ynn +1) n+1 
(b) 5° ———— konvergent: ————— < 5 
n=1 Yn(n? +1) Ya(n? 21) 
(e) x m (p > 0) divergent: (Inn)? < n (für hinreichend große n); 


n=2 (Inn)? 


i n!. t ei 2 (fürn > 3) 
\ FH n? une n" nm? 


oo 
(e) 2 i dam konvergent: (In nymn = — < — (für hinreichend große n); 
(f) 5 BER ARE konvergent:; IE EEE < En (für hinreichend große n); 
n=3 (In In „)In® (In Inn) „lalnion 72 
>= 1 1 1 1 de 
(8) 2 , In njınian divergent: (Immjaınn ” Snianje en (für hinreichend große n). 


8. Auf Grund von Satz 2 ist 


00 
(a) 3 un (b > 0) konvergent für 8 > 1, divergent für s < 1 wegen 


N=Ne (a + bn)? 
A ‘ 1 — 1 @ 
(a +bn) ne bs’ 


a | 
(b) 2° —— divergent: — 


n=1l nYn nVn 


—- >|]; 


oo 
(c) 3 sin = ( <x<r)divergent: sin u. — — x. Analog divergieren auch die Reihen 
n=1 


3 


Einlı+f) (£>0) und (a -1) (a +1). 


n=1 1 
00 2 
(d) & ( — C08 -) konvergent: [1 — c08—]: 2 we, 
n=1 n n] n? 2 


9. Kompliziertere Beispiele dieser Art sind 


oo In n\r i , 
(a) PR (i _ =) . Mit x, bezeichnen wir den Quotienten aus dem allgemeinen Glied 


dieser Reihe und = . Dann ist 
n 


In, = Ian taim(t —_ =). 
n 


Benutzen wir die Entwicklung von In(1 +2), die wir in Nr. 125, Beispiel 5, betrachteten, so 
können wir 


B ( = =) ze =) Br (= *)' 
: n 


n N 2\n 
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schreiben; dabei ist &, — 0 fürn — oo. Also gilt \ 


1 nn In? n 
er —0 
N 


und demzufolge x, — 1, d. h., die Reihe divergiert. 


> 2n +1 , 
(b) 3 In u Prrsae — 1}. Benutzen wir wieder die Entwicklung von In(1 + x), so 


erhalten wir 


2n +1 2 
1 = |] 
25 al1+, ) 


n—i 
2 il 2 \2 1/ 2% 2 \8 
m—i1 2 () kun Hal) 
mit f, >0 fürn — oo, d.h. 
a 2n +1 Bee 2n +5 / 1 ie 1 . 
2n —1 3(2n -1) \m—1 e nr 2n —1i1 
Der Grenzwert des Quotienten aus dem allgemeinen Glied der betrachteten Reihe 7 — 
ist also gleich 1/3, d. h., die Reihe konvergiert. zn — 1° 
10. Abschließend betrachten wir die Reihe 


\ 


Wir kennen aus Nr. 133, Beispiel 4, die Ungleichung 
n(i+2)<z (s.+09;-1<a<o). 
Mit ihrer Hilfe können wir 


tt nlırt)<d 
N [L N 


schreiben; gleichzeitig ist 


Bee. z - -n(1- s )> . ; 
N n+1 n-+1 n-+-1 
Also gilt 
1 n-+i 1 1 1 1 
0<—— In — <ı — —- — —, 
= . = n+i1 aa 


d. h., jedes Glied der gegebenen Reihe ist positiv und kleiner als das entsprechende Glied der 
Reihe 2. (vgl. Nr. 365, Beispiel 2); folglich ist die gegebene Reihe konvergent. 
N 


Bezeichnen wir ihren Wert mit C, so strebt die Folge der Partialsummen 


» /i k+1 
E (zn 
k=1 


gegen C (hier bezeichnet H, wie stets die n-te Partialsumme der harmonischen Reihe). Wir 


\-Mm-ina+1) 


1 
dürfen In (rn + 1) durch In rn ersetzen, da ihre Differenz In [1 en —) fürn — oo gegen (0 strebt. 


Bezeichnen wir schließlich mit In eine gewisse unendlich kleine Größe, so gelangen wir zu der 
bemerkenswerten Formel 
H,=Iinn +C+9y,. (4) 


Sie zeigt, daß für n — oo die n-te Partialsumme H,, der harmonischen Reihe wie Inn wächst. 


! 
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Die in (4) auftretende Zahl € ist die Eulersche Konstante!). Ihr Zahlenwert, der sich mit Hilfe 
anderer Überlegungen berechnen läßt, ist 


C = 0,57721566490... (5) 


368. Das Cauchysche und das d’Alembertsche?) Kriterium. Der Vergleich einer ge- 
gebenen positiven Reihe 


>=, +, +++ (A) 
n=1 


mit verschiedenen Standardreihen, die schon als konvergent oder divergent erkannt 
sind, kann auch in anderer, sozusagen „organisierter‘‘ Form durchgeführt werden. 
Wir nehmen als Vergleichsreihe (B) einerseits die konvergente geometrische Reihe 


Z=ıatftetrlttn (<g<d), 
andererseits die divergente Reihe 


Ni=1+1+--+1+-- 


Vergleichen wir die zu untersuchende Reihe (A) mit diesen Reihen nach dem Schema 
von Satz 1, so gelangen wir zu dem folgenden Kriterium: 


Cauchysches Kriterium), Erfüllt die aus den Gliedern der Reihe (A) gebildete 
Zahlenfolge‘) 


£. Va, 


für hinreichend große n die Ungleichung 
6,n=9; 


wobei q eine konstante Zahl <1 ist, so ist die Reihe (A) konvergent. Gilt von einem 
n>Nab 


nel, 
so ist die Reihe (A) divergent. 


Die Ungleichungen Ya, sg oder 1 a, zZ 1 sind nämlich mit a, Sg” bzw.a, Z1 
gleichwertig, und hierauf brauchen wir nur Satz 1 aus Nr. 366 anzuwenden.) 
Einfacher läßt sich dieses Kriterium in der folgenden Limesform verwenden, wobei 


1) Oder Mascheronische Konstante (LORENZO MASCHERONI, 1750-1800, italienischer Mathe- 
matiker). — Anm. d. Red. 

2) JEAN LE ROND D’ALEMBERT, 1717—1783, französischer Mathematiker. 

s) Oder Wurzelkriterium. — Anm. d. Red. 

*) Wir wollen aus Gründen der Einfachheit die Zahlenfolge und das allgemeine Glied mit dem- 
selben Symbol bezeichnen. — Anm. d. Red. 

5) Die Divergenz der Reihe kann auch einfach durch Anwendung der notwendigen, hier nicht 
erfüllten Bedingungen für die Konvergenz (Nr. 364, 5°) festgestellt werden. (Man ersieht 


daraus, daß Ya, zZ 1 nur für unendlich viele rn, nicht aber für alle n> N erfüllt zu sein 
braucht, um die Divergenz zu sichern. — Anm. d. Red.) 
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freilich mehr verlangt wird: 
Hat die Folge der Zahlen &, einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert 


lIim&,„=#, 


so ist die betrachtete Reihe für & < 1 konvergent, für & > 1 divergent. 
Ist & < 1, so wählen wir eine positive Zahlle <1 — &,sodaß® + e< 1 ist. Nach 
Definition des Grenzwertes gilt fürn > N 


G—e<b,<E6-+te. & 


Die Zahl & +. spielt die Rolle von g in der vorhergehenden Formulierung; die 
Reihe ist also konvergent. 

Ist & > 1 (und endlich), so gilt, wenn wire =& — 1, also & — e = 1 wählen, für 
hinreichend große n jetzt &, > 1,d.h., die Reihe divergiert. Ein analoges Resultat 
gilt auch für& = +. 

Im Fall& = 1 gibt dieses Kriterium keinen Aufschluß über das Verhalten einer Reihe. 

Die Folge &, nennen wir die Cauchysche Zahlenfolge. 

Wird der Vergleich der Reihe (A) mit einer der Standardreihen nach Satz 3 vor- 
genommen, so gelangen wir zu dem folgenden Kriterium: 


d’Alembertsches Kriterium.!) Erfüllt die Folge der aus den Gliedern der Reihe (A) 
gebildeten Zahlen 


On 
= 
für hinreichend große n die Ungleichung 
D,=9: 
wobei q eine konstante Zahl mit 0 <q < 1 ist, so konvergiert die Reihe (A); ist für alle 
n>N 
2,21, 
so ist (A) divergent.?) 3 
Auch in diesem Fall ist es zweckmäßiger, den Satz in der Limesform zu benutzen, 
wobei auch hier wieder mehr vorausgesetzt wird: 
Hat die Folge der Zahlen D, einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert, 
lim D2,=D, 
so ist die Reihe (A) für D < 1 konvergent, für D > 1 divergent. 
Der Beweis verläuft genauso wie beim Gauchyschen Kriterium. 
Dieses Kriterium führt ebenfalls nicht zum Ziel, wenn D = 1 ist. 
Die Folge der 2, nennen wir die d’Alemberische Zahlenfolge. 


In Nr. 77, Beispiel4, sahen wir, daß aus der Existenz des Grenzwerts für D, auch 
schon die Existenz des Grenzwerts für £, folgt, wobei beide Grenzwerte überein- 


1) Oder Quotientenkriterium. — Anm. d. Red. 
2) Auch hier folgt die Divergenz direkt daraus, daß die notwendige Bedingung für die Kon- 


vergenz nicht erfüllt ist (hier muß allerdings . >1 für alle n> N gelten): Ist an 
An 


n 
> 1, also a,,, Z a, so kann a, nicht gegen 0 streben. 
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“stimmen. Also kann dann, wenn das d’Alembertsche Kriterium Aufschluß über eine 
Reihe gibt, dieser Aufschluß schon aus dem Cauchyschen Kriterium erhalten werden. 
In den Beispielen aus Nr: 370 werden wir sehen, daß die umgekehrte Behauptung 
nicht gilt, daß also das Cauchysche Kriterium stärker ist als das d’Alembertsche. Je- 
doch wird in der Praxis das d’Alembertsche Kriterium öfter benutzt. 


369. Das Raabesche!) Kriterium. Geben die eben betrachteten einfachen Kriterien 
keine Antwort, so muß man zu komplizierteren Kriterien greifen, die auf dem Ver- 
gleich der zu untersuchenden Reihe mit anderen Standardreihen beruhen, die so- 
zusagen „langsamer“ konvergieren oder „langsamer“ divergieren als die gegebene 
RBeihe.? 

Wir usa hier das Raabesche Kriterium. Es vergleicht die gegebene Reihe (A) 
mit der konvergenten harmonischen Reihe 


© 1 10 1 1 
Pe ae a (H,) 


oder der divergenten harmonischen Reihe 
il 1, 1 1 
Fe a ar a (H) 


unter Verwendung von Satz 3. Dabei wird die Raabesche Zahlenfolge 


betrachtet. 
Raabesches Kriterium. Ist für hinreichend große n die Ungleichung 
RAR, Zr 
erfüllt, wobei r eine konstante Zahl > 1 ist, so konvergiert die Reihe (A). Ist für allen > N 
sl, 
so ist die Reihe (A) divergent. 
Für hinreichend große n gelte 


An 


( -1)>r>1 oder >1+—. 


On+1 n+1 


Wir wählen eine beliebige Zahl smit r>s> 1. Da bekanntlich (vgl. Nr. 77, Bei- 
spiel 5) die Limesbeziehung 


1!) J.L. RAABeE, 1801—1859, wirkte in Zürich. 
?) Vgl. Nr. 375, Beispiel 7. 
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gilt, erhalten wir für hinreichend große n 


1\s 
n 1\s r 
en 2 oder (14) <1l+— 
3 n N 
n 
und folglich 


An 1\s 
1 — » 
Oy+1 e | * -) 


Dieser Ungleichung können wir die Form 


1 
An+ı n * (n+1% 
A n+1! 1 

n 


geben. Auf der rechten Seite steht der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder 
der Reihe (F,). Mit Hilfe von Satz 3 finden wir, daß die Reihe (A) konvergiert. 
Ist von einem gewissen N ab 


a 
| i -1) = 1; 
On+1 . 


so folgt daraus sofort 


1 
Ant — _R _Nn+!1 
„. rn -+1 1° 

N 


Wenden wir auf die Reihe (A) und (H) den Satz 3 an, so erkennen wir, daß (A) diver- 
giert. 
Auch das Raabesche Kriterium wird vorzugsweise in der Limesform angewendet. 
Hat die Zahlenfolge A, den (endlichen oder unendlichen) Grenzwert 


im A,=4#%, 


so ist die Reihe (A) für A > 1 komvergent, für R < 1 divergent. 
Vergleichen wir das d’Alembertsche und das Raabesche Kriterium, so sehen wir, 
daß das letzte stärker ist als das erste. Existiert nämlich der Grenzwert D = lim 2, 


i 41 
und ist er von 1 verschieden, so gibt es zu A, =n (3; — ) einen Grenzwert AR, 


der für D <1 gleich +00, für 2 > 1 gleich —oo ist. Gibt also das d’Alembertsche 
Kriterium Aufschluß über das Verhalten einer Reihe, so erhält man dies auch schon 
aus dem Raabeschen Kriterium; alle diese Fälle lassen sich sogar durch zwei der mög- 
lichen Werte von , nämlich durch 400, erfassen. Alle übrigen Werte. von 3 (mit 
Ausnahme von A = 1), die ebenfalls auf das Verhalten der Reihe schließen lassen, 
entsprechen also den Fällen, über die das d’Alembertsche Kriterium nichts aussagen 


kann, also dem Fal2 =1. 


17 Fichtenholz II 


Bu 
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Aber auch hier erhalten wir für R = 1 keine Antwort auf die Frage nach dem Ver- 
halten einer Reihe; in solchen Fällen, die sehr selten auftreten, muß zu noch schärferen 
und komplizierteren Kriterien gegriffen werden (vgl. etwa Nr. 371). 

Wir wenden uns nun Beispielen zu. 


370. Beispiele. 
1) Man wende auf die folgenden Reihen das Cauchysche Kriterium an: 


A | 1 ; : 
_—— ,£.= 2 = 0: die Reihe konvergiert; 
(a) 2, (Inn) *" Inn 


(b) 5 Al (x >0),6,= =, & = 0: die Reihe konvergiert; 
n=1\ NR 

(c) z =) (z > 0; a, seien Elemente einer positiven Folge mit dem Grenzwert a), 

n=1 \%n 


e,=  .Füro=0istl- +00, so daß die Reihe divergiert; für a = +oo ist £ = 0, die 
a 
Reihe konvergiert. Fürro<a<-+oited = ar hier hängt das Verhalten der Reihe von z ab: 
a 


Sie konvergiert für x < a, divergiert fürx > a. Beix = a läßt sich im allgemeinen nichts aus- 
sagen; das Verhalten der Reihe hängt dann davon ab, wie die Folge der a, gegen a strebt. 


2. Man wende auf die folgenden Reihen das d’Alembertsche Kriterium an: 


(a)1 + 5 _ («>0,2,= ‚D = 0: die Reihe konvergiert; 
n=ıR: 


x 

n-+1 

n+1 
N 


‚ D= x: die Reihe konvergiert für x < 1 und diver- 


oO 

(b) 2 nette >0,2,=r- 
n=1 

giert für x > 1 (für x = 1 können wir uns unmittelbar davon überzeugen). 


00 N 8 
(c) & — («>0,85s>0, 2, =2 Ba ‚D = x: die Reihe konvergiert für x < 1 und 
n=1 N N 
divergiert für x > 1; für x = 1 ergibt sich eine harmonische Reihe, deren Verhalten, wie wir 
bereits wissen, von s abhängt. 


= x \" x Eon j : z 
(d) am () (>00), 2, = ‚D=—: für 2-<e ist die Reihe konvergent 
n= 


n 
_-: 
N & 
für x > e divergent; für x = e sagt das d’Alembertsche Kriterium in der Limesform nichts aus, 
aber die ursprüngliche Form des Kriteriums gestattet, auf Divergenz der Reihe zu schließen, da 


Rn 
( + =) sich von unten gegen e nähert, so daß D,„ > 1 ist. 
N 


/ > (nx)" 1 \" Br I. ; ; R 
' (e) 5 er >0),2,=ell en ‚D=ze: für 2 <— ist die Reihe konvergent, 
n=1 . e 


e 1.2: i E ae ei a 
für <> = divergent; für x = = können wir hier das d’Alembertsche Kriterium nicht ver- 


© 
wenden, da D, von unten gegen D = 1 strebt. Auf diesen Fall werden wir noch in Beispiel 5(d) 
zurückkommen. 


3. Wir betrachten die Reihe 
1+a+ab-+ab+ab? +». +arbri Larbr 2 .., 


wobei a und b zwei voneinander verschiedene positive Zahlen sind. Hier ist Don-ı = 9% Dan = db; 
und das d’Alembertsche Kriterium (in der ursprünglichen Form) sagt aus, daß die Reihe kon- 
vergiert oder divergiert, je nachdem, ob die Zahlen a und d beide kleiner oder beide größer als 1 
sind. 
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Gleichzeitig ist 
2n—1 


Ben... 
Eoan-ı = Var-15%-1 und bau Yardr-ı ; 


also € = Yab; nach dem Cauchyschen Kriterium ist die Reihe für ab < 1 konvergent, für 
ab > 1 (und offenbar auch für ab = 1) divergent. 


co 
4. Wir untersuchen die Reihe $ z(n) x", wobei x positiv sei und z(n) die Anzahl der Teiler 


n=1 
der natürlichen Zahl n bezeichne. Da die Funktion z(r) eine Sprungfunktion ist, besteht keine 
Möglichkeit, das d’Alembertsche Kriterium anzuwenden. Dagegen läßt sich das Cauchysche 
Kriterium durchaus anwenden: 


ı Sb, = Yın)-2 < Ina. 
Also ist & = x; die Reihe ist demnach für x < 1 konvergent; für x > 1 (und offenbar auch für 
x = 1) divergent. 
5. Auf die folgenden Reihen wende man das Raabesche Kriterium an: ; 
oO (2n — 1)!! 1 


2z “ (Zn)! 2n-+1 


_  (2n — 1)? 
"  2n(?n +1) 
(und dabei 2, < 1) nicht anwendbar. Wir bilden deshalb die Raabesche Folge 


A, u Er 1) _ ı)- (6n — 1I)n 
(2n — 1)? (2n — 1)? 


. Das d’Alembertsche Kriterium ist wegen 


Wegen A=lm#A, = _ > 1 ist die Reihe konvergent. 


= n! Ka 
—— ; t 
(b) 2 FESTERTEET (x > 0). Hier is 
u . 
" EX H+tn-+1' j 


das d’Alembertsche Kriterium also wieder nicht anwendbar. Deshalb nehmen wir 


" n+i1' 
sodaß AR = x ist. Die Reihe ist also für x < 1 divergent, für x > 1 konvergent; für x = 1 eergibt 
sich die divergente harmonische Reihe (ohne erstes Glied). 


25 n!x" be ’ a ’ aid 
(6) UO —— ; dabei sei 2 > 0, und die a, mögen eine positive 


„1 (@ +0) (22 +0) (ne tan) 
Zahlenfolge mit dem endlichen Grenzwert a bilden. Auch hier ist D = 1 wegen 
_ (nr +1) 
"MHz + a 
Ferner ist 
Re, N 
s (+1) 
d. h., die Folge ist für x < a konvergent, für x > a divergent. Für x = a läßt sich im allgemei- 
nen nichts feststellen: Das Verhalten der Reihe hängt dann davon ab, wie die a, gegen @ 
streben, 


 —) 
— 


PR 


17* 
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\ 


(d) Zum Schluß untersuchen wir die Reihe 


co 1 y\r 
Ele) 
n=1N:\6 
Für sie gilt 
R,=n un], Mi 


“ 7 
Pr 
Si 
Um den Grenzwert dieser Zahlenfolge bestimmen zu können, ersetzen wir sie durch die Funktion 
EDEL ERREER 1l (0), 
x |(1 + z)U? 
auf die wir die Methoden der Differentialrechnung anwenden können. Näch der l’Hospitalschen 


Regel differenzieren wir Zähler und Nenner und erhalten 


(« + zur -In (1 — x) . (-=) + E 1-+x a 
N j x ' z 


6 


+ Pe. 
Iin(1+zr) — 
= (1 . zyt* 2 


Setzen wir 


x 
1+x2 


n1i+2)=r-— — + 0(2?), 


1 = 2a +0), 
so finden wir sofort, daß der gesuchte Grenzwert gleich 1 12 ist. Die Reihe ist also divergent. 


371. Das Kummersche Kriterium. Wir geben nun ein überaus wichtiges Kriterium an, das 
von E. E. Kummerl) stammt. Es läßt sich als das allgemeine Kriterium auffassen, aus dem 
sich die behandelten Kriterien als Spezialfälle ergeben. : 


Kummersches Kriterium. Es sei 
C» Cos ...,; Cy> ... 


eine beliebige Folge positiver Zahlen derart, daß die Reihe \ 
n=10n 

divergiert?), und wir bilden für dıe betrachtete Reihe (A) die Zahlenfolge 

5 i l " 
a 

Kon — Ente 

On+1 

Gilt (für n> N) die Ungleichung 

j Knzd, 

wobei ö eine konstante positive Zahl ist, so konvergiert die Reihe. Ist (fürn > N) 

Kn =0, 


so ist die Reihe (A) divergent. 


Ei) ERNST EovArn Kinn, '1810--1893, deutscher Mathematiker. 
2) Wir'weisen daräuf hin, daß wir die letzte Voraussetzung nur: beim Nachweis der: Divergenz 
benötigen. Für das Konvergenzkriterium wird sie nicht gebraucht, 
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Then Ann m rer ran a te 


.r .n 


Beweis. Es sei 
On 
ÄAnr= nm Z36>0 
Ay 
(offenbar können wir diese Ungleichungen für alle n als erfüllt ansehen), Durch Multiplikatiorn 
beider Seiten dieser Ungleichung mit a,41 folgt | 
Cnly = nr Z ÖQn4; (6)) 
das bedeutet 
Enn — Entıdn+ı > 0 Oder c,a, > Cn+1En+1° 


Daraus ergibt sich, daß die Folge der c,@, monoton fällt und demzufolge gegen einen endlichen 
Grenzwert strebt (da sie von unten durch 0 beschränkt ist). 
Also ist die Reihe 


60) . 
> (207 = Ca+1@n+41) 

n=1 
konvergent, denn die Summe ihrer ersten » Glieder, 

6101 —— Cn4s@arı> 
hat einen endlichen Grenzwert. Dann folgt aus (6) mit Hilfe von Satz 1 aus’ Nr. 366 die Kon- 

oo 
vergenz der Reihe $ öa,,, und damit die der gegebenen Reihe (A). 
n=1 


Gilt fürn > N 


um 
Kr — 6, -Gnı=0, 
Aa+1 
so ist 
1 
Gy+1 — Cy41 
Fe | 
cz 


Da die Reihe zn als divergent vorausgesetzt wurde, ist auf Grund von Satz 3 aus Nr. 366 
C 


: n . . 
'auch die Reihe (A) divergent, was zu beweisen war. | 
Die Limesform des Kummerschen Kriteriums lautet folgendermaßen: 
Die Zahlenfolge HK, besitze einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert: 
lim K „=K. 
Dann ist die Reihe für KH > 0 konvergent, für K < 0 divergent. 


Wir zeigen nun, daß sich aus dem Kummerschen Kriterium einige wichtige Konvergenz- 


kriterien als Spezialfälle ergeben: 
1 


a) Wir setzen beispielsweise c, = 1; die Bedingung, daß die Reihe 3’ — divergiert, ist 


erfüllt. Ferner gilt 


Strebt D, gegen D, so strebt X, gegen K = — -1X=+oimFal2=0;X = —1i1 


im Fall D = +00). Für D2> 1ist offenbar K <0,d.h., nach dem Kummerschen Kriterium 
ist die Reihe divergent; für D < 1 ist X > 0, also konvergiert die Reihe. Damit sind wir von 
neuem zum d’Alembertschen Kriterium gelangt. 


362 XI. Unendliche Reihen mit konstanten Gliedern 
1 
b) Wir setzen nun c, = n und erhalten die Reihe 22 — , von der wir wissen, daß sie diver- 
giert. Der Ausdruck für X, erhält die Form 


K,u=n- (r+l)=-A,-1:- 


Anıı 
Strebt AR, gegen A, so strebt X, gegen denGrenzwet X=R— 1X = +wfürf = oo). 
Im Fall R > 1 ist X > 0, auf Grund des Kummerschen Kriteriums ist die Reihe konvergent; 
im Fall R<1ist K < 0, die Reihe also divergent. Somit sind wir wieder zum Raabeschen 
Kriterium gelangt. 


c) Schließlich setzen wir c, = nInn (n = 2); dies ist zulässig, denn die Reihe 3% a 
ist divergent (vgl. Nr. 367, zu. 6). In diesem Fall gilt nInn 


K,=nrinn- — (n+1)In(n +1). 


Er 
Diese Beziehung läßt sich auch in der Gestalt 


a 1 \#+1 \r+H 
X, n-|n( 2 -1)-1|-m(t+) = A -li+) 
On+ı N n 


schreiben, wenn wir mit «2, die neue Zahlenfolge 


um inn.|n (2a _ ) -1|=Inn-(A, 1) 
Apıı 


bezeichnen. Daraus ergibt sich ein neues Kriterium: 


Bertrandsches!) Kriterium. Die Zahlenfolge 3, habe den (endlichen oder unendlichen) 
Grenzwert 


2 = lim 2, 
Dann ist die Reihe für 3 > 1 konvergent, für 3 < 1 divergent. 


n+1 
Wegen lim In ( + 2 —=Ine=1strebt nämlich die Kummersche Zahlenfolge X, 
n 
gegen den Grenzwert X = #3 — 1(X = +» für # = +00). Nun braucht man nur noch das 
Kummersche Kriterium zu benutzen. 

Kombiniert man die Kriterien von RAABE und BERTRAND, so könnte man dieselben Be- 
merkungen wiederholen, die oben über das d’Alembertsche und das Raabesche Kriterium ge- 
macht wurden (Nr. 369). Diese Kette immer feinerer (und auch komplizierterer!) Kriterien 
kann unbeschränkt fortgesetzt werden. 

372. Das Gaußsche Kriterium. Aus den Kriterien von D’ALEMBERT, RAABE und BERTRAND 
ergibt sich leicht das folgende, nach GAvss benannte Kriterium: 


Gaußsches Kriterium. Bei der gegebenen Reihe (A) lasse sich der Quotient An in der 
Gestalt On41 
An u 0 
—=-/1+—-+— 
Ay+ı 3 N 7 n? 


darstellen, wobei A und u Konstante sind und 6, eine beschränkte Größe ist, |0,| < L. Dann ist die 
Reihe (A) konvergent fürA>1oderA=1,u> 1 und divergent fürA<1oderA=1, u, <S1. 
Der Fall AS 1 führt auf das d’Alembertsche Kriterium; denn es ist lim 4 — — Nun 


n 


!) JoszrH BERTRAND, 1822—1900, französischer Mathematiker. 
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sei A = 1; dann ist 


Runen -1)-u+, RA=u, 


On+ı 


d. der Fall «S 1 wird durch das Raabesche Kriterium erschöpft. Ist schließlich u = 1, so 
gilt 


2, = Ihn, = %.0, 
Inn 


Da bekanntlich für n — oo gegen 0 strebt und 9, beschränkt ist, finden wir 3 = lim 2, 


N 
= (0; nach dem Bertrandschen Kriterium ist die Reihe also divergent. 
Beispiele. 
1. Wir betrachten die sogenannte Gaußsche hypergeometrische Reihe 
z 5” ) a +r-DPB+FD- Btn—d) 
F(,ß,y2)=1+)% mer bie ) 2 m 
n=1 n!yy+D-- Yy+tn-—-D 
„rt NDBB+N . 
1.2.yy+D 
. De +-IPP-NPB+H2 
1.2.3.7 ++ 2) 
und setzen zunächst a, ß, y, x > 0 voraus. Hier ist 
Inıı _ («+n)(P-+n) 
%r. Mitrm)y+n 


so daß sich mit Hilfe des d’Alembertschen Kriteriums sofort im Fall x < 1 die Konvergenz 
und im Fallx > 1 die Divergenz erkennen läßt. Ist x = 1, so nehmen wir den Quotienten 


| 


1+ 


05 a ee 


UELaEmmmteEmELt: 7) EEE ACER EG RGE ETTEErutnASEEEgEzEaEE 
en 


a (tn) (1+&)(1+ 5) 
7) n 


und stellen ihn mit Hilfe der Zerlegungen 


2 1 
WET ea za En 
1+— 1+— 1+ + 
in der Form 
KR ER Anden d. ZI 
In+ı * R 


dar, wobei 0, beschränkt ist. Bei Verwendung des Gaußschen Kriteriums sehen wir, daß die 
Reihe Fo, ß, »,1) für y — & — ß> 0 konvergiert und für y — « — P S 0 divergiert. Später 
werden wir noch einmal auf die hypergeometrische Reihe unter allgemeineren Voraussetzungen 
für a, ß, y, x zurückkommen. 


3. Als zweites Beispiel für die Anwendung des Gaußschen Kriteriums kann die Reihe 


1\»P _ /1-3\» (2n — 1)!1\v 
1+(5) +55) ++) + (P>0) 


dienen, die für » > 2 konvergiert und für p < 2 divergiert. Hier ist nämlich, auf Grund der 
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Taylorschen Formel, 


a In \P 1 \7? » »(p+1) 1. =) 
Ze See ei u —|; 
Be 5) ( zn) 7,7072 mtl J 


daraus folgt | 


ei 
a 2 0 
DASZUn 


Ä dn41 
(0, beschränkt) usw. 
3/3. Das Maclaurin')-Cauchysche Integralkriterium. Dieses Kriterium unterscheidet 
sich in seiner Form von allen vorhergehenden Kriterien. Es basiert auf der Idee, eine 
Reihe mit einem Integral zu vergleichen, und ist eine Verallgemeinerung jenes Ver- 
fahrens,-das wir schon in den Beispielen 4 und 6 aus Nr. 367 benutzten, um die Kon- 
vergenz oder die Divergenz einer Reihe festzustellen. 

Die gegebene Reihe habe die Gestalt 


2 ,= 3 iin), u 


wobei f{n) der Wert einer für x = 1 definierten Funktion f(x) an der Stelle x = r ist.?) 
Diese Funktion sei stetig, positiv und monoton fallend. 

Wir betrachten eine beliebige Stammfunktion F(x) zu f(x); da für ihre Ableitung 
F'(x) = f(x) > 0 gilt, nimmt F(x) mit x zu und. hat für x — oo einen endlichen oder 
unendlichen Grenzwert. Im ersten Fall ist die Reihe 


P> [Fin +1) — Fin)] (8) 


konvergent, im zweiten divergent. Mit dieser Reihe wollen wir die gegebene Reihe 
vergleichen. 

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung läßt sich das allgemeine 
Glied von (8) auf die Gestalt 


Fn+D)-Fa)=/n+9 (<9<1 
bringen, so daß infolge der Monotonie der Funktion f(x) 

an = mn +1) < Fin +1) — Fin) < fin) = a, (9) 
gilt. Ist die ENeIhR (8) KONVOTBENE, so konvergiert auf Grund von Satz 1 aus Nr. 366 


auch die Reihe > A o3 /{rn + 1), deren Glieder kleiner sind als die entsprechen- 


den Glieder von 8); Das Bedsake daß auch die gegebene Reihe (7) konvergiert. Ist (8) 
divergent, so ist auch die gegebene Reihe (7) divergent, denn ihre Glieder sind größer- 
als die entsprechenden Glieder der Reihe (8). 


1!) CoLın MACLAURInN, 1698 — 1746, schottischer Mathematiker. 
?) Der erste Wert von n kann statt 1 auch eine beliebige andere natürliche Zahl n, sein; dann 
muß man auch die Funktion f(x) für x > n, betrachten. 
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Damit gelangen wir zu dem folgenden interessanten Kriterium (es wurde zuerst in 
geometrischer Form von MAcLAURIN gefunden, aber vergessen und. später erst: von: 
CAvcHY wiederentdeckt): | 


Integralkriterium. Die Reihe (7) ist unter den obigen Vorausseizungen konvergent. 
oder divergent, je nachdem, ob die Funktion 


F(x) = [ f(x) dx 


für x — 00 einen endlichen Grenzwert hat oder nicht. 


Wir geben nun einige Beispiele für die Anwendung dieses Kriteriums (neben den in Nr. 367 
betrachteten Kriterien) an: 


2 1 Br 
1. 200, (a > 0). Hier ist 


ee 1 


zen errang. für > 4.00; 


2 


die Reihe ist konvergent. 


a 1 
2: EEE | Hi 1 t 
area m 


-f(2) = ReTT zZ — ni? F(<) =InInine— +00; 
die Reihe ist divergent. 
co 1 \ 
2, an lan (co > 0). In diesem Fall ist 


I) = Fe) = -— — +0; 


x Inz - (In In z)!te’ o-(InIn x)’ 


die Reihe ist konvergent. 


Die Stammfunktion F(x) kann man auch in Form des bestimmten Integrals 


F(x) = [ fie) de 


benutzen. Ihr Grenzwert für x — +00 heißt Integral von 1 bis +o0,!) und man 
schreibt 


+09 
F(+0) = [ fi) de. 


Die gegebene Reihe (7) konvergiert oder divergiert, je nachdem, ob dieses Integral einen 
endlichen Grenzwert besitzt oder nicht.) 


x 
1) Dies ist ein sogenanntes uneigentliches Integral. Mit diesen Integralen werden wir uns in 


Kap. XIII beschäftigen. er 

2) In dieser Formulierung können wir das Kriterium leicht beweisen, ohne die Stetigkeit von 
f(x) vorauszusetzen; wir brauchen nur,das bestimmte Integral zu benutzen (das für eine 
monotone Funktion existiert; vgl. Nr. 298, Satz III). 
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Das Integralkriterium in dieser Form läßt eine einfache geometrische Deutung zu, 
die der Maclaurinschen Idee verwandt ist. Stellt man die Funktion f(x) graphisch 
dar (Abb. 54), so läßt sich das Integral F(x) als Flächeninhalt derjenigen Figur aus- 
drücken, die von dieser Kurve, der x-Achse und zwei Ordinaten begrenzt wird. Das 
Integral F(-+-o0) kann als Ausdruck für den Inhalt der ganzen, nach rechts ins Un- 
endliche erstreckten Fläche unter der Kurve aufgefaßt werden. Andererseits geben 
die Glieder a,, as, ..., @., ... der Reihe (7) die Ordinaten in den Punkten x =1,2,...., 
N, ... oder, was das gleiche ist, die Flächeninhalte der Rechtecke mit den Grundlinien1 
und den Ordinaten als Höhen an. 


Somit ıst die Summe der Reihe (7) nichts anderes als die Summe der Flächen- 
inhalte der umbeschriebenen Rechtecke; sie unterscheidet sich nur durch das erste 
Glied von der Summe der Flächeninhalte der einbeschriebenen Rechtecke. Dadurch 
ist das oben angegebene Resultat vollkommen anschaulich: Ist der Flächeninhalt 
einer krummlinigen Figur endlich, so ist der Flächeninhalt der in diese Figur ein- 
geschlossenen Treppenfigur erst recht endlich, und die gegebene Reihe konvergiert; 
ist der Flächeninhalt der krummlinigen Figur unendlich groß, so ist auch der Inhalt 
der sie enthaltenden Treppenfigur unendlich groß, so daß in diesem Fall die Reihe 
divergiert. 


Wir geben nun an, wie die Ungleichungen (9) weiter benutzt werden können: 
a) Existiert der endliche Grenzwert 

lim F(z) = F(-+00), 

T->00 


8o können wir eine bequeme Abschätzung für den Rest der gegebenen Reihe angeben. 
Summieren wir die Ungleichungen 


a, < F(k) — Fk— 1) <ay, 


fürk=n-+1,..,n + m, so erhalten wir. 


n+m 


nrm—Ll 
2% <Fn + m) — Fin) < 2 Q, 


und, wenn wir zum Grenzwert für m —> +4oo übergehen, 


Y %< F(+00)— Fin)< Ja, 
k=n-+1 k=n 


373. Das Maclaurin-Cauchysche Integralkriterium 267 
oder 

F(+o) — F(in-+1) =: a3 Ss F(+o) — F(n). (10) 
Dies ist die gesuchte PEN nach oben bzw. nach unten.!) 


00 
Für die Reihe } E. (a >0) ist z.B. 
n=1 ir 


1 1 
f(x) = ger  Fiae)= es we F(+x) = 0 
und 
1 1 a 1 1 1 
SZ x - Ss —., 


b) Wächst die Funktion F(x) mit x über alle Grenzen, so gestattet sie, die Geschwin- 
digkeit zu beurteilen, mit der eine Partialsumme der gegebenen Reihe wächst. Wir 
betrachten die Ungleichungen 


O<fk)- [FD —- FR <AM—fk+D); 


aus Ihnen erhalten wir, wenn wir sie für k =1,...,n summieren, eine wachsende, 
aber beschränkte Zahlenfolge: 


1b) — [Rn +1) — FO] < FD) — fin +1) < AD. 


Sie konvergiert gegen einen endlichen Grenzwert. Dasselbe gilt auch für die Folge der 
Zahlen 


Z ik) — Fin +1). 


Ist C ihr Grenzwert und bezeichnet «, eine mit wachsendem n unendlich klein wer- 
dende Größe, durch die sich die Glieder dieser Folge von dem Grenzwert unterscheiden, 
so gelangen wir zu der Formel 


Ef) = HD +0 + om 


2 
Beispielsweise ist F(x) =Inx im Fall /(x) = 


ı damit erhalten wir wieder die 
Formel (4) aus Nr. 367. = 


n+m 
1) Aus F(n + m) — F(n) = f ftt) dt folgt für m — oo das uneigentliche Integral 


n 
+00 
F(-+00) — Fin) = | fe) &i. 
N 
Daher läßt sich (10) auch Be schreiben: 


f Was y2 = 2 im < / je) di. (10a) 


n-+1 k=n+l1 k=n+l1 
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374. Das Ermakofische Kriterium. Den annähernd gleichen Anwendungsbereich wie das Inte- 
gralkriterium hat auch das originelle Kriterium, das von W. P. ERMAKOFF!) stammt. Dieses 
Kriterium enthält in seiner Formulierung: keine Begriffe der Integralrechnung. 


Ermakoffsches Kriterium. Die Funktion f{x) sei stetig?), positiv und monoton fallend 
für x > 1.) Dann ist die Reihe (7) konvergent, wenn für hinreichend große x (etwa fürx Z x,) die 
Ungleichung 

f(e?) - e* 
fx) 
gilt, und divergent, wenn (für x Z %,) 
ke). n; 


X) 


Sqg<i 


gilt. 


Beweis. Die erste Ungleichung seı erfüllt. Für jedes x 2 x, gilt dann (Sustitution ö = et) 


[re dt= [ Her) erdu<a | ie)dt; 


daraus folgt 


an /masa| Fna- ia 


e e 


=q Im dt — | it) | <q te) di, 


denn es ist N 
e!>z, (12) 


der Subtrahend in der zweiten eckigen Klammer also positiv. In diesem Fall gilt 


[ 0a < [ fi) dt; 
Tg u .- 


fügen wir zu beiden Seiten das Integral f ftt) dt hinzu, so erhalten wir 


u7) 


[mwas;— [m er 
19 


und daraus, unter Berücksichtigung von (12), 
x 


[iaa<sl @2o). 


zo 


Da mit wachsendem x auch das Integral wächst, besitzt es für «— oo einen endlichen 


rd 


T 


1) WassıLı PETROWITSCH ERMAKOFF, 1845 — 1922, russischer Mathematiker. 


?) Auf die Forderung nach Stetigkeit kann eigentlich verzichtet werden. Vgl. die Fußnote 2 
auf 8. 265. 


3) Vgl. die Fußnote 2 auf S. 264. 
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Grenzwert 
J It) di; 


nach dem Integralkriterium ist die Reihe (7) also konvergent. 
Nun sei die zweite Ungleichung erfüllt. Dann ist 


[ fi) de> [ya dı 


a) 


‚und, wenn zu beiden Seiten das Integral f f(t) dt addiert wird, 


jwazjmwa=y>o | 


(denn wegen (12) ist x, < e?). Jetzt bilden wir eine Zahlenfolge x,, 2 ++. pp m +... durch 
die Festsetzung x, = e?»-ı; nach dem Bewiesenen ist 


[to«&27,. 


In 


also 


[io &= £ | tod = my. 


4==1 L- 


Damit ist klar, daß 


fie) d=lim [ft)d= +0 


Io 00 I 


gilt, d. h., nach dem Integralkriterium ist die Reihe (7) divergent. 
Die Beispiele aus Nr. 373 lassen sich auch leicht mit Hilfe des eben bewiesenen Kriteriums 
behandeln: 


n j 1 
nn ns 10 (o > 0). In diesem Fall ist f(x) = z-Intteg u 


2\, ei 1+0 
Me BR 0 4 ee: 


) = | 


d. h., dieser Ausdruck ist für hinreichend große x kleiner als jeder echte Bruch q; die Reihe ist 
‚also konvergent, 


> 1 1 
2. — Hier ist En Fe zes nd 
a Inn -InIn ln nal,” 
EI er für 20; 


I(«) 
‚dieser Ausdruck ist also für hinreichend große x größer als 1, d. h., die Reihe divergiert, 
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00 1 

: — (> 0). Hier ist 

e n=3n- Inn - (In In n)1*° 
1 

N nz: (Ininajıre 


14 
Her). e* _(Inlna) 5 für 2, 


Kz) In’ x 
d. h., die Reihe konvergiert. 
Abschließend bemerken wir, daß die im Ermakoffschen Kriterium auftretende Funktion e? 
auch durch jede andere Funktion p(x) ersetzt werden kann; p(x) muß nur monoton wachsen, 
positiv sein, eine stetige Ableitung haben und der Ungleichung 


yla)> x (12*) 


genügen, durch die (12) ersetzt wird. Der Beweis verläuft ganz analog dem obigen. Somit ist das 
Ermakoffsche Kriterium in seiner allgemeinen Form eine Quelle, aus der man zahlreiche Kri- 
terien, entsprechend der Wahl von o(x), schöpfen kann. 


’ 


375. Ergänzungen. 
1. Wir benutzen die Abschätzungen (11), um das Verhalten der Riemannschen Zetafunktion 


M+)= 2 


(vgl. Nr. 365, Beispiel 2), die nur für « > 0 definiert ist, im Fall o — 0 zu untersuchen. 
Zunächst setzen wir n = 0 in der ersten und n = 1 in der zweiten der Ungleichungen (11) 
und erhalten sofort 


1iso-(l+o)si+o 


oder 
imo-&1+o)=1. 
o—>O 


Zu einem schärferen Resultat kommen wir, wenn wir von der offenbar gültigen Gleichung 


IE 2 


— nit? j kite 


i+o)=14 


ausgehen und die a (11) für ein u n anwenden: 


fa 
1 EELLERTIER Bon Sn. SZ 20 0. 7 22 U NS 2 Sn ng en 
+ — — +4 — en | mr 1 


<it+0)-—<1+ ++ a ee 


rn ir c 
Daraus erhalten wir für o —0 


It a a er 


o->0 


IE UN ee 
2 N 


') Wir wissen bis jetzt nicht, ob ein Grenzwert des Ausdrucks &(1 +0) — = für c—0 
0 


existiert; deshalb benutzen wir den lim sup und den lim inf (Nr. 42). Die Grenzwerte von 


1[1 1 1 . an cher 
= E _ eu und — ar BurBETe -1 finden wir mit Hilfe der Formel aus Nr. 77, Beispiel5 (b). 
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Hier können wir n gegen oo streben lassen. Da der erste und der letzte Ausdruck dabei wegen 
(4) aus Nr. 367 gegen die Eulersche Konstante C streben, stimmen der obere und der untere 
Grenzwert überein, so daß ein gemeinsamer Grenzwert existiert und 


lim ku+n--]|=c 
o—>0 q 


ist (diese Resultate stammen von DIRICHLET!)). 
2. Die Glieder der Reihe (A) aus Nr. 368 mögen monoton abnehmen; dann ist die Reihe (A) 


oo 
konvergent oder divergent, je nachdem, ob die Reihe 3) 2ka,» konvergiert oder divergiert (A.CAucHYy). 
Einerseits ist nämlich k=0 


As <a, +(a +0) ++ (a + + + ag.) <a, + 2a, + + + Zus, 
andererseits 


J)+=4,+9%+(a; +9) + + (ax + + Gr) 
1 
> 2 +9 +2, +. +amlaa= — (a, + 20, +40, + + 2a). 


Daraus folgt sofort die Behauptung. © 1 B= N 
Zum Beispiel stimmt das Verhalten der Reihe $ — mit dem der Reihe 5 2*. Frau 21 
k=0 


n=1l 


joe) 
überein, die offenbar divergiert. Die Reihe )‘ ee («> 0) konvergiert wie die Reihe 
n=1R 


1__ 5. Die Reihe 5 —I_ äivergiert, denn die Reihe 5 2. — 
Sk) 2 Die‘ ie Rei 2 rn vergiert, denn die Rei 2 * Sen ak 


co 
22. 
k=0 
00 


= % ist divergent, usw. 
k=1 k-In2 00 & 
In diesem Satz kann die Vergleichsreihe J' 2ka,® auch durch die allgemeinere Reihe 3 mfa,,x 
k=0 k=0 
ersetzt werden, wobei m eine beliebige natürliche Zahl bedeutet. 


3. Es sei (A) eine beliebige konvergente Reihe. Welche Schlußfolgerungen können über die 
Größenordnung des allgemeinen Gliedes a, im Vergleich zu 1/n gezogen werden? 

Vor allem ist klar: Sind diese unendlich kleinen Größen überhaupt miteinander vergleichbar 
(Nr. 60), d.h. existiert ein Grenzwert 


. _a& ; 
im— =limna, =c, = 
1 n 


N 
so ist notwendig c = 0, also 


, (-) (13) 


N 


| 
Würde nämlich (13) nicht gelten, so wäre infolge der Divergenz der harmonischen Reihe J — 


auch die gegebene Reihe divergent (vgl. Nr. 366, Satz 2). en n 
Ein solcher Grenzwert existiert jedoch im allgemeinen nicht, wie am Beispiel der Reihe 


I: ER: HE BER: UREEE: ERBE: EEE: ARE: BORN 
Hatytrtratetn tete 


ersichtlich ist. Die Konvergenz dieser Reihe ist klar nach Gegenüberstellung mit der Reihe 


1) PETER GustAv LESEUNE DIRICHLET, 1805— 1859, deutscher Mathematiker. 
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oo a 
2, = . Ist n keine Quadratzahl, so ist für dieses.n 


n=1 NR 


anderenfalls na, = 1. 
Nehmen die Glieder einer Reihe monoton ab, so ist für die Konvergenz dieser Reihe die 
Bedingung (13) notwendig. Für alle m und n mit n > m gilt nämlich 


(n. — m) an < Amıı TFT An < ms 


wobei &,, der Rest der Reihe nach dem m-ten Glied ist. Daraus folgt 


na, < Im 


N — m 


Wir wählen m zunächst so, daß «,„, kleiner als eine beliebig vorgegebene Zahl e > 0 ist. Setzen 
wir jetzt n so groß voraus, daß 


gilt, so-ist gleichzeitig na, < &, was zu beweisen war. 
Wir weisen abschließend darauf hin, daß die Bedingung (13) sogar bei Reihen mit monoton 
abnehmenden Gliedern keineswegs hinreichend für die Konvergenz ist. Dies sehen wir am Beispiel 


je,e) 
der Reihe =. 
n=2n Inn 


oO 
4. Ist eine Reihe z d. divergent und Beet Fe ihre n-ie Partialsumme, so ist die Reihe 


ebenfalls Bibergenk; während die Reihe 2 (a>0) konvergiert (N. H. Apeu und 
R)). 


d, 
I y er 
Dan 

Es gilt 

Antı ee dn+m > An+ı +: + dntm DE D, 


Das Dam Dasm Darm. 


Zu jedem noch so großen n läßt sich stets ein m derart finden, daß 


An+ı Antm 1 
Das Darm 2 


>-< — und folglich 


arm. 


00 1. 
ist. Bei der Reihe e ist also die Bedingung 2° aus Nr. 364 für die Konvergenz nicht 
n=1-n 
‚erfüllt; die Reihe ist somit divergent. 


d | 
Zum Beweis der Konvergenz von 5 Dire benutzen wir ein Verfahren, das dem von 
n=1 


CAavcaY angewendeten ähnlich ist (Nr. 373). 


Wir wenden auf die Funktion = = — — im Intervall LDa-r D,] den Mittelwert- 
satz der Differentialrechnung an: 


1 1 1 d ” 
ri 2er) = — (Da-ı<D,< D,)- 


1 
1 De D,° 


1) Urisse Diss, 1845— 1918, italienischer Mathematiker. 
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Da die Glieder ı betrachteten Reihe kleiner sind als die entsprechenden Glieder der konver- 


1 1 1 

genten Reihe 5 — > — —-), ist damit die Behauptung bewiesen. 
n=1 © n—1 D n 

5. ia eine Reihe z C„ konvergent und bezeichnet y, ihren Rest nach dem n-ten Glied, so ist die 


Reihe z A während die Reihe 
n=1Yn-ı 


Sa 0<o<1 


1-0 
sa=1l/n— 


konvergiert (U. Dın1). 
Der Beweis verläuft analog zum vorhergehenden. 


6. Das folgende Konvergenzkriterium wurde von N. A. Sapogow!) angegeben: 
Ist u, eine positive, monoton wachsende Zahlenfolge, so konvergiert die Reihe 


P3 E [i= 2) [sowie 5” E au — 1)], 


n=1 Un n=1\ Un 


wenn diese Zahlenfolge beschränkt ist; anderenfalls ist die Reihe divergent. 
Wir setzen (fürn = 1, 2,3, ...) 


N 
d, = Uns — Uns D,= & de = Un — U: 


Dann kann die gegebene Reihe in der Form 


S An | 
n=1 D, + U 


geschrieben werden; ihr Verhalten stimmt mit dem von 


2 .d 
„”—, 
n=1D,n 


co 
also auch mit dem von }) d, überein (ist die letzte Reihe nergent; so kann man auf das Re- 
n=1 


sultat von ABEL und DinI verweisen; vgl. S. 272). Die Reihe z d, ist konvergent oder diver- 


gent, je Zen, ob die Folge der Zahlen u, beschränkt ist a nicht. 
7. Gegeben seien zwei konvergente Reihen 
00 00 i 
Ze, und Ye. 
n=1 n=1 
Man sagt, die zweite Reihe konvergiere langsamer als die erste, wenn der Rest y, der zweiten 
Reihe von niedrigerer Ordnung gegen 0 strebt als der Rest y,„ der ersten Reihe: 
lim Ze =(. 
n . 
09 
Zu jeder konvergenten Reihe 5 c„ läßt sich eine langsamer konvergierende Reihe konstruieren. 


n=1 


1) NIKOLAI ALEXANDROWITSCH SAPOGOWw, geb. 1915, sowjetischer Mathematiker. 
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Zum Beispiel brauchen wir nur die Reihe 


3 c 2 (ri - Yy.) 


zu at ni in diesem Fall v= Yyn ist. 


Wir untersuchen nun zwei divergente Reihen 


°o oo 
Yd,„ und YVd)- 
n=1 n=1 
Man sagt, die zweite Reihe divergiere langsamer als die erste, wenn ihre Partialsumme D/, von 
niedrigerer Ordnung unendlich groß wird als die Partialsumme D, der ersten Reihe: 
D, 
im —#=0. 
Dn 


00 ; 
Zu jeder divergenien Reihe } d, läßt sich eine langsamer divergierende Reihe konstruieren. Zu 
n=1 
diesem Zweck braucht man z. B. nur die Reihe 


E du = VD, + 2 (VD, — VD.) 


zu nehmen; hier ist DY, = YD,. 
Analoge Schlüsse lassen sich auch mit Hilfe der in Punkt 4 und 5 betrachteten Reihen ziehen. 
Die angegebenen Beispiele führen auf die folgende Behauptung von grundlegender Wichtig- 
keit: Es gibt keine konvergente (divergente) Reihe, die stets als Vergleichsreihe?) zur Bestimmung 
der Konvergenz (Divergenz) einer Reihe herangezogen werden kann. Dies ist klar ersichtlich aus 
den Beziehungen 


en _ Inı Ya Vo 4 Yo” 
= ee = mat W>0 
Cn Vyn-ı — Vyn \ " 


und 


An _ D, cz D,-ı Ss VD, 4 : — x 
nr RT D,- ” 
iz 577 = YD Da-i 


8. Gegeben seien zwei Folgen positiver Zahlen 


As gs ren imo een UNA Di, Das eucy Ops +. ” 
Für jedes n genügen die ersten n Zahlen dieser Folgen der Hölderschen Ungleichung 
n 1/k n 1/k’ 
Lab, s{&al zur) 
i=1 =1 i=1 
und der Minkowskischen Ungleichung 


n 1/k © Y1/k © Y1/k 
(Ze +o {Fa Hin 
i=1 i=1 i=1 


(vgl. Nr. 133, Formel (5) und (7)). Hier ist k eine beliebige Zahl > 1; k’ ist'eine andere Zahl >1, 
die mit & durch 


atrn 


oo 
\) Für y, nehmen wir die ganze Summe )’ c,. 


n—=1 
?) Zum Vergleich mit Hilfe eines beliebigen der Sätze aus Nr. 366. 
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verknüpft ist. Für a — oo erhalten wir ähnliche Ungleichungen für unendliche Reihen: 
oo 1/k [k’ 
S a;b. s {Fall zart 
i=1 1 i=1 


oo 1/k ee) 1/k oo ı/k 
(Zu ron] s{Feh +12 


dabei zieht die Konvergenz der Reihen auf den rechten Seiten die der Reihen auf den linken 
Seiten nach sich. 


und 


S 3. Die Konvergenz beliebiger Reihen 


376. Allgemeine Bedingung für die Konvergenz einer Reihe. Wir wenden uns nun der 
Frage nach der Konvergenz von Reihen zu, deren Glieder beliebiges Vorzeichen 
haben. Da sich nach Definition die Konvergenz der Reihe 


$ a, = dj — 1473 + ... u. An + a (A) 


auf die Konvergenz der aus den Partialsummen von (A) gebildeten Folge 
Ay As A Aa (1) 


zurückführen läßt, kann auf diese Folge das allgemeine Konvergenzprinzip (Nr. 39) 
angewendet werden. Von den beiden Indizes n und n’, die dort auftreten, können 
wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit n’ > n annehmen und n’ = n + m setzen, 
wobei m eine beliebige natürliche Zahl ist. Berücksichtigen wir noch die Beziehung 


Aytm — 4, = An+ı + Une 4°" + Anım» 


so können wir das allgemeine‘Konvergenzprinzip in bezug auf eine Reihe folgender- 
maßen formulieren: 


Die Reihe (A) ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem & > 0 ein N derart gibt; 
daß fürn > N die Ungleichung 


lanıı + Anz +" + Anıml <E (2) 
für m = 1, 2,3, ... erfüllt ist.}) \. 


Mit anderen Worten: Die Summe beliebig vieler Glieder, denen hinreichend viele 
Glieder vorausgehen, muß beliebig klein sein. 


Setzen wir die Reihe als konvergent voraus und nehmen wir in (2) insbesondere 
m =1.an, so erhalten wir 


Inııl < € fürn > N), 
so daß a,,ı oder, was dasselbe ist, a, gegen 0 strebt; damit gelangen wir von neuem zu 


der bekannten notwendigen Bedingung für die Konvergenz einer Reihe. (vgl. 5° aus 


1) BoLzano und CavcHy formulierten das Konvergenzprinzip gerade als Bedingung für die 
Konvergenz einer unendlichen Reihe. 


18* 


276 XI. Unendliche Reihen mit konstanten Gliedern 


Nr. 364). Diese Bedingung fordert wesentlich weniger als das Konvergenzprinzip: 
Notwendig ist, daß nicht nur die weiter entfernten Glieder einzeln klein sind, sondern 
auch die Summe beliebig vieler weiter entfernter Glieder muß klein sein! In diesem 
Zusammenhang ist es lehrreich, zu der harmonischen Reihe (vgl. Nr. 365, Beispiel 1) 
und zu der für ihre Glieder geltenden Ungleichung (1*) aus Nr. 365 zurückzukehren. 
Obwohl hier das allgemeine Glied gegen 0 strebt, ist die obige Ungleichung (2) für 


= 5 und m = n für kein n erfüllt; die harmonische Reihe ist also divergent. 


Man muß jedoch erwähnen, daß die Nachprüfung, ob die angegebene allgemeine 
Bedingung für die Konvergenz einer Reihe erfüllt ist, in konkreten Fällen gewöhn- 
lich sehr schwierig ist. Deshalb untersuchen wir eine Reihe von Fällen, bei denen das 
Problem mit Hilfe einfacher Mittel gelöst werden kann. 


377. Die absolute Konvergenz. Wir sahen in $2, daß sich bei positiven Reihen die 
Konvergenz dank geeigneter Kriterien meistens leicht feststellen läßt. Deshalb begin- 
nen wir natürlich mit jenen Fällen, bei denen die Frage nach der Konvergenz einer 
Reihe auf die Frage nach der Konvergenz einer positiven Reihe führt. 

Wenn die Glieder einer Reihe nicht alle positiv sind, sondern erst von einer gewissen 
Stelle an, so läßt man hinreichend viele Anfangsglieder der Reihe fort (vgl. 1° aus 
Nr. 364) und führt so das Problem auf die Untersuchung einer positiven Reihe zurück. 
Sind die Glieder der Reihe von einer gewissen Stelle an negativ, so gelangen wir durch 
Änderung der Vorzeichen aller Glieder zu dem schon betrachteten Fall (vgl. 3° aus 
Nr. 364). Deshalb ist wesentlich neu nur der Fall, daß unter den Gliedern der Reihe 
sowohl unendlich viele positive als auch unendlich viele negative Glieder auftreten. 
Hier ist oft der folgende allgemeine Satz nützlich: 


f 
Satz. Die Glieder der Reihe (A) mögen verschiedene Vorzeichen besitzen. Konvergiert 
die Reihe 


2 ee, (A*) 


die sich aus den Absoluibeträgen der Glieder von (A) zusammensetzt, so konvergiert auch 
die gegebene Reihe. 


Beweis. Er ergibt sich sofort aus dem Konvergenzprinzip: Die Ungleichung 
[An+ı E Ant "+ An+ml S [An+ıl Tr |@n+el Ar [nm] 
zeigt, daß die Konvergenzbedingung erst recht für die Reihe (A) erfüllt ist, wenn 
sie für die Reihe (A*) gilt. 


Man kann auch anders schließen. Aus den positiven Gliedern von (A) bilden wir 
unter Beibehaltung der Reihenfolge die Reihe 


PR Eu un Sa (P) 


Ebenso verfahren wir mit den negativen Gliedern und bilden die Reihe aus ihren 
absoluten Größen: 


Zm=htart" + mt. (Q) 
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Wieviel Glieder der einen oder anderen Reihe man auch nimmt, sie befinden sich alle 
unter den Gliedern der konvergenten Reihe (A*), und für alle Partialsummen P, 
und Q, sind die Ungleichungen 


I AP, In < 4* 


erfüllt, so daß beide Reihen (P) und (Q) konvergieren (Nr. 365). Wir bezeichnen ihre 
Summen mit P bzw. Q. 

Wenn wir n Glieder der Reihe (A) betrachten, so befinden sich %k positive und m 
negative unter ihnen, so daß 


A, =Pı - On 


ist. Hierin hängen die Zahlen k und m von n ab. Sind in (A) sowohl unendlich viele 
positive als auch unendlich viele negative Glieder enthalten, so ist für n — oo 
gleichzeitig k > oo und m — oc. 

Geht man in dieser Gleichung zur Grenze über, so gelangt man aufs neue zu der 
Schlußfolgerung, daß die Reihe (A) konvergiert, wobei ihre Summe gleich 


A=P-Q (3) 


ist. Man kann sagen: Unter den obigen Voraussetzungen ist die Summe einer gegebenen 
Reihe gleich der Differenz zwischen der Summe der Reihe aus ihren positiven Gliedern 
und der Summe der Reihe aus den absoluten Größen ihrer negativen Glieder. Dies werden 
wir im folgenden benutzen. 

Konvergiert die Reihe (A) zusammen’ mit der Reihe (A*), die aus den Absolut- 
beträgen der Glieder von (A) gebildet ist, dann sagen wir, die Reihe (A) konvergiere 
absolut. Nach dem bewiesenen Satz ist für die absolute Konvergenz der Reihe (A) 
allein die Konvergenz der Reihe (A*) hinreichend. 

Wie wir weiter unten sehen werden, gibt es Fälle, bei denen die Reihe (A) konver- 
giert, die Reihe (A*) aber nicht. Dann heißt die Reihe (A) nicht-absolut (oder bedingt) . 
konvergent. | 

Zum Nachweis der absoluten Konvergenz der Reihe (A) können auf die positive 
Reihe (A*) alle in $ 2 studierten Konvergenzkriterien angewendet werden. Man muß 
jedoch mit den Divergenzkriterien vorsichtig sein: Selbst wenn die Reihe (A*) diver- 
giert, kann die Reihe (A) doch konvergieren (nicht-absolut). Ausnahmen stellen nur 
die Kriterien von CaucHy und D’ALEMBERT dar; denn wenn man mit ihrer Hilfe die 
Divergenz der Reihe (A*) feststellt, so bedeutet dies, daß das allgemeine Glied |«,| 
der Reihe (A*) nicht gegen 0 strebt ;!) damit strebt auch a, nicht gegen 0, so daß auch 
die Reihe (A) divergiert. Deshalb können die genannten Kriterien umgeschrieben und 
auf beliebige Reihen angewendet werden: Das d’Alembertsche Kriterium, welches in 
der Praxis am häufigsten benutzt wird, lautet dann: 


d’Alembertsches Kriterium. Für die Folge der Zahlen D# = (anııl existiere 
ein, bestimmter Grenzwert IQ 
D* = lim D#; 
dann ist die Reihe (A) für D* < 1 absolut konvergent, für D* > 1 divergent. 


378. Beispiele. | 

1. Man wende das d’Alembertsche Kriterium auf die Reihen (a) bis (e) aus Nr. 370, Bei- 
spiel 2, an und lasse die Forderung x > 0 fallen. Wir erhalten, daß 

(a) die Reihe für alle x absolut konvergiert; 


1) Siehe 8. 254, Fußnote 5, und S. 255, Fußnote 2. 
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(b) die Reihe für —1< x < 1 absolut konvergiert, fürz zZ1undxs —1 divergiert (für 
2 = +1 ist die notwendige Bedingung für die Konvergenz nicht erfüllt); 

(c) die Reihe für —1<x=< 1 absolut konvergiert, für <>1 und 2 < —1 divergiert; 
im Falls > 1 ist die Reihe für x = +1 ebenfalls absolut konvergent; im FallO <s s 1 diver- 
giert die Reihe offenbar für x = 1, für x = —1 bleibt diese Frage offen; 

(d) die Reihe für —e <x< e absolut konvergiert und für x =2eundzS -e divergiert 
(im Fall x = -te ist die notwendige Bedingung für die Konvergenz nicht erfüllt); 


(e) die Reihe für a <re< = absolut konvergiert, für = 2 und z<— = divergiert 
(für <= = bleibt äie Frage vorläufig offen). - - 
2.1+ 5 2 2 + —1). Hier ist 
„ll +) +) (rar) 
2| für -1<e<1W, 


SFR EIER % — E3 für 1, 
1 +.” 2 


0 für z<—loderr>1; 
damit konvergiert die gegebene Reihe absolut für alle Werte x + —1. 


n 


(0) x 
3. 2 1 er (2 = +1). Hier ist 
n= zu 
or - ot fe für -1<e<i1, 
' 1 — art] 1 für z>Ioderr< -1. 


Für x] < 1 konvergiert die Reihe absolut; für |x] > 1 gibt das d’Alembertsche Kriterium 
keine Auskunft, man kann aber sagen, daß die Reihe divergiert, denn die notwendige Be- 
dingung (a, — 0) für die Konvergenz ist nicht erfüllt. 


4. Wir betrachten nun noch einmal die hypergeometrische Reihe (Nr. 372) 


la +1) (an VABHN- Br n 
nyy Hl) Yy+n— 1) 
für beliebige «&, ß,y, x zurück (die Parameter «, ß, y sollen von O und allen negativen ganzen 
Zahlen verschieden sein). 
Verwenden wir das d’Alembertsche Kriterium in der neuen Form, so können wir uns leicht 


überzeugen, daß diese Reihe für |x| < 1 absolut konvergiert, für |x] > 1 divergiert. 
Es sei nun x = 1; da der Quotient 


F(o, ß,y,2) = 1+-), 
n=1 


| IL ER TS, Zee el Be na BE ((6,1<Z) 


An+ı N n? e 


für hinreichend große n positiv ist, haben die Glieder der Reihe von einer gewissen Stelle ab ein 
und dasselbe Vorzeichen. Wir wenden dann auf sie (oder ihre Absolutbeträge) wie früher das 
Gaußsche Kriterium an und erhalten, daß die Reihe für v„—0a—ß>0 konvergiert (selbst- 
verständlich absolut) und für y — x — B S 0 divergiert. 

Schließlich sei x = —1. Aus dem eben Gesagten ist klar, daß die Reihe aus den absoluten 
Beträgen der Glieder von F(«, ß,y, —1) für y — & — ß> 0 konvergiert, so daß die gegebene 
Reihe an diesem Fall absolut konvergiert. Für y — & — ß< —1 gilt von einer gewissen Stelle 
an 


On 


<1, ako ja,l<.lau4l; 
Ayıı 
q, strebt nicht gegen 0, die Reihe ist also divergent. Im Falle = —1und—1<s v—-a—ß=0 
bleibt die Frage nach der Konvergenz der Reihe F(«, ß, y, —1) einstweilen offen. 
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379. Die Potenzreihe und ihr Konvergenzbereich. Wir betrachten eine Potenzreihe, 
d.h. eine Reihe der Form 


SE 


an = a + Etat ae, (4) 


I 
© 


also ein. „unendliches Polynom“, das nach wachsenden Potenzen von x geordnet ist 
(@g, @1; Ga, ... sind hier konstante Koeffizienten). Wir hatten schon früher zuweilen 
mit solchen Potenzreihen zu tun (vgl. z. B. Nr. 378, Beispiel 1 (a)—(e)). 

Wir wollen nun klären, welche Form der Konvergenzbereich einer Potenzreihe hat, 
d. h., wir suchen die Menge 2 = {x} jener Werte der Veränderlichen, für welche die 
Reihe (4) konvergiert. 


Hilfssatz. Ist die Reihe (4) für einen von O verschiedenen Wert x = © konvergent, 
so konvergiert sie absolut für jedes x, das der Ungleichung |x| < |ä| genügt. 


Aus der Konvergenz der Reihe 
Zn tata te tat 
n=0 


folgt, daß ihr allgemeines Glied gegen 0 strebt (vgl. 5° aus Nr. 364) und folglich erst 
recht bezüglich n beschränkt ist (vgl. Satz 4 aus Nr. 26): 

a s<sM (n=0,1,2,...). (5) 

Wir betrachten jetzt ein beliebiges x, für welches |x| < |] gilt, und bilden die Reihe 


& lan2"] = aol + laral + aa + + lana®] +. (6) 
Wegen 
a2] = a0]. \=| sM-|— 
Hr 


(vgl. (5)) sind die Glieder der Reihe (6) kleiner als die entsprechenden Glieder der 
konvergenten geometrischen Reihe (mit dem Quotienten = <]1) 


n 


-... 


T 
T 


2 
M+M. tL..+M- 


x 
RT 


Z|+M 
% 


Auf Grund von Satz 1 aus Nr. 366 konvergiert dann die Reihe (6). In diesem Fall 
konvergiert, wie wir wissen, die Reihe (4) absolut, was zu beweisen war. 

Für x = 0 konvergiert offenbar jede Reihe (4). Es gibt jedoch Potenzreihen, die, 
abgesehen von x = 0, für keinen anderen Wert von x konvergieren. Als Beispiel für 


8 
eine derartige „überall divergente“ Reihe kann die Reihe 3, n! x" dienen, wie man mit 


n=1 
Hilfe des d’Alembertschen Kriteriums leicht zeigen kann. Solche Reihen sind für uns 
ohne Interesse. 

Wir setzen nun voraus, daß für die Reihe (4) im allgemeinen solche von 0 ver- 
schiedenen Werte 2 —=& existieren, für die (4) konvergiert, und betrachten die 
Menge {|ä]}. Diese Menge kann entweder von oben beschränkt sein oder nicht. Im 
zweiten Fall läßt sich zu jedem x notwendig ein & derart finden, daß |x] < |} ist; 
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dann ist die Reihe (4) auf Grund des Hilfssatzes für das gewählte x absolut Kon- 
vergent. Eine solche Reihe heißt überall konvergent oder beständig konvergent. 

Nun sei die Menge {]£]} von oben beschränkt; ihre obere Grenze sei R. Im Fall 
Ix| > R ist sofort klar, daß (4) für diesen Wert von x divergiert. Wir wählen nun ein x 
mit |x] < R. Nach Definition der oberen Grenze gibt es dann notwendig ein & mit 
x} < |z] < R; dies zieht jedoch auf Grund des Hilfssatzes wieder die absolute Kon- 
vergenz der Reihe (4) nach sich. ‚ | 

Im offenen Intervall (—R, R) ist also die Reihe (4) absolut konvergent; für x > R 
und x < — Rist dann die Reihe offenbar divergent. Nur über die Endpunktex = +R 
des Intervalls läßt sich im allgemeinen nichts aussagen; dort kann entweder Kon- 
vergenz oder Divergenz eintreten. Damit ist (abgesehen von x = +R) das gestellte 
‚Problem gelöst. 


Der Konvergenzbereich X einer Potenzreihe der Gestalt (4) ist, wenn diese Reihe nicht 
überall divergiert, das ganze Intervall von —R bis R (einschließlich der Endpunkte oder 
nicht); dieses Intervall kann auch unendlich sein. Im Innern des Intervalls ist die Reihe 
absolut konvergent. 


ie ’ 
Das erwähnte Intervall nennen wir das Konvergenzintervall; die Zahl R(O<R 
< -+00) heißt Konvergenzradius der Reihe. Bei den Beispielen 1(a)—(e) aus Nr. 378 
gilt, wie man leicht sieht, in den einzelnen Fällen: 


(@) R=+0; b)(OR=1; dR=&; ()R=-. 


Für eine überall divergente Reihe nimmt man R = O0 an; ihr „Konvergenzbereich“ 
reduziert sich auf den einen Punkt x =0. 


8380. Der Konvergenzradius in Abhängigkeit von den Koeffizienten. Wir beweisen nun einen 
schärferen Satz, in dem nicht nur behauptet wird, daß ein Konvergenzradius existiert, sondern 
auch die Größe des Konvergenzradius aus den Koeffizienten der Reihe (4) bestimmt wird. 
Wir betrachten die Folge 
9, = la, &=TVle), --.; 0% = Vlan|» 


Den oberen Limes dieser’Folge (der stets existiert; vgl. Nr. 42) bezeichnen wir mit o: 
o = Img, = Im Yla,. 
n—>X N->00 
Satz von CAUCHY-HADAMARD. Der Konvergenzradius der Reihe (4) ist das Reziproke des 
oberen Limes o der Folge der Zahlen o, — Ve: 
Ba 
| 0 
dabei ist R= wofüre=0undR=0Ofüre = x). 


Dieser Satz wurde von CaucaY gefunden, geriet aber in Vergessenheit; erst J. HADAMARD!) 
entdeckte ihn von neuem und wies auf wichtige Anwendungen hin. 


Beweis. FallI: o = 0. Wir zeigen, daß in diesem Fall R= +, d.h. die Reihe (4) für 
jedes x absolut konvergent ist. 


/ 
1) JACQUES HADAMARD, 1865-1963, französischer Mathematiker.. 
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Da die Folge der Yla,| aus positiven Elementen besteht, ergibt sich aus oe = 0 
lim Yie,| = 0; 
Nn->009 
die Cauchysche Zahlenfolge 


&, = Va,| - 12)" = |] - Vla,| 


strebt für n —> 00 gegen Ü bei beliebigem x. Demzufolge ist nach dem Cauchyschen Kriterium 
(Nr. 368) die aus den Absolutbeträgen der Glieder von (1) gebildete Reihe konvergent. Die 
Reihe (1) selbst ist also absolut konvergent. 
Fall II: @ = ++. Wir zeigen, daß in diesem Fall R = 0 gilt, d.h. die Reihe (1) für jedes 
x == 0 divergiert. | | 
Wegen 
e = Iim Yja,| = + 
Nn->°%9 
gibt es offenbar eine Teilfolge {n;} derart, daß 
“ 
lim Yla,,| = © 


1=>C00 


ist. Folglich kann man zu jedem x + 0 eine Zahl :, derart finden, daß für alle > :, die Un- 
gleichung 


n, PIERRE 1 
Va, > er oder ja,2”| >1 


erfüllt ist. Wir sehen, daß in diesem Fall die wichtigste notwendige Bedingung für die Kon- 
vergenz einer Reihe nicht erfüllt ist (das allgemeine Glied der Reihe strebt nicht gegen 0). Also. 
ist die Reihe (4) divergent. 
Fall III: o eine endliche positive Zahl, 0 < oe < -+oo. Wir zeigen, daß in diesem Fall R = 23 
3 | 0 
ist,.d. h., für |2] < E ist die Reihe absolut konvergent, für |x| > — divergent. Wir wählen 
O 4 


zunächst ein beliebiges x mit |x] < ax . Ferner nehmen wir ein so kleines positives &, daß die 
Ungleichung 0 : 


x] < 


1 
e re 
noch erfüllt ist. Zu diesem e läßt sich offenbar stets eine solche Zahl N, finden, daß für alle 


n>N, 
Va, <eore 


gilt (auf Grund der ersten Eigenschaft des oberen Limes einer Folge; Nr. 42). Daraus ergibt 
sich, daß die Cauchysche Zahlenfolge der folgenden Ungleichung genügt: 


en >= Vase" =|e|- Ve; <Jje]l-((+e)<1 füralen>N.. 


Nach dem Cauchyschen Kriterium ist die aus den Absolutbeträgen der Glieder von (4) ge- 
bildete Reihe konvergent; das bedeutet, die Reihe (4) selbst konvergiert absolut. 


1 r 
Wir nehmen jetzt ein beliebiges x mit |x] > z und wählen e so klein, daß 


ix] > 
0—E 


gilt. Auf Grund der zweiten Eigenschaft des oberen Limes (Nr. 42) ist für beliebig große n die 
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Ungleichung 


Val>e-e 
erfüllt, so daß 

Va>ll-e-J>i : 
gilt. Folglich ist für beliebig große n das allgemeine Glied |a,x"| der Reihe größer als 1, d.h., die 
Reihe (4) divergiert. 


381. Alternierende Reihen. Eine Reihe heißt alternierend, wenn die Glieder der Reihe 
abwechselnd positives und negatives Vorzeichen besitzen. Man schreibt eine alter- 
nierende Reihe am besten so, daß die Vorzeichen der Glieder erkennbar sind, z. B. 


a-a+3- tet Nine (m>0). (7) 
Für die alternierenden Reihen gilt der folgende einfache Satz: 


Satz von LEIBNIz. Wenn die Glieder der alternierenden Reihe () ihrem absoluten 
Betrage nach monoton abnehmen, 


Cat < On (n,>>1,2, 3:4.) (8) 
und gegen O streben, 

limc, =0, 
so ist die Reihe konvergent. 


Beweis. Die Partialsumme C,,, mit einer geraden Anzahl von Gliedern kann man 
in der Form 


Om=lı - a) + la — a) + + (Com-ı — Com) 
schreiben. Da wegen (8) jede Klammer positiv ist, wächst offenbar die Summe (,,, 
mit wachsendem m. Andererseits sieht man leicht, wenn man Ozm, auf die Form 

Om = er — (6 — 63) — *** — (Com-2 — Cam-ı) — Cam | 
bringt, daß C,, nach oben beschränkt ist: 

Gr 


Nach dem Satz über monotone Zahlenfolgen (Nr. 34) hat in diesem Fall die Partial- 
summe Ü,„ für m — oo einen endlichen Grenzwert: 


lim Os = Ü, 


M-—>70O 


Geht man zu der Partialsumme O,,_, mit einer ungeraden Anzahl von Gliedern über, 
so gilt offenbar CO, = Oym — Com. Da das allgemeine Glied gegen 0 strebt, gilt 


lm Oo = Ü. 


MO 
Daraus folgt, daß C die Summe der gegebenen Reihe ist. 


Bemerkung. Wir sahen, daß sich die Partialsummen mit einer geraden Anzahl 
von Gliedern von unien der Summe C der Reihe nähern. Schreiben wir O,m-ı In der 
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Form 
au 


Oma = -— (a — 6) — + — (Com-2 — Com-ı) » 


so erkennen wir leicht, daß die Partialsummen mit einer ungeraden Anzahl von 
Gliedern von oben gegen C streben. Deshalb gilt stets 


Om <l< Oom-1. 
Insbesondere kann man behaupten, daß 
O<U<ae 
gilt. 

Auf Grund dieser Beziehungen kann man eine höchst einfache und bequeme Ab- 
schätzung für den Rest der zu betrachtenden Reihe angeben. (Dieser Rest ist selbst 
wieder eine alternierende Reihe.) Für 

Yam  Cam+ı — Camt2 +" 2 


gilt offenbar 
0 < Yam < Om; 
umgekehrt ist 
Yım-ı <O, \Yzm-ıl < Com 
für 
Yam-ı = — Cam t Cam — "= — (Com — Om tr ). 


Deshalb hat der Rest einer Reihe vom Leibnizschen T’yp!) das Vorzeichen des ersten 
Gliedes und ist kleiner als der absolute Betrag dieses Gliedes. Dieser Umstand wird 
oft für Näherungsrechnungen mit Hilfe von Reihen ausgenutzt (vgl. Nr. 409). 


382. Beispiele. 
1. Einfache Beispiele für Reiben vom Leibnizschen Typ sind 


SAN? 1 1 1 
(a) PH (un 1 — ee ... (-1)1— + Su 
n=l n 
und 
ee 1 1, 1 004 
= 1- — —— 0 — 1)\%-1 eo 
m m-ı r 317 n—ı1T 


Die Konvergenz der beiden Reihen folgt aus dem bewiesenen Satz. e 

Die Reihen, die aus den absoluten Beträgen ihrer Glieder bestehen, divergieren jedoch. Für 
die Reihe (a) ist dies die harmonische Reihe, für die Reihe (5) ergibt sich die Reihe 

1 
2n —1 


deren Divergenz offenbar ist, da ihre n-te Partialsumme der Ungleichung 


 .., 


1 1 | 
a: 


a 1 ze | 1 
2 -—>Y = 


— H; 
1 2k—1 xoı2k 2 


1) Wir bezeichnen so jene alternierenden Reihen, die den Bedingungen des Satzes von LEIBNIZ 
genügen. 
3 
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genügt; (a) und (b) sind also erste Beispiele für nicht-absolut konvergente Reihen. (Wir werden 
später sehen, daß die Summe der ersten Reihe gleich In 2, die Summe der zweiten gleich rn/4 ist; 
vgl. Nr. 388, Beispiel 2, sowie Nr. 405 und 404). 


2. Nach dem Satz von Leisnız konvergieren die Reihen 


u N oo — 1\r-1 
Seh: Sen, EI un; 
n=1 @ „onln®n „=asrlnn(InInn) 


Wenn wir alle Glieder durch ihre absoluten Beträge ersetzen, so erhalten wir bekanntlich für 
s > 1 konvergente und für s s 1 divergente Reihen. Deshalb sind die Reihen, von denen wir 


ausgegangen sind, für s > 1 absolut konvergent und für s = 1 nicht-absolut konvergent. 
oo n 
Insbesondere kann man jetzt über die Potenzreihe $; = ‚ die wir in Nr. 370 und 378 be- 
n=1 
trachtet haben, sagen, daß sie am Endpunkt x = —1 ihres Konvergenzintervalls fürs = 1 noch 
konvergiert, jedoch nicht-absolut. | 


00 ' 
3. Wir betrachten die Reihe }’ (—1)* sin Z für beliebige x = 0. Wir können hier den Satz 
n= N 
von LEIBNITZ nicht auf die Reihe selbst, jedoch auf einen gewissen Rest anwenden. Für ein hin- 
reichend großes n besitzt sin dasselbe Vorzeichen wie x, und sein absoluter Betrag nimmt 
n 


mit wachsendem r ab. Somit konvergiert die Reihe (und zwar nicht-absolut; vgl. Nr. 367, 
Beispiel 8(c)). 


4. Um zu zeigen, daß im Satz von Leisnız die Forderung nach dem monotonen Abnehmen 
der Zahlen c, nicht überflüssig ist, betrachten wir die alternierende Reihe 


1 1 1 1 1 1 
- ——-+ - ——— +. 4 — + +, 
Rr-ı R%R+ı B-ı P%Briı In-1 Yn-+1 


deren allgemeines Glied gegen 0 strebt. Die Summe ihrer ersten 2r Glieder ist gleich 


n+1 1 a 1 n+1 2 
2 | 2 = 2H, \ 


k=2 w-ı Yrı Kak—1 


und strebt mit n gegen oo, d. h., die Reihe divergiert. Man kann leicht nachprüfen, daß beim 


Übergang von dem Glied — 2. zu dem Glied BER. ONE die Monotonie jedesmal ge- 


stört ist. n +1 n+1—1 
Dem gleichen Zweck kann auch die divergente Reihe 


oo — 17-1 1 
(er) 
n=1 Yn N 
dienen. Wir überlassen es dem Leser, sich davon zu überzeugen. 

5. Die letzte Reihe gibt Anlaß zu der folgenden Bemerkung. Wenn man die Reihe mit der 


© (__1\n-1 

konvergenten Reihe ee vergleicht, so bemerkt man, daß der Quotient der all- 
n=1 N 

gemeinen Glieder gegen 1 strebt. Deshalb hat der Satz 2 aus Nr. 366 in der Theorie der Reihen 

mit beliebigem Vorzeichen kein Analogon. 


6. Wenn man mit divergenten Reihen formal wie mit endlichen Summen rechnet, so kann 
dies zu Widersprüchen führen. Ein Beispiel dafür ist 
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Führt man dieselbe Umformung bei der konvergenten Reihe 
1 1 1 
pei-Zt5-zt e>0) 


durch, so ergibt sich 
mit 


Für s <’ 1 (in diesem Fall divergiert die letzte Reihe!) erhält man den Widerspruch p < 0 (vgl. 
die Bemerkung aus Nr. 381). Für s > 1 hat man es mit konvergenten Reihen zu tun, und man 
erhält ein richtiges Resultat. 


383. Die Abelsche partielle Summation. Oft hat man es mit Reihen zu tun, deren Glie- 
der aus dem Produkt zweier Größen bestehen und deren Partialsummen die Gestalt 


N =2 ß; = oıßı + aoßa + + AmPm (9) 


haben. In vielen Fällen erweist sich dabei die folgende elementare, nach N. H. ABEL 
benannte Transformation als zweckmäßig. | 
Wir führen die Summen 


B=f, B=ht+tß B=ehtßthe--, 
ba =Pıt Pet + Pu 


ein. Drücken wir die Faktoren ß; durch diese Summen aus, 


ßı = BD, Pa =B, — DB, Pa =B, — B,,...; Bm — bn = m-1> 
' 
so können wır S in der Form 


S = a,Bı + aglB, — B,) +0(B;, —- B)+ "+ KAm(Dm — Bm-1) 
schreiben. Lassen wir die Klammern fort und ordnen wir die Glieder anders an, so er- 
halten wir schließlich die Formel 


= 2 ip: = (&ı — 05) Bı + (a — 03) b, c= + (fm &%m) Dm-ı + &m Pin 
i=1 


m-l ‚ 
= PR (a; — %41) Di + &mDm-') (10) 


ı=1 


(Wenn man sie auf die Gestalt 


m mi 
Y o;ß; = &mBm — & (arı — a) BD; 
ei 


i=1 
bringt, so sieht man, daß sie der Formel für die partielle Integration in der Integral- 
rechnung analog ist. Das Differential ist hier durch eine Differenz, das Integral durch 
eine Summe ersetzt.) 


1) Im Grunde.genommen haben wir schon eine ähnliche Transformation beim Beweis des 
zweiten Mittelwertsatzes der Integralrechnung benutzt. 
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Stützen wir uns auf die Formel (10), so können wir die folgende Abschätzung für 
Summen der betrachteten Art herleiten. 


Hilfssatz. Wenn die Faktoren «&; nicht zunehmen (oder nicht abnehmen) und die ab- 
soluten Beträge aller Summen B; nicht größer als eine Zahl L sind, 


B|sL (G=12,...,m), 
so gilt 


<SL-(al +2 lan|)- 


A] = £ P; 
Da nämlich in (10) alle Differenzen dasselbe Vorzeichen besitzen, gilt 
m—l 
De 2, Io; — &l Z + laml 2 


= L(laı — &n| + lan) S Zlloıl + 2 lom])- 


Wenn die Faktoren «; nicht zunehmen und positiv sind, dann sieht man leicht, daß 
man die Abschätzung vereinfachen kann: 


m 


2 iß, 


= 


IS] = <L-a.. (11) 


Diese Abschätzungen werden wir später mehrmals benutzen. Jetzt verwenden wir 
sie zur Einführung von Konvergenzkriterien, die allgemeiner sind als das oben 
angegebene Leibnizsche Kriterium. 


384. Die Kriterien von Abel und Dirichlet. Wir betrachten die Reihe 


8 


Andn = ab, +, + + tab, -, (W) 


n 


wobei {a,} und {b,} zwei reelle Zahlenfolgen sind. 
Die folgenden Voraussetzungen über jede einzelne von ihnen sichern die Konver- 
genz dieser Reihe. 


‚Abelsches Kriterium. Wenn die Reihe 


Pu ul Su 2 3r ala 1 0 (B) 
= 
konvergiert und die Zahlen a, eine monotone und beschränkte Folge bilden, 
la,|SK Nn==1;,2,3,:2)); 
so ist die Reihe (W) konvergent. 


BEE IREEEN Kriterium. Wenn alle Partialsummen der Reihe (B) beschränkt 
sind,!) 


BI<M (mn=133,...), 


x 
!) Diese Forderung ist nicht so scharf wie die Forderung nach der Konvergenz von (B). 
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N 


und die aus den Zahlen a, gebildete monotone Zahlenfolge eine N ullfolge ist, 
lma, =0, 
so ist die Reihe (W) konvergent. 


Zum Beweis der Konvergenz der Reihe (W) greifen. wir in beiden Fällen auf das 
Konvergenzprinzip (Nr. 376) zurück. Wir betrachten dazu die Summe 


n+-m m 
> a,b; = 2 Antidn+is 
k=n-+i1 i=1 


setzen wir &; = Qu ß; = b,,,, dann hat sie die Form (9). Wir wollen versuchen, diese 
Summe mit Hilfe des Satzes aus Nr. 383 abzuschätzen. Nach den Voraussetzungen 
des Abelschen Kriteriums gibt es zu einem gegebenen & > 0 eine solche Zahl N, daß 
für allen > N und beliebiges p die Ungleichung 


[Onrı .= Ön+2 u Öa4p! <e 
erfüllt ist (Konvergenzprinzip). Folglich können wir für das in dem Hilfssatz auf- 
tretende L die Zahl e verwenden. Es ergibt sich also fürn > N undm =1,2,3, ... 


n+m 


2; ö a,b; 


=n-+ 


damit ist die Konvergenz der Reihe (W) bewiesen. | 
Nach den Voraussetzungen des Dirichletschen Kriteriums können wir zu einem ge- 
gebenen e > 0 eine Zahl N finden derart, daß für allen > N 


la,| < & 
gilt. Außerdem ist offenbar 
\d.+1 r Du+2 + 2: + Du+p] == Darp Bu B,| Ss 2M, 


und wir können im Hilfssatz L = 2M setzen. Dann ist füralen > Nundm =1,2, 
Ba 


SE (Arrıl + 2 anıml) S3K €; 


n+m 
5 2 dr <2M - (al + 2 auım| S 6M - €; 


damit ist die Konvergenz der Reihe (W) bewiesen. 


Bemerkung. Das Abelsche Kriterium folgt aus dem Dirichletschen. Aus den 
Abelschen Voraussetzungen ergibt sich nämlich, daß die a, den endlichen Grenzwert a 
besitzen. Wenn man nun die Reihe (W) als Summe von zwei Reihen schreibt, 


>’ (,-abta)b, 
'n=1 n=1 


dann konvergiert die zweite Reihe nach Voraussetzung, und auf der erste wendet man 
das Dirichletsche Kriterium an. 


385. Beispiele. 
1. Bilden die a, eine monotone Nullfolge und ist b, = (—1)""!, so sind die Bedingungen des 
Dirichletschen Kriteriums offenbar erfüllt. Folglich ist die Reihe 
E2 a 
FAN, =, te Hl tat 


n=1l 
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konvergent. Damit erweist sich der Leibnizsche Satz als Spezialfall des Dirichletschen 
Satzes. 
3. Unter derselben Voraussetzung bezüglich der @, betrachten wir die Reihen (x beliebig) 


00 0,0) 
SD a„sinnz, da, cosne. 
n=1 n=1 


Setzen wir in den Identitäten (1) und (2) aus Nr. 307 jetzta = O0 undh = z, so erhalten wir 
unter der Voraussetzung x # 2kr (k=0, +1, 42, ...) die Beziehungen 


n 
N sn = —— m, 


008 2 — cos (+ 3)® 


- 2 sin 2 x 
2 
sin (r == z)® — a 
a i 2 2 
L cosle = Gew GeEzE 
rn, 2sin—x 
2 
Also sind, sobald & = 2kr ist, für jedes n die absoluten Beträge der beiden Summen kleiner 
als die Zahl ee . 2 
sin — 
1 


Nach dem Dirichletschen Kriterium konvergieren also beide Reihen für beliebige Werte 
von x, ausgenommen x = 2kr. Übrigens konvergiert die erste Reihe auch für x = 2kr, da 
dann alle Glieder verschwinden. 

Insbesondere konvergieren z. B. die Reihen 


5 DONE 5 (1+5 ERS REN nn bus na 
n=1 NR n=1 


3. Von großem Interesse sind Reihen der Form 


y 2 (12) 


an 
wobei {a} eine beliebige Folge reeller Zahlen ist; man nennt sie Dirichletsche Reihen. 
Für sie kann man einen Satz beweisen, der eine gewisse Ähnlichkeit mit dem Hilfssatz über 
Potenzreihen (Nr. 379) besitzt: | 
Ist die Reihe (12) für ein gewisses © = Z konvergent, so konvergiert sie auch für alex > 7. 


Dies folgt sofort aus dem Satz von ABEL, da sich für x > 7 die Reihe (12) aus der konver- 
genten Reihe 


Ms 


n=1n? 


ergibt, wenn man deren Glieder mit dem monoton abnehmenden positiven Faktor — 
(n = 1,2,3, ...) multipliziert. na 


Es existieren Reihen der Form (12), die a konvergent‘ sind, z.B. 5 L- Ei und 
n n=1 
Reihen, die „überall divergent‘“ sind, z.B. y Fe Schließt man diese Fälle aus, so kann man 
n=1 Y/} 
mit Hilfe der angegebenen Sätze leicht die Existenz einer r endlichen Konvergenzabszisse A nach- 
weisen, so daß die Reihe (12) ur x A 4 konvergiert und für <A A divergiert, Beispielsweise ist 


offenbar A = 1 für die Reihe 5 — und A = 0 für die Reihe ve, ee ie ._ . Man kann für 
n=1N n=1 
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„überall konvergente“ Reihen A = —oo und für „überall divergente“ Reihen A = +oo an- 
nehmen. 

Der Leser erkennt leicht die Ähnlichkeit mit Potenzreihen: In beiden Fällen ist der Kon- 
vergenzbereich ein ganzes Intervall. Manche Eigenschaften weichen jedoch ab, z. B.: Der Be- 
reich der absoluten Konvergenz braucht hier nicht mit dem gewöhnlichen Konvergenzbereich 


i : . oo (__1\r-1 
übereinzustimmen. So haben wir eben gezeigt, daß die Reihe 5 an für x > 0 konver- 
7 


giert, aber absolut konvergiert sie nur für x > 1. n=1 i 
4. Mit der Dirichletschen Reihe (12) vergleichen wir die Fakultätenreihe 
> n!a, 


Dean. cc 13 
Een 2 
mit denselben Koeffizienten a,. Dabei müssen wir natürlich x #0, —1, —2,.... annehmen. 
Unter diesen Einschränkungen gilt der Satz von E. Lanpau!): Die Reihen (12) und (13) kon- 
vergieren für ein und dieselben Werte von x. 


Die Reihe (13) ergibt sich aus der Dirichletschen Reihe (12), indem man deren Glieder mit 
dem Faktor 


n!n® 
z(e +1). (c+n 


multipliziert. Für hinreichend große Werte von n ändert dieser Faktor sein Vorzeichen nicht. 
Außerdem ändert er sich noch von einer gewissen Stelle ab monoton. 
Das Verhältnis des (n + 1)-ten Faktors zum n-ten Faktor lautet nämlich 


nf) (64 


N 
z+1 
N 


(n=1,2,3, ...) (14) 


cst-n-+1 


7 
nun ist (vgl. Nr. 125, Beispiel 4) 


| + | 
(1+-) Rn ee 1 


2n? n? 
und analog 
ı 2 
1+ —— | 


daraus folgt 


14 +1 2 
N 

Die letzte Formel besagt schließlich für hinreichend große n, daß für («+ 1)x> 0 das er- 
wähnte Verhältnis größer als 1, für (ce + 1) x < 0 kleiner als 1 ist. | 

Bei dem Nachweis, daß die Faktoren (14) beschränkt sind, berufen wir uns darauf, daB (wie 
wir in Nr. 402, Beispiel 10, zeigen werden) der Ausdruck (14) fürn > © einen endlichen Grenz- 
wert besitzt. Nach dem Abelschen Kriterium zieht also die Konvergenz von (12) die Konvergenz 
von (13) nach sich. 

Da der genannte Grenzwert (wie wir sehen werden) stets von 0 verschieden ist, können wir 
ähnliche Schlußfolgerungen auf den reziproken Wert von (14) anwenden. Nach demselben Datz 
folgt also aus der Konvergenz von (13) die von (12). Damit ist der Satz bewiesen. 


(1 + y" 

n 1 

u 1 EEE rl). 
N N 


1) EoMmunD LanvaAv, 1877—1938, deutscher Mathematiker. 
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5. Ähnliche Beziehungen kann man zwischen der nach J. H. LAMBERT!) benannten Reihe 


oo gr 
ze 1 — x” (15) 
und der Potenzreihe (Nr. 379) 
oo 
2 Ant" (16) 


n=1l 


mit denselben Koeffizienten a, herstellen (die Werte x = +1 sind natürlich ausgeschlossen). 


Genauer gesagt; 
Ist die Reihe 


za, (A) 


konvergent, so konvergiert die Lambertsche Reihe (15) für alle Werte von x; anderenfalls konver- 
giert sie für diejenigen Werte von x, für die die Potenzreihe (16) konvergiert (K. Knopr?)). 


(4) Zunächst sei die Reihe (A) divergent, so daß der Konvergenzradius R von (A) höchstens 
gleich 1 ist.) Wir zeigen, daß für [x] < 1 die Reihen (15) und (16) das gleiche. Verhalten zeigen. 

Wenn die Reihe (15) konvergiert, so konvergiert auch die Reihe, die sich durch Multiplikation 
der Glieder von (15) mit x” ergibt, und folglich auch die Reihe (16), die gleich der Differenz 
beider Reihen ist (vgl. 4° aus Nr. 364): 


SEE a" a, 
DA rer Ida a 
Wir setzen nun voraus,'die Reihe (16) konvergiere. Dann konvergiert nach dem Abelschen 
Kriterium auch die Reihe, die sich durch Multiplikation der Glieder von (16) mit dem monoton 


abnehmenden Faktor an ergibt: 
1— a" 


00 gr 
;» undebenso auch Ja," ——— . 
27 
n=1 i —XcT 


00 
L An" 
n=1 


er a 


Folglich konvergiert auch die Reihe (15), die gleich der Summe dieser Reihen ist.(vgl. 4° aus 
Nr. 364): 


n=1 


gr es {4 Ya 
Phurrer u 1 Waalrrer a rear | 


Für |x]| > 1 ist die Reihe (16) bekanntlich divergent. Wir behaupten, daß für diese Werte von 
x auch die Reihe (15) divergiert. Anderenfalls würde aus der Konvergenz der Reihe 


— 


00 gr eo) 1 
a — — m — 
2 u 1 _ 1 2 9n 1 BR 4: ” 
Hrn 


1) JoHANN HEINRICH LAMBERT, 1728— 1777, deutscher Mathematiker. 
2) KonkApD Knopp, 1882— 1957, Bauen Mathematiker. 


3) wen eine beliebige Reihe, etwa 5 b„, konvergiert, so bedeutet dies, daß die Potenzreihe 
n=1 
5 b„x* für x = 1 konvergiert; damit konvergiert nach dem Satz aus Nr. 379 diese Reihe erst 
n=1 
recht für jedes x mit || < 1. Diesen Umstand werden wir bei unseren Überlegungen noch 
zweimal verwenden. 
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die der Reihen 


| ) y ), 
x oo 00 1 ( ) 

— l— I 1.22 I 

T x x 


folgen (vgl. 4° aus Nr. 364), was der Voraussetzung widerspricht. 
(b) Wenn die Reihe (A) konvergiert (so daß R > 1 ist), so konvergiert für |x| < 1 die Reihe 
(16), und die Konvergenz von (15) wird wie oben bewiesen. Es bleibt zu zeigen, daß (15) auch 


für |x] > 1 konvergiert. Dies ist tatsächlich der Fall: Da -| < List und die Reihe 
x 
) 
2 Be 
x 
PL errang 


n ’ 
De 
An 


wie erwähnt, konvergiert, ist folglich auch die Reihe 


konvergent (vgl. 4° aus Nr. 364). 


6. Zum Schluß leiten wir als Beispiel für die unmittelbare Anwendung der Abelschen par- 
tiellen Summation (10) die Identität 


00 oo 
La, = (1— x) & A," 
n=1 n—1 
mit 
A, Zu FT. +" +09 (n=0,1,2,...) 

her. Dabei wird |x| nicht nur kleiner als der Konvergenzradius R der ersten Reihe, sondern 
auch kleiner als 1 vorausgesetzt. 

Aus der Beziehung 


n n—1 
Ya 3 Alt — at) + A,a0r 
i=0 i=0 
folgt für n — oo die behauptete Identität, sobald bewiesen ist, daß A,„x" gegen 0 strebt. Dazu 
wählen wir eine Zahl r, die den Bedingungen 

a|l<r<RK, r#1 
genügt. Dann ist |a;| rt Ss L (für = 0,1,2,...) und 

1 1 1 L [le}\” Lr 
n — L-_L.. 1]. ll — I) — — lel®. 
AaisLli+ tt +5) ie war! ) er 


r 


Der ganz rechte Ausdruck strebt unter den obigen Voraussetzungen gegen 0. 


8 4. Eigenschailten konvergenter Reihen 

386. Das Assoziativgesetz. Der Begriff der Summe einer unendlichen Reihe ist 
wesentlich verschieden von dem Begriff der Summe endlich vieler Summanden (wie er 
in der Arithmetik und Algebra betrachtet wird), da er einen Grenzübergang ein- 
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schließt. Wenn sich auch einige Eigenschaften der gewöhnlichen Summen auf Sum- 
men unendlicher Reihen übertragen lassen, so ist dies doch im allgemeinen nur der 
Fall, wenn gewisse Bedingungen erfüllt sind, die untersucht werden müssen. In 
manchen Fällen werden die gewohnten Eigenschaften der Summen verletzt, so daß 
man im allgemeinen bei dieser Frage sorgfältig vorgehen muß. 

Wir betrachten die konvergente Reihe 


n=h tn tr tur (A) 


SE 


1 
und fassen ihre Glieder zu beliebigen Gruppen zusammen, ohne die Anordnung der 
Glieder zu ändern: 


+ .. On,» An+1 + En Fo er Any+ı ne U ..o. 


n 


Dabei ist {n;} eine aus’ der Folge der natürlichen Zahlen ausgewählte Teilfolge von In- 
dizes. ö 


Satz. Die aus diesen Summen gebildete Reihe 


(aı + a 7 Qn,) 1 (Anı+ı + oe r 4n,) + a + (Anyırı ne + An,) + 222 (A) 


konvergiert stets und hat dieselbe Summe wie die Reihe (A). 
Mit anderen Worten: Für konvergente Reihen gilt das :Assoziativgesetz, d. h., man 
darf Klammern setzen. 


Beweis. Die Folge 
AA Arsen 
der Partialsummen von (A) ist nichts anderes als die Teilfolge 
AA An 


der Partialsummen von (A). Damit (Nr. 40) ist die Behauptung bewiesen. 

Wir sehen zunächst völlige Übereinstimmung mit gewöhnlichen Summen. Diese 
Analogie wird aber gestört, wenn wir versuchen, dieses Verfahren in umgekehrter 
Richtung anzuwenden. Ist nämlich eine konvergente Reihe (A) gegeben, in der jedes 
einzelne Glied aus endlich vielen Summanden besteht, so erhalten wir durch Fort- 
lassen der Klammern eine neue Reihe (A), die sich als divergent erweisen kann. 

Einfache Beispiele dafür sind die Reihen 


1-)+il-D)+1-9)+r- =0 +0 +0 =. —=0 
und 
el hde-lNes else 


die offenbar konvergieren, während die durch Fortlassen der Klammern aus ihnen 
entstehende Reihe 


1-1+1—-1+1-1+-- 


divergiert. _ 
Aus dem oben Gesagten folgt: Wenn man durch Forilassen der Klammern in (A) 
eine konvergente heihe (A) erhält, so stimmt deren Summe mit der Summe von (A) überein. 


/ 
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Unter gewissen Bedingungen kann man von vornherein garantieren, daß die Reihe 
(A) konvergiert. Der einfachste Fall ist der, daß bei allen Summanden von (A) sämt- 
liche Glieder in einer Klammer das gleiche Vorzeichen haben.) 

Da sich nämlich bei Änderung von rn zwischen n,_, und n, die Partialsumme A, 
monoton ändert, liegt sie zwischen A,, , = A-ı und A,, = 4,- Für ein hinreichend 
großes k unterscheiden sich diese letzten Summen beliebig wenig von der Summe Ä 
der Reihe (A). Folglich gilt dies auch bei hinreichend großem » für die Summe 4,; 
also strebt A, — A. 

Diese Bemerkung werden wir im folgenden mehrmals verwenden. 


Wir betrachten nun das folgende Beispiel: Man weise die Konvergenz der Reihe 


© (—1)[Vr] 

> (1) 
nach.?) Hier sind die ersten drei Glieder negativ, die nächsten fünf positiv usw. Wenn wir jede 
solche Gruppe von Gliedern eines Vorzeichens vereinigen, so erbalten wir die alternieren 
Reihe 


> 1 1 1 
— 111 — REN OB SSENELEN SRSHENESGEREER iR 1 

ER re ee 1 

Nun gilt, wie man leicht beweisen kann, die Ungleichung 
k k+1 
2 0241 1 1 1 2 

— —— ... —— ... —— =; 

k+1 ee 'RIıT Fest Ra 
denn z. B. ist die Summe der ersten %k Glieder kleiner als k - — rn und die Summe der letzten 

ERERNAER 

k + 1 Glieder kleiner als (k + 1) Br 2 die ganze Summe ist also tatsächlich kleiner 


B+k k 
als — . Hieraus schließen wir, daß die Glieder der Reihe (1) gegen 0 streben, da ihre Absolut- 


beträge monoton abnehmen. Damit ist nach dem Satz von Leısnız die Reihe (1) und auf 
Grund der obigen Bemerkung folglich auch die gegebene Reihe konvergent. 


387. Die Umordnungseigenschaft absolut konvergenter Reihen. Gegeben sei die kon- 
vergente Reihe (A) mit der Summe A. Durch willkürliche Umordnung ihrer Glieder 
erhalten wir eine neue Reihe 


Zusatatetagte. (A) 


Jedes Glied a}, dieser Reihe ist mit einem bestimmten Glied a,, der Reihe (A) iden- 
tisch.?) | 

Es ergibt sich die Frage, ob die Reihe (A’) konvergiert und ob bei Konvergenz ihre 
Summe mit der Summe von (A) übereinstimmt. Bei der Untersuchung dieser Fragen 
muß man, wie wir sehen werden, scharf zwischen absolut und nicht-absolut (bedingt) 
konvergenten Reihen unterscheiden. 


1) Dieses Vorzeichen kann von Klammer zu Klammer wechseln. 
2) Hier bedeutet [x] wie üblich die größte Zahl, die höchstens gleich x ist. — Anm. d. Red. 
3) Dabei erzeugt die Folge {n;} ohne Lücken und Wiederholungen (bis auf die Reihenfolge) die, 


natürlichen Zahlen. 
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Satz. Wenn die Reihe (A) absolut konvergiert, so ist auch die aus ihr durch Um- 
ordnung der Glieder hervorgegangene Reihe (A’) konvergent und hat dieselbe Summe A 
wie die Ausgangsreihe: 

Mit anderen Worten: Absolut konvergente Reihen darf man umordnen. 

Beweis. (a) Wir führen den Beweis in zwei Schritten. Wir setzen zunächst voraus, 
daß die Reihe (A) positiv sei, und betrachten eine beliebige Partialsumme A, der 
Reihe (A’). Wegen { 


_ (4 Ben 
A, = Ay,» Go = On, ...9$ O7 In: 


ist für ein n’, das größer als jede der Zahlen n,, ns, ..., 2, ist, offenbar A, < A, und 
folglich erst recht 


A,SA. 
In diesem Fall ist die Reihe (A’) konvergent (Nr. 365) und ihre Summe A’ nicht größer 
als A: 

A'SA. 


Nun ergibt sich aber auch die Reihe (A) aus (A’) durch Umordnung der Glieder: 
deshalb ist analog 


ASA. 
Durch Vergleich der beiden Resultate gelangt man zu der geforderten Gleichung 
A’ =4. 


(b) Es sei nun (A) eine beliebige absolut konvergente Reihe. Da die konvergente 
positive Reihe 


z | = alt lat ++, (A*) 


wie bewiesen, bei jeder Umordnung der Glieder konvergiert, bleibt auf Grund des 
Datzes aus Nr. 377 auch nach Umordnung die (absolute) Konvergenz der Reihe (A) 
erhalten. 

Wir sahen ferner in Nr. 377, daß sich bei der absoluten Konvergenz der Reihe (A) 
ihre Summe durch 


A=P-—-Q 
ausdrücken läßt, wobei P und Q die Summen der positiven Reihen 
2 Pr (P) 
k=1 
bzw.. 
ER wo 


sind, die sich aus den positiven Gliedern bzw. aus den absoluten Beträgen der nega- 
tiven Glieder von (A) zusammensetzen. 

Die Umordnung der Glieder in (A) ruft nun eine Umordnung der Glieder in diesen 
beiden Reihen hervor, die sich (wie bewiesen) aber nicht auf die Summen P und Q 
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auswirkt: Folglich bleibt auch die Summe der Reihe (A) ungeändert, was zu beweisen 
war. 


388. Nicht-absolut konvergente Reihen. Wir wenden uns nun der Untersuchung nicht- 
absolut konvergenter Reihen zu und behaupten, daß sie die Umordnungseigenschaft 
nicht besitzen: Bei jeder nicht-absolut konvergenten Reihe kann man durch Umordnen 
ihrer Glieder die Summe verändern oder sogar die Konvergenz verletzen. 

Wir setzen voraus, daß die Reihe nicht-absolut konvergiert. Aus der Konvergenz 


folgt lim a, = 0 (vgl. 5° aus Nr. 364). Die in Nr. 387 erwähnten Reihen (P) und (Q) 
divergieren aber in diesem Fall, obgleich offenbar 


- %=0 und limg„ =0 (2) 
>00 M—>00 
gilt. 

Es gelten nämlich, wenn unter den ersten n-Gliedern der Reihe (A) k positiveund m 
negative Glieder auftreten, die Gleichungen 


An = Pr — Oms AR =Pr+ Onm- (3) 


Wir betonen, daß eine der drei Zahlen n, k, m beliebig gewählt werden kann, daß aber 
die anderen beiden zu ihr passen müssen. Aus der Konvergenz einer der Reihen (P) 
und (Q) würde, wegen der ersten Gleichung (3), notwendig die Konvergenz der zweiten 
Reihe folgen, und aus der Konvergenz beider würde sich, wegen der zweiten Gleichung 
(3), die Konvergenz der Reihe (A*), d. h. die absolute Konvergenz, ergeben, entgegen 
unserer Voraussetzung. 

Wir beweisen nun den folgenden bedeutenden Satz, der von B. RIEMANN stammt: 


Umordnungssatz von RıEMAnn. Wenn die Reihe (A) nicht-absolut konvergiert, 
so können für jede vorgegebene Zahl B (endlich oder gleich oo) die Glieder dieser Reihe so 
umgeordnet werden, daß die Summe der umgeordneten Reihe genau gleich B ist. 


Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, daß B endlich ist, und bemerken, daß 
(wegen 1° aus Nr. 364) aus der Divergenz der Reihen (P) und (@) die Divergenz aller 
ihrer Reste folgt, so daß man in jeder dieser Reihen von einer beliebigen Stelle an so 


viel Glieder zusammenfassen kann, daß ihre Summe größer wird als jede beliebige 
Zahl. 

Auf Grund dieser Bemerkung ordnen wir die Glieder von (A) folgendermaßen um. 
Zuerst nehmen wir so viel positive Glieder von (A) — in der Reihenfolge, in der siein 
(A) angeordnet sind —, daß ihre Summe größer wird als die Zahl 2: 


PpTtmMmt-+m>B: 


Danach addieren wir so viel negative Glieder dazu — in der Reihenfolge, in dersiein 
(A) angeordnet sind —, daß die gemeinsame Summe kleiner als B wird: 


pP+nr+"+mM-h-R—""—- m<B. 


Dann bringen wir wieder so viel positive Glieder (aus den übriggebliebenen) in der 
gegebenen Anordnung an, daß 


Pt tm" mt Pet" +9 > DB 


ist. Danach sammeln wir wieder so viel negative Glieder, daß 


Yyıt "+ hu" — Im t Para #4 Pr — Im — Im <B 
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eilt usw. Diesen Prozeß setzen wir in Gedanken bis ins Unendliche fort. Offenbar er- 
hält jedes Glied der Reihe (A) unter Berücksichtigung seines Vorzeichens einen be- 
stimmten Platz. Wenn man jedesmal beim Addieren der Glieder p; oder g; ihre Anzahl 
nicht größer wählt, als unbedingt zur Realisierung der geforderten Ungleichung not- 
wendig ist, dann ist die Abweichung von der Zahl B nach der einen oder der anderen 
Seite dem absoluten Betrag nach nicht größer als das letzte aufgeschriebene Glied. 
Dann folgt aber mit (2), daß die Reihe 


(Ppı tt + Pu.) ((ı +. + Imı) +. 
++ (Pet + Pr) — Imrrı + + Im) + 


die Summe B besitzt. Auf Grund der Bemerkung aus Nr. 386 gilt dies auch dann, 
wenn man die Klammern fortläßt. 

Ist B= x, so kann man etwa, indem man eine gegen oo strebende Folge von 
Zahlen B; nimmt, die positiven Glieder so anordnen, daß ihre Summen nacheinander 
größer als B,, Ba, B,,... werden, und die negativen Glieder einzeln nach jeder 
Gruppe positiver Glieder anbringen. Auf diese Weise erhält man offenbar eine Reihe, 
deren Summe gleich oo ist. Analog kann man auch eine Reihe mit der Summe —oo 
erhalten.) 

Das erhaltene Resultat unterstreicht die Tatsache, daß die nicht-absolute Konver- 
genz nur durch die gegenseitige Aufhebung der positiven und der negativen Glieder 
bewirkt wird und deshalb wesentlich von der Reihenfolge der Glieder abhängt, während 
die absolute Konvergenz nur darauf beruht, wie schnell die Glieder abnehmen, aber 
von ihrer Reihenfolge unabhängig ist. 


Beispiele. 
1. Wir betrachten die als nicht-absolut konvergent bekannte Reihe 
1 1 1 1 1 
Ver ee u ee 4 
2 = 3 4 en 2k—1 2 e “ 


deren Summe, wie sich leicht zeigen läßt (vgl. das folgende Beispiel 2), gleich In 2 ist. Wir 
ordnen die Glieder von (4) so um, daß auf ein positives Glied zwei negative Glieder folgen: 


1 1 1 1 i 1 1 1 
1 Re RD EETERPERER Emm sum GE (oinmnmn  GREEE ».. a (Vateee Guess  SHRENEETEEN .... 5 
a aa ati na mt rn 


Wir behaupten, daß die Summe der Reihe (5) halb so groß ist wie die Summe der Reihe (4). 
Zum Beweis betrachten wir die Partialsummen A, und A} von (4) bzw. (5). Für sie gilt 


4' ur —— m im u u | Oo en 
im i i 1 
5 . (5 =] u = 


so daß A; gegen — In 2 strebt. Da-auch 


1 


[4 1 ’ 
Azm-ı = Am + m md Ama = Am FI 


ARHERSTESHREN 
1) Der Leser überlegt leicht, wie die Glieder der gegebenen Reihe anzuordnen sind, damit eine 


Partialsumme der umgeordneten Reihe als lim inf bzw. lim sup zwei vorgegebene Zahlen 
Bund C >’B hat. 
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1 
gegen denselben Grenzwert — In 2 streben, konvergiert die Reihe (5) und hat als Summe eben 
diese Zahl. 2 


2. Ein allgemeineres Resultat kann man erhalten, wenn man von der Formel für die Partial- 
summen MH, der harmonischen Reihe ausgeht (vgl. Nr. 367, Formel (4)), 


1 1 
1 1 Tyre+tzebntleHm 


wobei € die Eulersche Konstante und y, eine unendlich kleine Größe ist. Hieraus folgt sofort 


1 1 1 1 1 1 1 
rar giäingamtctZrim 
RN KK —1 3-5 =-h2+ hk+nltyan Zr 


Wir ordnen jetzt die Glieder der Reihe (4) so an, daß am Anfang p positive und g negative 
Glieder, dann wieder p positive und g negative Glieder usw. stehen. Um die Summe der Reihe 


1 1 1 1 
I N ENT: IC BHRROEHERER.. AR ER RE DEN 
a Per 2 pi" 
1 i 
g- (6) 


pl 442 


bestimmen zu können, ist es zweckmäßiger, die Glieder zu Gruppen mit p oder q Gliedern 
zusammenzufassen. Die Partialsumme A,, der so erhaltenen Reihe ist gleich 


\ ( v2) +0, (&,>0) 


und strebt gegen den Grenzwert In ( zZ ; gegen den gleichen Grenzwert strebt auch die 


Summe A,,-ı. Also hat auf Grund der Bemerkung aus Nr. 386 auch die Reihe (6) diesen Grenz- 
wert als Summe. 
Insbesondere ergibt sich für die Reihe (4) dieSumme In2(p =g = 1), für die Reihe (5) wie 


in Beispiel 1, die Summe - In2(p=1,qg = 2). Analog folgt 
1 1 1 1 1 3 
1 — _. - L— Lo 2..-.—lIı2 =2,9=1), 
+ 2 517577 v® 5 n (p q )> 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1—-— — —- - - — 1 _ — _ — _ — — —a) 
2 4 6 173 10 12 14 163 
(p=1,9=4) 


usw. 

Wenn wir die .Anzahl der positiven und negativen Glieder noch von Gruppe zu Gruppe 
ändern, so können wir leicht eine Gesetzmäßigkeit dafür finden, daß die umgeordnete Reihe 
eine beliebig vorgegebene Summe besitzt. Wir überlassen es dem Leser, sich davon zu über- 
zeugen. 


389. Die Multiplikation von Reihen. Von der gliedweisen Addition (oder Subtraktion) 

zweier konvergenter Reihen und der gliedweisen Multiplikation einer konvergenten 

Reihe mit einem konstanten Faktor war schon in Nr. 364, 3° und 4°, die Rede. 
Gegeben seien zwei konvergente Reihen 


er nee (A) 
n=l 
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und 
Ei The (B) 
n=1 


Wir bilden, indem wir das Multiplikationsgesetz für endliche Summen nachahmen, 
alle möglichen Produkte a;b, von zwei Gliedern dieser Reihen. Aus diesen Produkten 
bilden wir die unendliche rechteckige Matrix 


> 


(7) 


Diese Produkte können auf verschiedene Arten als einfache Folgen angeordnet 
werden; z. B. können die Produkte längs der Diagonale oder längs zweier Seiten eines 
Quadrates aus (7) entnommen werden: 


> 


LEE TEE TEE Zu Zu Zu BE SE Zus SE BE SL Eur BE SE zur Ze zu; 


Dies führt auf die Folgen 


a,b; "Arbz, anbı; Abs, Aobs, A364; (8) 
bzw. - 
Adı5 Arbe, Arbz, abi; Aıb3, Q2dz, Azbz, Qyb,, asbı; (9) 


Die aus einer solchen Folge gebildete Reihe heißt das Produkt der Reihen (A) und (B) 
bezüglich der verwendeten Folge. 


Satz von CAuoHY. Sind die Reihen (A) und (B) beide absolut konvergent, so kon- 


vergiert auch jedes ihrer Produkte; seine Summe ist gleich dem Produkt der Summen A 
und B. 


Beweis. Nach Voraussetzung sind die Reihen 


USE: 


lanl = la|l+ Ja] + - wer la.l+ (A*) 


und 


1M8 


‚om! = bl+ EI Hr + mt (B*) 
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konvergent, d. h., sie haben endliche Summen, etwa A* bzw. B*. Wir ordnen die 
Produkte (7) in beliebiger Weise als Folge an und bilden aus dieser Folge die Reihe 


2 2, tt ta (10) 


Um die Konvergenz der zugehörigen, aus den absoluten Beträgen gebildeten Reihe 
2 lad = lade + lade + la + (11) 


zu beweisen, betrachten wir ihre s-te Partialsumme. Bezeichnet » den größten der 
Indizes ö,, K1, a, Kay - 2:5 ög; Ks, so ist offenbar 


ad + + ad la + + ll) (dl + + 161) S A*B*. 


Daraus (Nr. 365) ergibt sich die Konvergenz der Reihe (11) und folglich die absolute 
Konvergenz der Reihe (10). 

Wir müssen nun noch die Summe der Reihe (10) bestimmen. Wir können die 
Glieder von (10) in eine dafür geeignete Reihenfolge bringen, da sich die Reihe wegen 
ihrer absoluten Konvergenz beliebig umordnen läßt (Nr. 387). Wenn wir die Glieder 
wie in (9) anordnen, so erhalten wir aufeinanderfolgende Gruppen, die aus den einzel- 
nen Quadraten stammen: 


QAıbı + (aıbz + Q2bz + asbı) + (ads + Qabz + ab; + ad, + ab) +. ı 
(12) 
Werden wie üblich die Partialsummen von (A) bzw. (B) mit A, bzw. B,, bezeichnet, 
so sind die Partialsummen der Reihe (12) gleich 


AB; A2B:,; AsB;, „.., AyBr ; ...; 


sie streben gegen das Produkt AB, welches also nicht nur gleich der Summe von (12), 
sondern auch gleich der Summe von (10) ist. 

Für die praktische Multiplikation ist es oft zweckmäßiger, die Produkte (7) wie in 
(8) anzuordnen. Dafür werden die Glieder, die auf einer Diagonalen liegen, zusammen- 
gefaßt. e 


AB = a,b, + (aba + azbı) + (abs + ab; + a,b) +. (13) 
Genau in dieser Form stellte CAvcay zum ersten Mal das Produkt zweier Reihen auf. 
Wir werden künftig eine so geschriebene Reihe als Oauchysche Produktreihe der Reihen 


(A) und (B) bezeichnen. 
Sind z. B. zwei Potenzreihen 


jee) 
Zo =n+MrH + ta", 
n=0 


F7 dm — by + by + Dart + non + ma + 


m=0 


zu multiplizieren (x soll dabei innerhalb des Konvergenzintervallsliegen; vgl. Nr. 379), 
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so hat, wie man sich leicht überlegt, das Produkt die Gestalt 
B> Ant" Id," — Aadg + (a9dı + abo) C + (aba + arıbı + agb) 2 +. 
n=0 m=0 


Die Cauchysche Produktreihe zweier Potenzreihen ist also ebenfalls eine Potenzreihe. 


390. Beispiele. In allen Beispielen außer dem letzten nehmen wir für das Produkt die Cauchy- 
sche Produktreihe. 


1. Multiplizieren wir die Reihe 
1 


je.) 

=- ! M=-1l+r+° +. +00. (x] <1) 
n=0 

mit sich selbst, so erhalten wir 


co 
TE = Zur =1+22r + 32° +... + nat... 
3 ie 


2. Die Multiplikation der Reihen 


- = (lan = jest ler 
n=0 
und 
00 m 2 m 
m. 2-24 - 4m Tr. (14) 
n=1 


(mit |] < 1) führt zu 
© 1 k 1 1\ ; 
ZH H=2—-(11+—)2 +. + (1111 H to —lai rt... 
k—1 2 2 k 
Später (Nr. 405) werden wir sehen, daß die Summe der Reihe (14) gleich In (1 + x) ist, so daß 
das Resultat also die Funktion ara darstellt. 
x 
3. Man berechne den Ausdruck 


1+ B> bei (z beliebig). 
ul 2uu . („1)? 


Hinweis. Man benutze die elementar beweisbare Formel 
id y\|]° 2y 2y)! 
EIOT-()-BR 
u=0 L\K y (v!) 
2 = (2y)i. 2” 
Lös :1 — 1 —., 
a Sa a u Taerar 


4. Die Identität 


oder 
00 [ee] 
Zt =(1— 2) Ar mt d,= ot. +-- + 4,) 
n=0 R=0 
(vgl. Nr. 385, Beispiel 6) kann man leicht mit Hilfe gliedweiser Multiplikation beweisen. 


Wenn in einem Intervall (-R, R,O< R<1, eine der beiden Reihen konvergiert, so folgt 
daraus auch schon die Konvergenz der anderen Reihe in diesem Intervall. 
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5. Man beweise die Identität (a > 0) 


1,1 x ,13 a 1 1-3 , 
Far Mer aa Tree ar ner Fran 
L[, „,a+1 ,.a+D(a+3) 
— | |— 1 —— a ae a 2  e.o 
| "ara Tarayarg" | i 


6. Wie wir schon wissen (vgl. Nr. 378, Beispiel 1 (a)), ist die Reihe 


vie x x? a3 1 Vale 
EEE Se 1 [oo 2 7 (GEEEMDERMEE: EU 2 ov.. 7 es® 
Be rotrytrat ae 


für alle Werte von x absolut konvergent; ihre Summe bezeichnen wir mit E(x). 
Ersetzen wir x durch y, so erhalten wir eine analoge Reihe mit der Summe Z(y). Die Cauchy- 
sche Produktreihe beider Reihen hat das allgemeine Glied 


yr x yr-1 q? yr2 ie yr-k gr 
Va a I a a nd 
er a-ı"2 (n — 2)! ' Tz nm 2 : 
a 1 1 © /n (x + y)" 
— Be ren DER km-k _ U TI 
BR kin — k)! 22 n! zZ, ME x n! 


Wir erhalten so für die uns noch unbekannte Funktion E(x) die Funktionalgleichung 
Eia)- Ey) = Ele +y) 


für alle reellen x und y. Damit können wir später herleiten, daß E(xz) die Exponentialfunktion 
ist (vgl. Nr. 439, Beispiel 3; Nr. 75, 1). 


7. Mit Hilfe des d’Alembertschen Kriteriums kann man leicht beweisen, daß die Reihen 


00 2n 2 A 2n 
O(z) = — 1)% _ N PERLE LEBEN Be VEN ..., 
2) ER (2n)! 21 a 4! ve (2n)! % 
oo 2m-l 3 > am 
S(z) = —1 mel tn, BR — oo... — MA nn nn nn 
(2) „2 | (2m — 1)! ö 3! a 5! a (2m — 1)! 
für alle Werte von x absolut konvergieren. Durch Multiplikation dieser beiden Reihen kann 
man die folgenden Beziehungen herleiten: ä 


cz +y) = Ola) Cly) — Se) Sy), 
S(e +y) = Se) Ciy) + Ole) Sy). 


Da S(x) und C(x) tatsächlich nichts anderes als sin x bzw. cos x sind (vgl. Nr. 404), erkennen 
wir in diesen Beziehungen die bekannten Additionstheoreme dieser Funktionen. 


8. Wir betrachten schließlich die positive Reihe 
| 
(x) = 2 Br 
n=1R 


die für z> 1 konvergiert (vgl. Nr. 365, Beispiel 2) und die Riemannsche Zetafunktion dar- 
stellt. Wir berechnen durch Reihenmultiplikation ihr Quadrat. 
Wir ordnen dazu alle möglichen Produkte 


mit ein und derselben Zahl k = nm im Nenner so an, daß sie nebeneinanderstehen, und fassen 
sie. zusammen. Jedem % entsprechen so viel (einander gleiche) Glieder, wie Teiler » der Zahl k 
existieren, also r(k). Damit gilt schließlich 

t(k) 


en n a. 
Kearl= LE 
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391. Ein allgemeiner Satz aus der Theorie der Grenzwerte. Zur Vereinfachung der Ausfüh- 
rungen in den folgenden Abschnitten beweisen wir hier einen Grenzwertsatz, der eine Verall- 
gemeinerung der bekannten Sätze von-.CAucHY und STOLZ (Nr. 33) darstellt. Diese Verallge- 
meinerung stammt von O. Torruırz!). Wir beweisen sie auf zwei Arten. 


I. Wir setzen voraus, daß die Glieder t,m (1 Sm Sn) der unendlichen Drevecksmatrix 


%ı 
ig1 Eos 
bzı bgg ba3 ( 1 5) 


791 en2 Ins BEE Inn 


den beiden folgenden Bedingungen genügen: 
(a) Die Elemente jeder Spalte streben gegen 0: 
tm >09 für n>©o (m fest); 
(b) die Summen der absoluten Beträge aller Glieder jeder Zeile sind nicht größer als eine Kon- 
stante K: 
Enıl + line + + Inn SK= const. 
Bilden dann Elemente x, eine Nullfolge, so ist die Folge der aus den Elementen x, mit Hilfe der 
Glieder von (15) gebildeten Elemente 
= baıkı 4 inet + 4 bann 
ebenfalls eine Nullfolge. 


Beweis. Zu einem e > 0 existiert ein m derart, daß |x,| < —- fürn>m ist; für diese n 
gilt wegen (b) | er 


E 
x, | < dn1%ı + =. + EnmXml “r DW 


Da m hier festgehalten wird, existiert wegen (a) ein N > m derart, daß für n > N auch der 
erste Summand der rechten Seite kleiner als e/2 ist; demzufolge ist |x,| < &, was zu beweisen war. 
II. Die Koeffizienten tm sollen außer (a) und (b) noch die Bedingung 
(() T, hi tieat tim >1 für now 
erfüllen.) Wenn dann die Folge der x, gegen a (a endlich) geht, so strebt auch 
In — baıkı FT inala FT bannen 
gegen a. 
Beweis. Man kann den Ausdruck für x, offenbar auch in der Form 
zu = bnıl&ı — a) + bnzlag — a) + + banken — a) + Tai 
schreiben. Wendet man den Satz I auf die Folge der x, — a an und benutzt die Bedingung (c), 
so erhält man unmittelbar die Behauptung. | 
1°. Der Satz von Cavcay (Nr. 33) ergibt sich hieraus, wenn man 


1 


nimmt an = 
N 
setzt. Die Bedingungen (a), (b) und (c) sind offenbar erfüllt. 
2°. Wir wenden uns nun dem Satz von Stolz (Nr. 33) zu und behalten die früheren Be- 
zeichnungen bei. Es seien also zwei Folgen von Elementen x, und y, gegeben, von denen die 


t) Orro Toeruıtz, 1881 —1940, deutscher Mathematiker. 
2) Bei vielen Anwendungen ist T, =1. 
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{ 


zweite monoton gegen -+-oo strebt. Wir setzen voraus, daß die Folge der 
In 7 In-ı 
Yan — Yı-ı 


gegen a strebt, und wenden auf sie den Satz II an, indem wir 


(n=1,2,3,.39=% =0) 


> Ym — Ym-ı 
x Yn 


nehmen. Es läßt sich leicht nachprüfen, daß die Bedingungen (a), (b) und (c) erfüllt sind. Damit 
erhalten wir, daß die Folge der ' 


Em 


gegen a strebt, was zu beweisen war. 
Wir geben noch andere nützliche Folgerungen aus dem Satz von ToEPLITZ an: 
3°. Gegeben seien zwei Nullfolgen x, und y,, wobei die zweite von ihnen die Bedingung 
yltyltetyIsK (m=1,2,3,..;K = const) 
erfülle. Dann ist auch die Folge der 
Zn = CıYn F %eYn-ı FT nfı 


eine Nullfolge. 
Man verwende einfach den Satz I mit t,. = Ya-m+ı- 


4°. Wenn die Folge der x, gegen a und die Folge der y,„ gegen b strebt, so strebt die Folge der 


_ Fıdn + Loyn-ı 4° + &uYı 
n 


Zn 


gegen ab. | 

Es sei zunächst a‘= 0; dann ist zu beweisen, daß die z, eine Nullfolge bilden. Dies ergibt 
sich einfach aus 3°, wenn man dort y, durch y„/n ersetzt. Die Bedingung, die in 3° von y, er- 
füllt werden muß, wird hierbei nicht verletzt, da die y, beschränkt sind: |y,| Ss K. 

Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu; dazu schreiben wir z, in der Form 


an tm - arm tm an, „Atyt > FE 9m 


”R / 


zu, > 


Der erste Summand der rechten Seite strebt, wie soeben bewiesen wurde, gegen 0. Der zweite 
Summand strebt gegen ab, denn der Faktor von a hat nach dem Satz von CavcaHY (1°) den 
Grenzwert b. 


5°. Wenn die Folge der x, gegen a strebt, so gilt das gleiche auch für die Folge der 
n n N 

BREIT ERBEN 

IL, = 7 VE 


Wir verwenden den Satz II und setzen 


3) 


1) Es ist natürlich unwesentlich, ob wir die Numerierung der Glieder der Folge mit 0 statt mit 1 
beginnen. we 
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Wegen "\< nm und I —0 (vgl. Nr. 32, Beispiel 9) ist die Bedingung (a) erfüllt. Daß 
m 
die Bedingungen (b) und (c) erfüllt sind, folgt unmittelbar aus der Beziehung 
u 67) 
B> | urn. 
m=0 \M 
6°. Wenn die x, gegen a streben und z = const (2 > 0) ist, so gult auch 


mtl) ntl)nt Hl) 


a ne R 
= —(ä 


(1 +2)" 


Dies ist eine einfache Verallgemeinerung der vorhergehenden Behauptung und läßt sich 
analog beweisen. Man kann die Koeffizienten auch in der umgekehrten Reihenfolge anordnen, 
so daß auch 


20.2, + (1) zii. + ei 272. +. +1-x, 
a 


—a 
gilt. 


392. Weitere Sätze über die Multiplikation von Reihen. Wie F. MERTENS!) gezeigt hat, kann 
die Aussage des Satzes von CaucHY auf einen allgemeineren Fall erweitert werden. 


Satz von MERTENS. Konvergieren die Reihen (A) und (B) und konvergiert wenigstens eine 
der beiden Reihen absolut, so gilt die Entwicklung (13). 


Beweis. Es konvergiere o. B. d. A. die Reihe (A) absolut, d. h., die Reihe (A*) sei konver- 
gent. Wenn wir die Glieder der n-ten Diagonale zusammenfassen, so erhalten wir 


nad Agbn-ı FF 9n-102 + Qndı- . 


Bilden wirnun ©, = cı + Ca + *-- + c„, so müssen wir beweisen, daß („gegen AB strebt. Wir 
sehen zunächst, daß 


CO = Bun + %Ba-ı +" Tr a-ıDa + QBı (16) 


ist. Führen wir nun B„ = DB — f„ ein (wobei der Rest‘, für m — oo gegen 0 strebt), so 
können wir die Summe C, auf die Gestalt C, = A„B — y, mit 


In ußn + aßa-ı +" + %n-ıßa + Apı 


bringen. Wegen A,„— 4 bleibt nur noch die Beziehung lim y, = 0 zu beweisen. 
Diese Behauptung folgt unmittelbar aus Nr. 391, Satz 3° (für x, = ß, und y„ = a,), wenn 
man 


laıl + la] ++ + la,|s 4* 


berücksichtigt, wobei 4* die Summe der als konvergent vorausgesetzten Reihe (A*) bezeichnet. 
Zur Anwendung dieses Satzes benutzen wir das Beispiel 4 aus Nr. 390. Die dort angegebene 
Gleichung eilt, wie wir jetzt sehen, auch in den ODE x = -R des Konvergenzintervalls 


der Reihe 5 ur, wenn R< 1 ist und die Reihe in den Endpunkten überhaupt konvergiert 
eo 
(selbst wenn sie dort nicht-absolut konvergiert). 


1) FRANZ CARL JOSEF MERTENS, 1840—1927, deutscher Mathematiker. 
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Bemerkung. Würden beide Reihen nur nicht-absolut konvergieren, so kann man über die 
Konvergenz der Reihe (13) nicht entscheiden. Zum Beispiel wollen wir versuchen, die Reihe 


n- 
Pu a — mi 
Pier a 2 ae 2 


mit sich selbst zu aa (wie wir aus Nr. 382, Beispiel 2, wissen, ist diese Reihe nicht- 
absolut konvergent). In diesem Fall ist 


= Be - = ee a rg ne zen: DE +2} 
1./n 72-n-1 Yi-Yn—i+i Yn -1 
da jeder Summand in der Klammer größer als 1/n ist, gilt |c,| > 1 (für n > 1), und die Reihe 
Los divergiert (vgl. 5° aus Nr. 364). 
n= 


Wenn wir jedoch dasselbe mit der ebenfalls nicht-absolut konvergenten Reihe 


Ss hm 1 1 1 
In2= —— — 1 — — — nie —_ 1\?-1__ ... 
2 5 st, er 


(vgl. Nr. 382, Beispiel 1) durchführen, so ergibt sich 


1 1 1 1 
in BEN | n-1 ie ENT TeETEERTEERTERESSTERRTIREER. ... Eu u nl 0) ... Een 
a Fraser | in —i-+i) | Fer 
2 1 1 
fmerieree —— n—1 1 — 4 ..o — 
=D |! 2 .). 


Hier strebt |c,| mit wachsendem n monoton gegen 0, so daß nach dem Satz von Leisnız (Nr.381) 


je ©) 
die Reihe 2 C„ doch konvergiert. Ob die Summe gleich (In 2)? ist, beantwortet der folgende Satz: 
=] 


Satz von ABEL. Sobald die Cauchysche Produktreihe zweier konvergenier Reihen (A) und (B) 
konvergiert, ist ihre Summe C notwendig gleich AB. 


Beweis. Behalten wir die frühere Bezeichnung bei, so finden wir aus (16) leicht 
C, -+- C, — ss + C, = A,B, + AsB,- + ne — 4A,Bı- 


Wir dividieren diese Beziehung gliedweise durch » und gehen zur Grenze (n — oo) über. Wegen 
C„— C folgt nach dem Satz von Cavcay (Nr. 33; vgl. auch Nr. 391, 1°) für das arithmetische 
Mittel ebenfalls 


C++ ton ,c. 
” 


Andererseits gilt auf Grund von 4° aus Nr. 391, wenn man dort x, = A, und y, = B, setzt, 
AB, 7 AsB,-ı ass A„Bı AB: 


N 


Daraus folgt C = AB, was zu beweisen war. 


8 5.  Zweifache Reihen und Doppelreihen 


393. Zweifache Reihen. Es sei eine Menge von unendlich vielen Zahlen 
aMG=1,2,3,..;k=1,2,3,...) 
gegeben, die durch zwei Indizes gekennzeichnet sind. Wir können uns diese Zahlen in 


90 Fichtenholz II 
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einer unendlichen rechteckigen Matrix angeordnet denken: 


m nn > 


DD m (1) 
a ad a a; 
2) DM (2) 
am a2 a a; 
3) BD (3) 
a az) a; 4; (1) 
am a ah a 


Derartige Matrizen heißen unendliche Rechteckmatrizen mit zwei Eingängen. 

Wir beschäftigen uns nun mit einem Begriff, der mit der Matrix (1) zusammen- 
hängt, und zwar mit dem Begriff der zweifachen Reihe. s 

Wenn wir die Elemente jeder Zeile der unendlichen Rechteckmatrix (1) addieren, 
so erhalten wir eine unendliche Folge von Reihen der Form 


Lay. (2) 
i=1 

Summieren wir nun die Glieder dieser Folge, so erhalten wir 
La. (3) 
k=1 iz 


Das so erhaltene Symbol wollen wir eine zweifache Reihe nennen. Wenn wir die Zeilen 
und Spalten vertauschen, d. h., wenn wir die Glieder aus den Spalten der unendlichen 
Matrix (1) addieren, so erhalten wir eine andere zweifache Reihe 


PNDM/LE (4) 
ı=1l k=1 


Die zweifache Reihe (3) heißt konvergent, wenn erstens alle Zeilenreihen (2) kon- 


vergieren (ihre Summen bezeichnen wir entsprechend mit A) und zweitens die 
Reihe 


00 
y Aw 
k=1 


konvergiert; die Summe dieser Reihe ist dann auch die Summe der zweifachen Reihe 
(3). Man kann dies auch leicht für die Reihe (4) formulieren. 
Die Elemente der Matrix (1) lassen sich auf viele Arten als gewöhnliche Folge 

U, Ugy very Urs oo» () 


anordnen, und aus ihr kann man die einfache Reihe 
ZU (6) 
1 


bilden. (Darüber sprachen wir schon im Zusammenhang mit der speziellen Matrix (7) 
in Nr. 389.) Ist umgekehrt eine gewöhnliche Folge (5) gegeben, so kann man sie, in- 
dem man ihre Glieder (unabhängig von ihrem Platz) in unendlich viele Gruppen mit 
unendlich vielen Gliedern einteilt, in Form der Matrix (1) mit zwei Eingängen dar- 
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stellen ; aus dieser Matrix läßt sich dann die zweifache Reihe (3) bilden. Es ergibt sich 
natürlich die Frage, welcher Zusammenhang zwischen den Reihen (6) und (3) besteht, 
die aus ein und denselben Gliedern gebildet sind. 


Satz 1. Wenn die Reihe (6) absolut konvergiert und die Summe U besitzt, so kon- 
vergiert auch die zweifache Reihe (3), unabhängig davon, wie ihre Glieder in Form der 
Matrix (1) angeordnet sind, und zwar gegen dieselbe Summe. 


Beweis. Die Reihe 
2 u, (6*) 


konvergiert nach Voraussetzung; wir bezeichnen ihre Summe mit U*. Da für beliebige 
n und k die Ungleichung 


BILDER 


gilt, ist die Reihe 2 \a‘®| (Nr. 365) und folglich auch die Reihe > a!®) (Nr. 377) kon- 
=1 

vergent (für jedes R). Ferner kann man zu einer beliebigen Zahl e>0 eine Zahl r, 

finden, für welche 

Z \wl<e (7) 

r=t+1 


und damit erst recht 


00 To | 
Su -|0-£u|<e (8) 
r=r, +1 r=1 


ist. Die Glieder u,, Us, ..., 4, der Reihe (6) befinden sich In den ersten n Zeilen und den 
ersten m Spalten der Matrix (1), sobald n und m hinreichend groß, etwa n > n, und 
m > m, gewählt werden. Der Ausdruck . 


n m 
2, NVam— u 
k=1 11-1 r=1 
ist für die erwähnten » und m gleich der Summe derjenigen ,, deren Indizes größer 
als r, sind und die in den ersten n Zeilen und den ersten m Spalten der Matrix (1) ent- 
halten sind. Wegen (7) ist der absolute Betrag dieses Ausdrucks kleiner als &. Durch 
den Grenzübergang m — oo erhalten wir (für n > %,) 


n To 
| Am — Yu, Se, 
k=1 r=1 
also mit (8) 
IN AMD — Ul<2e, 
k=1 


woraus die Konvergenz der zweifachen Reihe (3) gegen die Summe U folgt. 


Bemerkung. Einige Zeilen der Matrix (i) können auch aus endlich vielen Glie- 
dern bestehen. Man kann das Resultat leicht auf diesen Fall übertragen. 


20* 
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Erinnert man sich, daß in Nr. 386 die Glieder einer einfachen Reihe nur in Gruppen 
zu endlich vielen Gliedern eingeteilt wurden, ohne dabei ihren Platz zu ändern, so 
sieht man, daß in Satz 1 das Assoziativ- und das Kommutativgesetz auf absolut 


konvergente Reihen weitgehend verallgemeinert sind. 
Die Umkehrung des Satzes gilt nur unter schärferen Voraussetzungen über die zwei- 


fache Reihe. 


Satz 2. Gegeben sei die zweifache Reihe (3). Konvergiert diejenige Reihe, die man er- 
hält, wenn man die Glieder von (3) durch ihre absoluten Beträge ersetzt, so konvergiert 
nicht nur die Reihe (3), sondern auch die einfache Reihe (6), deren Glieder bis auf die 
Reihenfolge mit denen der Reihe (3) übereinstimmen. Ferner haben beide Reihen dieselbe 


Summe. 
Beweis. Nach Voraussetzung konvergiert die Reihe 
B> )> la]; ’ 
k=1 ı1=1 


ihre Summe sei A*. Für alle n und m gilt 


m 
2 
Wir ken nun eine beliebige Partialsumme der Reihe (6*): 


U =u+ial+ + ll. 
Für hinreichend große » und m sind die Glieder u,, v,, ..., u, in den ersten n Zeilen 
und den ersten m Spalten der Matrix (1) enthalten. Dann folgt aus (9) 

Ur < 4*; 


also ist die Reihe (6*) konvergent, d. h., die Reihe (6) konvergiert absolut. 

Jetzt braucht nur noch der Satz 1 angewendet zu werden. 

Da offenbar alles über die zweifache Reihe (3) Gesagte auch für die zweifache Reihe 
(4) gilt, folgt aus den bewiesenen Sätzen der sogenannte große Umordnungssatz: 


al Ar, (9) 


m. 


Satz 3. Gegeben sei die Matrix (1). Konvergiert die Reihe aus den absoluten Beträgen | 
der Glieder von (3), so konvergieren auch die beiden zweifachen Reihen (3) und (4) und 
besitzen dieselbe Summe: 


00 oo 00 oo 
y > am — »3 »> ar) 
k=1 i=1 ti=1 k=1 


394. -Doppelreihen. Mit der unendlichen Rechteckmatrix (1) ist auch der Begriff der 
Doppelreihe verknüpft; so wird das Symbol 
alt) + al) el at) Let ai!) to. 
— al?) — al) — al?) -- ... — ai?) —- ..eo 


ee ee a (10) 
u in + alk) + alk) t. .+ ak) .. ER 
Me —— 5 ak) 
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genannt. Wir beschränken uns auf die ersten m Spalten und die ersten n Zeilen und 
betrachten die endliche Summe 


Sie heißt Partialsumme der gegebenen Doppelreihe. Wir lassen nun die Zahlen n und 
m gleichzeitig, aber unabhängig voneinander, gegen oo gehen. Der (endliche oder 
unendliche) Grenzwert 


A = lim Aw 
mM—>0O 
Nn>00 


heißt die Summe der Doppelreihe, und man schreibt 


A= y am, 

a 

Wenn die Reihe (10) eine endliche Summe besitzt, so heißt (10) konvergent, anderen- 
falls divergent. 


Wir kehren nun zu der Matrix (7) aus Nr. 389 mit dem allgemeinen Glied 
ch — a,b 
8 iYk 


zurück. Hier ist die Partialsumme, wenn man die frühere Bezeichnung beibehält, 
offenbar gleich 


Om = AnBas 


so daß die Doppelreihe, die der erwähnten Matrix entspricht, stets konvergiert und 
die Summe | 


C = lim 4„B.n = AB 


besitzt.!) 

Auf Doppelreihen kann man leicht die Sätze 3° und 4° aus Nr. 364 über die Multi- 
plikation einer konvergenten Reihe mit einer Konstanten bzw. über die gliedweise 
Addition oder Subtraktion zweier konvergenter Reihen übertragen. Wir überlassen 
dies jedoch dem Leser. 

Für die Konvergenz einer Doppelreihe ist notwendig, daß das allgemeine Glied 
gegen 0 geht: 

lim a9 — 0 


>00 
k->00 


(vgl. 5° aus Nr. 364). Dies folgt sofort aus der Beziehung 


_ k (k-1 1) 
amd = AM - AM — AV HAT”. 


1) Wenn man somit das Produkt zweier konvergenter einfacher Reihen in Form einer zwei- 
fachen Reihe darstellt, so ist die Summe der letzten stets gleich dem Produkt AB. Die Schwie- 
rigkeit besteht darin, dies für ein Produkt von Reihen zu beweisen, wenn es als einfache Reihe 
dargestellt wird. 


310 XI. Unendliche Reihen mit konstanten Gliedern 


Natürlich kann man die Doppelreihe (10) mit den oben betrachteten zweifachen 
Reihen (3) und (4) vergleichen. Wegen 


n m 
an = 1Fapı 
k=ı ia _ 
erhalten wir durch den Grenzübergang m — oo bei festem n (unter der Voraussetzung, 
daß die Zeilenreihen konvergieren) 


lim Alt! = 3’ A, 

M—>X k=1 
Damit ist klar, daß die Summe der zweifachen Reihe (3) nichts anderes ist als der 
zweifache Limes 

lim lim Aw, 

Nn->XO Mo 
Die Frage, wann die Summen der beiden zweifachen Reihen (3) und (4) gleich sind, 
ist also ein Spezialfall der Frage nach der Gleichheit zweier zweifacher Grenzwerte. 


Mit Hilfe des allgemeinen Satzes aus Nr. 168 über zweifache und iterierte Grenz- 
werte!) gelangen wir zu dem folgenden Resultat: 


Satz 4. Wenn erstens die Doppelreihe (10) konvergiert und zweitens alle Zeilenreihen 
konvergieren, so konvergiert auch die zweifache Reihe (3) und hat dieselbe Summe wie die 
Doppelreihe: 


SE Boncın Ban. 
k=1li=1 i,k=1 
Ein analoger Satz gilt für die andere zweifache Reihe (4). 
Die Frage nach der Konvergenz der Doppelreihe (10) kann für positive Reihen, 
d.h. für Reihen mit nichtnegativen Gliedern, a!" > 0, leicht beantwortet werden: 


Satz 5. Sind die Glieder der Reihe (10) nächtnegativ, a" > 0, so ist die Reihe genau 
dann konvergent, wenn ihre Partialsummen beschränkt sind. 


Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist klar. Wir beweisen, daß sie auch 
hinreichend ist. Es sei 47? < L. Wir zeigen, daß die obere Grenze 


A = sup {49} 


der Menge aller Summen A{® auch die Summe der Reihe (10) ist. Dazu geben wir ein 
beliebiges > 0 vor. Nach Definition der oberen Grenze können wir eine Partial- 
summe Al" mit 


AmW>A-—e 
finden. Für alle m > m, und n > n, gilt dann erst recht 
AmM>A- ee, 


da die A!® mit wachsenden n und m offenbar zunehmen. 


1) Hier spielen m und n die Rolle der unabhängigen Veränderlichen und die Partialsumme A{r) 
die Rolle der von ihnen abhängigen Funktion. 
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Da keine Partialsumme größer als A ist, können wir 
AP—-A<e (ürm>m„n>n,) 
schreiben; das bedeutet 


A = lim Aw, 
M—>CO 
Nn-—>00 


d. h., die Reihe (10) konvergiert. 


Auf Grund dieses Satzes kann man analog zu Satz 1 aus Nr. 366 ein Vergleichs- 
kriterium für positive Doppelreihen aufstellen. 

Wir betrachten nun die Doppelreihe aus einer Matrix, in der nicht alle Elemente 
positiv sind. Offenbar können wir wie bei den einfachen Reihen die Fälle, daß alle 
Elemente negativ sind oder daß nur endlich viele Elemente positiv oder negativ sind, 
ausschließen, da sie unmittelbar auf den eben behandelten Fall zurückgeführt werden 
können. Wir setzen deshalb voraus, daß die betrachtete Matrix (1) und damit auch 
die Reihe (10) sowohl unendlich viele positive als auch negative Glieder enthält. 

Außer der Matrix (1) stellen wir noch die Matrix aus den absoluten Beträgen der 
Elemente von (1) auf: 


> 


la 1a! ja 
a Ta! la 
a 1a lat 


Mit dieser Matrix bilden wir die Doppelreihe 
I ja®ı. (10%) 
i,k=1 
Analog zum Satz aus Nr. 377 über einfache Reihen gilt hier der 


Satz 6. Wenn die Reihe (10*), die aus den absoluten Beträgen der Glieder der gegebenen 
Reihe (10) besteht, konvergiert, so ist auch (10) konvergent. 
Beweis. Wir stellen a{® in der Form 


k) _ mik (k) 
= 


dar, wobei 
(k (k 
wo __ Pa on _ We 


ist. Wegen p!" < ja'®|, g® < |a{"| folgt aus der Konvergenz der Doppelreihe (10*) 
die Konvergenz der Doppelreihen 


00 00 Fi 
Lm=P, PL =Q. 
i,k= 


ı,k=1 


N 
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Dann konvergiert aber auch die Reihe 
zo), 
Te 


und zwar hat sie de Summe A=P —\. 

Wenn gleichzeitig mit (10) auch die Reihe (10*) konvergiert, so heißt die Reihe (10) 
absolut konvergent. Ist die Reihe (10) konvergent, die Reihe (10*) aber divergent, so 
heißt (10) nöcht-absolut (oder bedingt) konvergent. 

Wir beweisen nun einen zu den Sätzen 1 und 2 aus Nr. 393 analogen Satz über den 
Zusammenhang zwischen der Doppelreihe (10) und der einfachen Reihe (6), die beide 
aus denselben Gliedern bestehen: 


Satz 7. Gegeben seien die Doppelreihe (10) und die einfache Reihe (6), die beide aus 
ein und denselben Gliedern bestehen. Ist eine der beiden Reihen absolut konvergent, so 
konvergiert auch die andere absolut, und beide haben dieselbe Summe. 


Beweis. Wir setzen zunächst voraus, daß die Reihe (10) absolut konvergiert, d.h., 
daß die Reihe (10*) konvergent ist. Die Summe von (10*) bezeichnen wir mit 4A*. Wir 
bilden dann für eine beliebig vorgegebene natürliche Zahl r die Partialsumme 


U: = ul + al + + [ur 


der Reihe (6*). Wie beim Beweis von Satz 2 folgt auch hier die Ungleichung UF < 4*., 
woraus sich die absolute Konvergenz der Reihe (6) ergibt. 

Wir setzen nun die absolute Konvergenz der einfachen Reihe (6), also die Kon- 
vergenz von (6*) voraus. Die Summe von (6*) bezeichnen wir mit U*. Nun läßt sich 
stets eine solche Zahl r finden, daß sich alle Summanden einer beliebigen Partial- 
summe 


Am = 5 F ja) 


k=1 i=1 
der Reihe (10*) unter den ersten r Gliedern von (6*) befinden, so daß 
Ar < U* 


gilt. Nach Satz 5 konvergiert also (10*); folglich ist die Reihe (10) absolut konvergent. 
Um schließlich die Summe U der Reihe (6) berechnen zu können, bringen wir ihre 
Glieder in eine dafür günstige Reihenfolge; das ist wegen der absoluten Konvergenz 
der Reihe (6) gestattet (Nr. 387). Wir ordnen die Glieder nach dem quadratischen 
Schema (1). Wenn wir nun noch die Glieder zusammenfassen, durch die sich ein 
Quadrat von dem nächsten unterscheidet, so erhalten wir 
U=1mAmM =A. 


n—>00 
Damit ıst der Satz bewiesen. 


Durch Vergleich der Sätze 1, 2 und 7 gelangen wir zu der 


Folgerung. Besiehen die Matrix (1) und die Folge (5) aus denselben Gliedern, so 
sind die Doppelreihe (10), die zweifachen Reihen (3) und (4) und schließlich die ein- 
jache Reihe (6) konvergent und besitzen dieselbe Summe, falls wenigstens eine dieser 
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. auch dann noch konvergiert, wenn ihre@lieder durch ihre absoluten Beträge ersetzt 
werden. 


Bei positiven Reihen (d.h. im Fall a{® > 0) ist offenbar die Konvergenz hin- 


gg dafür, daß alle vier Reihen konvergieren-und dabei dieselbe Summe be- 
sitzen. 


395. Beispiele. 
1. Ein interessantes Beispiel ist die folgende Matrix (O <xz< 1): 


x —ı? x? —7? x° 
ı1—-2) 1-2) 1-2) -all—- a) all 2?) 
iz” Aal 222 al — a al — a)? all - 2P)2 


Hier konvergieren die einzelnen Zeilenreihen absolut und haben entsprechend die Summen 
x, (1 — x), {1 — 2), .... Die Reihe, die aus diesen Summen besteht, konvergiert ebenfalls 
absolut; ihre Summe ist gleich 1. Die andere zweifache Reihe konvergiert jedoch nicht, da die 
Spaltenreihen abwechselnd die Summen +1 und —1 haben. 

Diese Tatsache widerspricht nicht dem Satz 2, denn für die Matrix aus den absoluten Be- 
trägen konvergiert keine der beiden zweifachen Reihen. Wir sehen also: Die Voraussetzung 
der absoluten Konvergenz der Zeilenreihen (Spaltenreihen) und der absoluten Konvergenz der 
Reihe, die aus deren Summen besteht, ersetzt nicht die Forderung, daß die zweifache Reihe für 
die Matrix aus den absoluten Beträgen der Glieder konversgiert. 


9. Wir betrachten das bekannte, nach JoH. BERNOULLI benannte Paradoxon. Zu unter- 
suchen ist die positive Matrix 


} 


Y 


“ 


(die fehlenden Glieder sind gleich 0), und wir vergleichen die Summen der beiden ihr zugeord- 
neten zweifachen Reihen. Wenn wir zuerst die Zeilen summieren, so finden wir die Summen 1 
ı 171 
2 ’ Fr ’ 4 ’ 
ihre Summe bezeichnen wir mit s. Summieren wir nun die Spalten (sie enthalten alle endlich, 

ı 1 
viele Glieder), so gelangen wir zu den Resultaten > 545° 
harmonische Reihe ohne erstes Glied zusammen, so daß ihre Summe s — 1 ergibt. Also ist 
s=s—|1. 

Natürlich ist dieses Paradoxon nur ein Beweis dafür, daß s nicht endlich sein kann, d.h., 
daß die harmonische Reihe divergiert. 


... (vgl. Nr. 25, Beispiel 9), aus denen sich die harmonische Reihe zusammensetzt; 


..., aus ihnen setzt sich die 
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3. Es durchlaufe q ohne Wiederholung alle möglichen Potenzen mit natürlichen Grund- 
zahlen und natürlichen Exponenten (> 1). Man beweise die Beziehung 


ER BE TREE 
ga ga 1 


(CH. GOLDBACH!)). 
Wenn m alle natürlichen Zahlen (> 1) durchläuft, die keine Potenzen sind, so gilt 


1 z 1 
ee Art 


lat) (rar ) +] 
El) 


BE EEE 


m(m —1)  m?m? —1) m’(m? — 1) 
Daraus folgt 


Be 
+ n(n—]1) 
worin nun n alle natürlichen Zahlen > 1 durchläuft, so daß tatsächlich @ = 1 ist (vgl. Nr. 25, 
Beispiel 9). 
(Eine Begründung mit Hilfe der bewiesenen Sätze überlassen wir dem Leser.) 
Interessant ist der Vergleich dieses Resultats mit dem Ergebnis von J. STEINER?): 


L: 


an a mm 
(Hier können die Potenzen mehrmals auftreten!) 
4. Wir betrachten die Matrix mit dem allgemeinen Glied 


ee  FEREEEEEEECEES rg STEG isCTeNLr EEE nr reERCMERR AEG oe, REISE EIGENE EEG EEE SER EL EURER) 
® 


Benutzen wir die in Nr. 363, Beispiel 4, aufgestellte Beziehung 
© 1 1 


SI} mm 000 m (11) 

nl tn) tn +1) (atn+p) plat1l)--(a-+p) 
(für = (0,p = k), so lassen sich die Glieder der k-ten Zeile leicht summieren: 

009 

wa _ k-D!_1 

Re FT 7 
Daraus folgt für die Summe der zweifachen Reihe 

00 , 00 u | 

y2 ya) == P3 — (12) 


kHli=ml Keı? 


Da die Ausdrücke a!k) bezüglich i und k symmetrisch sind, ist die zweite zweifache Reihe mit 
der ersten identisch; also sind auch ihre Summen gleich. 

Wir ändern nun die ‘Matrix folgendermaßen: in der m-ten Zeile bleiben die ersten m — 1 
Glieder erhalten, das m-te Glied wird durch die Summe r,, der Glieder der m-ten Zeile, be- 


1) CHRISTIAN GOLDBACH, 1690— 1764, deutsch-russischer Mathematiker. 
2) JAKOB STEINER, 1796—1863, Schweizer Mathematiker. 
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arg mit dem m-ten Glied, ersetzt, alle übrigen Glieder werden durch 0 ersetzt. Die neue 
atrix 


am) am am alm) 


RR m—1 !m 
alm+1) alm+ı) „im+1) (m+1) „{m+) 
ı 2 “3 Am-ı Im !m+1 


besitzt dieselben Zeilensummen und damit dieselbe Summe der ersten zweifachen Reihe wie 
früher (vgl. (12)). Für die Summierung der Spaltenreihen berechnen wir zunächst 


RR > (m — 1)! 

Gem HN)-- (i+ m) 

-:__— (m — 1)! _ (m — 1)! 
1m —1tn)-(2m—iI+n) mm +1) -- (2m — 1)’ 


wir verwenden hier erneut die Beziehung (11) für« = m — 1,p = m. Die Summe der übrigen 
Glieder der m-ten Spalte ist gleich 


5 (m — 1)! 5 (m — 1)! 
im EHI) EHm am +n)(m+n+1).-- (2m-+n) 
_ (m — 1)! 
mim +1) «- 2m 


(in (11) setzen wira = p = m). Die Summe aller Glieder der m-ten Spalten ist also gleich 


Im 


9 (m — 3)! 3 Um — 1)!7? 
m(m + 1) --- (2m — 1) 2m (2m)! 


Auf Grund des Satzes 3 können wir die Summen der beiden zweifachen Reihen gleichsetzen; 
damit erhalten wir die Beziehung 
| © [m — 1)! 
21_,8 md 


13 
k=ı k? m=1 (2m)! e 


Da die Reihe auf der rechten Seite von (13) sehr schnell konvergiert, erleichtert sie die 
näherungsweise Berechnung der Summe der linken, sehr wichtigen Reihe. Darüberhinaus 
werden wir in Nr. 440, Beispiel 7, sehen, daß die hergeleitete Beziehung erlaubt, die Summe der 
linken Reihe in geschlossener Form auszudrücken; sie ist gleich n?/6 (dieses Ergebnis stammt 
von EULER). 


5. Wir beschäftigen uns nun mit der Lambertschen Reihe 
| oo ak 
oz) —_ Furt 
wobei wir |x] < 1 voraussetzen. In Nr. 385, Beispiel 5, sahen wir, daß unter dieser Voraus- 


setzung die Lambertsche Reihe für diejenigen Werte von x konvergiert, für welche auch die 
Potenzreihe 


f(x) = x ayı* 
k=1 


konvergent ist. Wir nehmen an, daß der Konvergenzradius R dieser Reihe positiv ist (vgl. 


Nr. 379) und |z] < R gilt. s 
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Offenbar ist 


k 
rn I i 
k rer qk — 22k —- .e.. +. zyik +- .».®. . 
1—xr L 


Wir bilden nun aus diesen Gliedern, die wir noch mit a, multiplizieren, eine Matrix, indem wir 
die Potenzen von x mit gleichen Exponenten in einer Spalte anordnen (die fortgelassenen Ele- 
mente sind durch Null zu ersetzen): 


a,%2 a at a? a a 
Agr® 7 Qgx® 9x8 a,xc10 
A,X° “ Q,2® A,X° 
a, a42° 
A,c® A,xct) 
6 
AT 
N 4X 
Agr® 
9 
Agt 


.»- 8 0 08 88 0 8 9 LT re Dr re ra  ı  ı Tr Tr Tr rı  ı 8 7 Br rı 8 DDr Cr ı CR DD BB oo 


Die zweifache Reihe aus den Zeilenreihen hat genau die Summe go(x). Da die Potenzreihe und 
damit auch die Lambertsche Reihe konvergiert, wenn wir x durch |xz| und a, durch a; er- 
setzen, können wir Satz 3 anwenden und die Spalten summieren. Wir erhalten die Entwicklung 


von y(x) in eine Potenzreihe: 
oo oo 
ol) = N oa," mit „= 2 0; 
n=1 kin 


das Symbol k| n bedeutet, daß die Summe nur über die Teiler % von n zu erstrecken ist. 
Setzen wir etwa a, = 1 bzw. a; = %,!) so erhalten wir 


oo oo oo Ierk oo 
2 ——=LEıun.a, I ——=Loln):ar, 
kl = -1 kl — 2 = 


wobei t(n) die Anzahl und o(n) die Summe aller Teiler von n bezeichnet. 
6. Ordnen wir nun die Glieder in der Matrix aus Beispiel 5 ohne Lücken an, 


dann bleiben die Summen der Zeilen erhalten, und für die Summen der Spalten ergibt sich der 
Reihe nach f(x), /(z*), f({a?), ... Wir finden so eine Beziehung zwischen den Funktionen p und [: 


pla) = Ihe). 


1) In beiden Fällen ist, wie man leicht zeigt, A = 1, so daß es genügt, |x] < 1 anzunehmen. 
R 
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Nehmen wir etwa a; = af mit |a| < 1, so gelangen wir zu 


(a) = n — - \ 


ax 
damit ist 


s _(ax)* zn 
k=ı 1 — af -2 1- a (al s1, [ae] <1). | 


7. Wir können das Ergebnis aus Beispiel 6 verallgemeinern. Es seien zwei Potenzreihen 


S 


oO °o 
fa) = 2% Ant“ und g(e) = 3% b,,2" 
n=1 m=1 
gegeben. Beschränken wir uns auf die Werte von x, für die |x] < 1 gilt, so konvergieren beide 
Reihen absolut. 
Wir bilden eine Matrix aus den. Elementen a,5,2”". Wegen mm >m-+n für m>1 
undn >1sgilt 


ann") S |a,2*] - 1d,%]. 


Daraus folgt leicht, daß die dieser Matrix entsprechende Doppelreihe absolut konversiert. 
Setzen wir auf Grund der Folgerung aus Nr. 394 die Summen der zweifachen Reihe gleich, so 
finden wir die Identität 


Zinfler) = 2 an9le") 


Hieraus ergibt sich die Identität von Beispiel 6 für 5. =1 (also g(z) = 


— ic 
8. Die Reihe 
oO 
Pa atyk n 
1,k=0 
entsteht durch Multiplikation der Reihen 5 x* und 2 yF, die für |x] < 1 bzw. |y| < 1 (absolut) 
i=0 k= 


konvergieren; für diese Werte konvergiert auch die Dosen (absolut). 
Ist |x] > 1 oder |y| > 1, so ist die notwendige Bedingung für die Konvergenz verletzt: Das 
allgemeine Glied geht nicht gegen 0, die Reihe divergiert. Man verifiziert leicht, daß die Reihe 


auch für |z]| = 1 oder |y| = 1 divergiert. 
9. Wir betrachten die Reihe 


o0 
> — («>0Pß>d). 
s, k=1 de]Kh 
Auch sie ergibt sich durch Multiplikation der Reihen >. — = und 5 | die für & > 1 bzw. 


i=ı ? k=ı k 
ß > 1 konvergieren, so daß auch die Doppelreihe unter 2 Voraussetzungen konvergiert. 
Ist umgekehrt & < 1 (oder ß s 1), so divergiert die Doppelreihe, da dann alle Zeilenreihen 


(oder Spaltenreihen) divergieren (vgl. die Folgerung aus Nr. 394). 
10. Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe 
= 1 
PER umerre: 
ik=ı (F + R)° 
Dazu stellen wir sie in Form einer einfachen Reihe dar, indem wir ihre Glieder „diagonal“ an- 
ordnen. Da die Glieder, die auf einer Diagonalen ‚liegen, gleich sind, erhalten wir, wenn wir sie 


(> 0). 
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zur Vereinfachung der Rechnung zusammenfassen, die Reihe 


Dividieren wir die Ungleichungen 
1 
3 nsn—-Ii<n 


durch n°, so finden wir 


nel en 1,° nei e & 


Hieraus sehen wir, daß die erhaltene einfache Reihe für o > 2 konvergiert und für o S 2 diver- 
giert. Nach Satz 7 aus Nr. 394 gilt dies auch für die Doppelreihe. 


11. Wir betrachten nun die kompliziertere Reihe 


00 oo 1 
(k) — — 0), 
ar £ (Ai? + 2Bik + C’k2)e MR 
wobei die Form Ax? + 2Bxy + Ü'y? positiv definit sein soll, sd daß A= AC — B2 >O ist, 
ferner si A>0,0>0. 
Ist L die größte der Zahlen |A|, |B]|, |C], so gilt offenbar 


Ai? + 2Bik + CR < Li + kr, al > BEER 
er 


Aus Beispiel 10 folgt, daß die Reihe in diesem Fall für o s 1 divergiert. 
Andererseits gilt 


Ai? + 2Bik + OR — - [(AC — B2) i? + (Bi + Ck)2] > — je 


so daß 
(k) < % 1 
es 77T Aei2e 
und analog 
(k) < de 1 j 
“Ti Ae kr 


ist. Hieraus ergibt sich leicht 
a'k) < ac j It 
TA )J ie.ke 


Durch Vergleich mit Beispiel 9 sehen wir, daß die Reihe für o > 1 konvergiert. 


12. In Satz 4 wird neben der Konvergenz der Doppelreihe insbesondere die Konvergenz 
aller Zeilenreihen vorausgesetzt. An dem folgenden einfachen Beispiel wird gezeigt, daß man 
ohne die zweite Voraussetzung nicht auskommt; sie folgt nicht aus der ersten. Die Doppelreihe 
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des Schemas 


i| 17 4 —ı 
—1 1 —1 1 
1 1 1 1 
2 a2 2 2 
1 1 1 1 
2 2 2 7 
1 1 1 1 
Fr Ver vr 
1 1 1 1 
Dr 


konvergiert, ihre Summe ist gleich 0. Jedoch divergieren alle Zeilenreihen. 


13. Man verifiziere die Summen der folgenden Doppelreihen: 


) IE —n-— B>-N 
ee p+1 # 
bir om 
== IN ; 
m=2,n=ı (2n)” 
= i T 1 
= — — —In2; 
Se (4n BR jy2m+1 8 2 n [4 
© 1 i 
d —= —In2; 
2, mm 4 
x 1 Tt 
0 2 (4n — 2)2m u 8 i 


Hinweis. Man gehe zu der zweifachen Reihe über und summiere zunächst über m. Man 


verwende die bekannten Entwicklungen 2 
1 1 1 
1 — —— — +. =1n2, 
2 “ 3 4 x 
1 1 1 Tr 
fe Zoe 
3 = 5 7 x 4 


14. Wir betrachten die Funktion zweier Veränderlicher 
plz, 2) = ale) (+0). 
Multiplizieren wir die absolut konvergenten Reihen 
(2/2)2 — I\.I, ee. = F I—) — ak, 
j 32) im 2.6) k! 
so erhalten wir für diese Funktion die (ebenfalls konvergente) Doppelreihe 


” © (\irk(—1)E . 
= — ——_ zik, 
nr - . ) it kt 
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Wenn wir die Glieder mit gleichen Potenzen von z zusammenfassen (vgl. die Folgerung aus 
Nr. 394), so können wir sie zu der zweifachen Reihe 


o(z,2) = > J (x) - 2" 


n=—-%0 


umordnen;l) dabei ist fürn > 0 
0 —1)% a \2k+n 


k=o ki(k-+-n)! 
und fürn < O 
_ oo (—1)# a 
eG (2) 


Hieraus findet man übrigens leicht die Beziehung 


I.) = (1° Jule). 

Die Funktionen J, (n = 0, 1,2, ...) heißen Besselfunktionen n-ter Ordnung; diese Funktionen 
spielen in der mathematischen Physik, der Himmelsmechanik usw. eine bedeutende Rolle. 
Die Funktion o(z, z), aus deren Entwicklung sie folgten, heißt erzeugende Funktion der Bessel- 
funktionen. 


396. Potenzreihen in zwei Veränderlichen. Der Konvergenzbereich. Eine Potenzreihe in 
‚ zwei Veränderlichen x und y ist eine Doppelreihe der Form 


»> Aztyr, (14) 
i.k=0 
die nach den ganzen positiven Exponenten der Veränderlichen x und % geordnet ist. 
Wie bei der Behandlung der einfachen Potenzreihen in Nr. 379 stellen wir auch hier 
die Frage nach der Gestalt des Konvergenzbereichs der Reihe (14), d.h. nach der 
Menge M = {M(x, y)} jener Punkte, für welche die Reihe konvergiert. 


Hilfssatz. Wenn die Reihe (14) in einem gewissen Punkt M (&,%) konvergiert, dessen 
Koordinaten beide von 0 verschieden sind, dann konvergiert sie in allen Punkten M(x, y) 
für die die Ungleichungen x] < 12]; Iyl < Iyl erfüllt sind (d. h. in einem offenen Recht- 
eck mit dem Mittelpunkt im Koordinatenanfangspunkt und einer Ecke im Punkt M). 


Der Beweis wird völlig analog zum Beweis des Hilfssatzes aus Nr. 379 geführt. Da 
die Glieder der Reihe (14) fürx =%, y = beschränkt sind, 
af sl (6k=0,1,2,...), 
folgt 


laytyr| < L- — 


so daß rechts das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe steht, sobald |x] < |], 
Iy| < |9| ist (vgl. Nr. 395, Beispiel 8); daraus folgt sofort die absolute Konvergenz 
der Reihe (14). 

Wir werden uns nun nur noch mit solchen Reihen beschäftigen, für die ein solcher 
Punkt M existiert; andere Reihen sind für uns nicht von Interesse. 


oo oo oo 
1) Die Punume 2, a„ist, per definitionem, gleich der Summe der beiden Reihen ) a, und 2 Im 
=—.00 n=0 n= 
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Der Charakter des Hilfssatzes erlaubt eine Beschränkung auf die Untersuchung des 
ersten Quadranten. Wegen der Symmetrie können die Resultate auf die übrigen 
Quadranten übertragen werden. 

Wir betrachten nun im ersten Quadranten’ den Strahl OZ, der vom Koordinaten- 
anfangspunkt ausgeht und mit der x-Achse den Winkel bildet (vgl. Abb. 55). Wie 
in Nr. 379 läßt sich mit dem Hilfssatz beweisen: Man kann stets eine solche positive 


Zahl K(6) finden (sie kann auch unendlich sein), daß für alle Punkte M auf diesem 
Strahl OZ, für die 


OM < R(6) 

ist, die Reihe (14) absolut konvergiert und für jene Punkte, die die Bedingung 
OM > R(6) 

erfüllen, die Reihe divergiert. 


Wenn für einen Strahl sogar Z(9) = oo ist, so folgt aus dem Hilfssatz, daß die 
Reihe in der ganzen Ebene konvergiert (und sogar absolut). Hier ist die ganze Ebene der 
Konvergenzbereich N. 

Wir schließen nun den Fall, daß die Reihe überall konvergiert, aus; Dann ist R(P) 
eine beschränkte Funktion von 6, und auf jedem Strahl OL existiert ein Trennpunkt 
M 65 für den 


OM, = E(6) 


ist; er trennt die Punkte des Strahls, in denen die Reihe (absolut) konvergiert, von 
den Punkten, in denen sie divergiert. Im Punkt M, selbst wird die Reihe in manchen 
Fällen konvergieren, in anderen divergieren. | 

Legen wir durch M, Parallelen zur y- und zur x-Achse, so ist die Reihe im Innern 
des Rechtecks OPM;Q konvergent und (nach dem Hilfssatz) innerhalb des Winkels 
Q’M,P' divergent (vgl. Abb. 55). Auf einem anderen Strahl OL’, der einem beliebigen 
Winkel 9’ mit der x-Achse entspricht, konvergiert also die Reihe für alle Punkte auf 
OR und divergiert für Punkte außerhalb von 8. Folglich liegt der Trennpunkt My, 
auf diesem Strahl zwischen R und $. Daraus sieht man leicht, daß sich R(P) stetig 
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ändert, wenn sich 0 von 0 bis z/2 ändert, so daß der Punkt M, im ersten Quadranten 
eine stetige Trennkurve beschreibt. 

Da bei Verkleinerung des Winkels 0 die Abszisse x; des Punktes M, nicht abnimmt 
und seine Ordinate %, nicht zunimmt, besitzen beide für 0 — 0 Grenzwerte. Dann be- 
sitzt aber. auch .R(6) einen Grenzwert. Ist dieser Grenzwert 


60 


endlich, dann strebt der Punkt M, gegen einen gewissen Grenzpunkt M$(R,,0) auf 
der x-Achse; anderenfalls besitzt die Trennkurve eine zur x-Achse parallele Asymptote 
(die auch mit der x-Achse übereinstimmen kann). Man kann das Gesagte leicht auf den 
Fall 6 — r/2 übertragen, indem man die x- mit der y-Achse vertauscht. 


Bemerkung. Man darf jedoch nicht denken, daß der Grenzpunkt M%, von dem 
eben die Rede war, auf der x-Achse notwendig mit dem Trennpunkt M,, zusammen- 
fallen muß. Der Punkt M, kann rechts von M$ (sogar im Unendlichen) liegen. Diese 
Möglichkeit darf den Leser nicht wundern, denn der Hilfssatz und die auf ihm auf- 
gebauten Überlegungen beziehen sich nur auf Punkte, die nicht auf den Koordinaten- 
achsen liegen. 

Wir ergänzen jetzt die im ersten Quadranten konstruierte Kurve durch die zu ihr 
(bezüglich beider Achsen und des Koordinatenanfangspunktes) symmetrischen 
Kurven in den übrigen Quadranten. Dadurch erhalten wir die Kurve, die im wesent- 
lichen den uns interessierenden Konvergenzbereich M bestimmt: In dem Teil der 
Ebene, der von außen durch diese Kurve begrenzt wird, ist die Reihe (14) konvergent (und 
zwar absolut), in dem Teil der Ebene außerhalb dieser Kurve divergiert die Reihe,!) auf 
der Kurve selbst kann die Reihe entweder konvergieren oder divergieren. 


397. Beispiele. 
1. Der Konvergenzbereich M der Reihe 


009 
Z atyk 
i,k=0 
ist, wie wir in Nr. 395, Beispiel 8, sahen, das Innere des offenen Quadrats (—1,1; —1,1) 


(Abb. 56); ihre Summe ist dort gleich - - } 
1—-ı1—y 


2. Für die analoge Reihe 


00 
% atyk 
i,k=1 
bei der die Zählung der Exponenten ;, k erst bei 1 beginnt, ist der Konvergenzbereich dassselbe 
Quadrat, dazu kommen aber noch die beiden Koordinatenachsen. Obwohl in diesem Fall der 
Trennpunkt M,, von dem oben die Rede war, für 6 — 0 gegen den Grenzpunkt M$(1, 0) auf der 
x-Achse strebt, konvergiert die Reihe auf der ganzen x-Achse (vgl. die Bemerkung in Nr. 396). 


3. Die Reihe 


oo 
Y 
a 


konvergiert offenbar in rn ganzen Ebene absolut. 


1) Wenn man die Koordinatenachsen ausnimmt, auf denen, wie erwähnt wurde, die Reihe auch 
außerhalb dieser Kurve konvergieren kann. 
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4. Für die absolute Konvergenz der Reihe 


> a) iyk, 
ük=o tik! 
d. h. für die Konvergenz der Reihe 


5 G-+K)! 


ik 0 y! ki lei’ Iyl®, 
4,K— x . 


ist notwendig und hinreichend, daß die Reihe 
REIN. „SERIEN: 
1 — (le] + 1yı) 


konvergiert, die sich aus der vorhergehenden durch Summierung längs der Diagonalen ergibt. 
Dies führt uns auf die Bedingung |x] + |y] < 1. Folglich ist der Konvergenzbereich das auf 
einer Ecke stehende Quadrat mit den Ecken (+1, 0), (0, +1); vgl. Abb. 57. 


& (el + u" = 


S 


IN 


Abb. 56 Abb. 57 
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5. Wir betrachten zum Schluß die Doppelreihe 

00 

Yaıy=1 +2+2° +... +20 4. +ıy+Xy-+-- +2PTy-+ 

ik 

+ay? +. + amy2 4 + ztym  . 
Wenn wir sie, vorausgesetzt, sie konvergiert absolut, zeilenweise summieren, so erhalten wir 
1 1 

1—-z1—ıy 


+++) ++ @y® + ]= 


Daraus folgt, daß für die absolute Konvergenz der Reihe die Bedingung |z[ < 1, |xy] < 1 not: 
wendig ist; diese Bedingung ist gleichzeitig auch hinreichend. Der Konvergenzbereich ist in 
Abb. 58 angegeben. Die Kurven sind gleichseitige Hyperbeln. 


398. Mehrfache Reihen. Die folgende Erweiterung des Begriffs einer unendlichenReihe 
geht vollkommen natürlich vor sich. Es sei ein unendliches System von Zahlen u;,. 
gegeben, deren s Indizes unabhängig voneinander alle‘ natürlichen Zahlen durch- 
laufen (s > 2). Dann heißt das Symbol 


oo 
»3 Ur... 


ick. I=1 


mehrfache (genauer s-fache) Reihe. 
Der (endliche oder unendliche) Grenzwert der Partialsumme 


na m p 
SEN — 22,28 - ur... 


für n > 00,m — 00, ....P — 00 Ist die Summe der Reihe. Die Reihe heißt konvergent, 
wenn sie eine endliche Summe besitzt. 

Ein wichtiger Spezialfall der mehrfachen Reihen sind die Potenzreihen in mehreren 
Veränderlichen: 


oo 
EZ oa... 
\ k...4=0 


Die grundlegenden Begriffe und Sätze der oben dargelegten Theorie lassen sich auch 
auf mehrfache Reihen verallgemeinern. 


$ 6.  Unendliche Produkte 


399. Grundbegrifie. Ist 


P1> Pa» Pas ++ Pas «-- (1) 
eine vorgegebene Zahlenfolge, so heißt das aus ihr gebildete Symbol 


Pr 


PıP2P3 ‘* = a Pn (2) 
ein unendliches Produkt.!) 


1) Wir begegneten schon früher einem solchen Symbol für ein Produkt, jedoch nur mit end- 
lich vielen Faktoren. 
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Wir bilden durch sukzessive Multiplikation der Zahlen (1) die Teilprodukte (oder 
Abschnitte) 


Pı=m, Pr=PıPp, Ps = PıPpPp3 ---» Pa = PıPa Pos (3) 


Wir werden in Zukunft stets die Folge {P,} dieser Teilprodukte dem Symbol (2) zu- 
ordnen. 

Der (endliche oder unendliche) Grenzwert P der Produkte P,, lim P„ = P, heißt 
Wert des Produktes (2), und man schreibt | 


P=pPp pn" =]1m- 
n=1 


Wenn das unendliche Produkt einen von O verschiedenen endlichen Wert P besitzt, 
so heißt das Produkt konvergent, anderenfalls divergent.!) 

Für das Verschwinden eines endlichen Produkts ist hinreichend, daß einer seiner 
Faktoren gleich 0 ist. Wir schließen bei einem unendlichen Produkt in den weiteren 
Betrachtungen diesen Fall aus, so daß bei uns steis p, + 0 ist. 

Wir erkennen leicht die Analogie mit den unendlichen Reihen (Nr. 362) und können 
uns klarmachen, daß — ähnlich wie bei den Reihen — auch die Betrachtung eines 
unendlichen Produktes nur eine spezielle Methode ist, eine Zahlenfolge (oder andere 
Folge) und ihren Grenzwert zu untersuchen. Es ist nützlich, diese Methode zu be- 
herrschen, da sie in manchen Fällen bequemer ist als andere. 


400. Beispiele. 


a — _ che _ir+1_,1 
2? 3° n? 2 n 2 


konvergiert das unendliche Produkt, und sein Wert ist gleich 1/2. 
2. Die Wallissche Formel (Nr. 317) 


T _ im 2.2.4.4 ..2n-2n 
2 >01-3-.3.5..-(2n — 1)(2n +1) 


/ 


ist offenbar gleichbedeutend mit der folgenden Darstellung von r/2 als unendliches Produkt: 


Sie führt auf die Formeln 


IT E = Peer] BEL 
m=1 (2m + 1)? 4 m=1 


3. Man beweise, daß (für |x] < 1) 
AHA UHEN) = 


1—x 


1) Ist also P = 0, so ist für uns das Produkt divergent. Obwohl diese Definition nicht mit der 
Definition der Divergenz unendlicher Reihen in Einklang zu bringen ist, so ist sie doch üblich, 
da sie die Formulierung vieler Sätze erleichtert. 
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gilt. Wie man sich leicht überzeugen kann, gilt für die Folge der Teilprodukte 
1-JPR,=1- UN MH), 


1 — a" 
P „= ———: 
ä 1—: 
Daraus folgt nach Grenzübergang die geforderte Gleichung. 


4. Wir erhielten in Nr. 54, Beispiel 7a, den Grenzwert 


lim cos u 008 I co —-— (+0). 


n 
n->00 a. 2 


Jetzt können wir ihn wie folgt schreiben: 


IT co — ap i 
sl a" 17 


Insbesondere erhalten wir für 9 = ey die Zerlegung 


2 Te Tr 
— = 008 — + C09 — ++» C03 
Te 4 8 Zur 
Wegen 
co — 2 und cs —— ae 
4. 2 2 2 2 


kann diese Zerlegung auch in der Form 


2 ı ı/ı 11/1 ı/ı , 11/1, 1ı1,/1 
a a ee oe WERTET 
geschrieben werden (F. VIErAt)). Diese Formel und die Wallissche Formel sind die ersten Bei- 
spiele für unendliche Produkte in der Geschichte der Analysis. 
5. In Nr. 350, Formel (10), stellten wir für das vollständige elliptische Integral erster Gattung 
die Formel 


Kik)= — lim(i+k)(i+ ER) (14 kn) 
Nn—09 
auf, wobei sich die Zahlenfolge {k,} aus der Rekursionsformel 
, _I-lMi-Mı 
HRS 


bestimmen läßt. Die obige Formel ist die Zerlegung von K(k) in ein unendliches Produkt: 


ku = k) 


OK) -7- 7 +k,). 


"6. Wir betrachten noch das unendliche Produkt 


n=1 RE 
N 


3) FRAncoIs VIhTe (auch VıETa), 1540— 1603, französischer Jurist und Mathematiker. 
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Die Teilprodukte haben hier die Form 
et 4l/n  einn+Ctn N 
- n+1 m +1 m +1 


wobei C die Eulersche Konstante und y, eine unendlich kleine Größe ist (vgl. (4) aus Nr. 367). 
Das Produkt konvergiert also, und sein Wert ist gleich P = eC. 


401. . Grundlegende Sätze. Der Zusammenhang mit den unendlichen Reihen. Wenn wir 


die ersten m Glieder des unendlichen Produktes (2) fortlassen, so erhalten wir das 
Restprodukt 


Tem  Pmn+ıPm+2 °** Pm+k ** > II Pr» (4) 


an n=m+i 
das dem Rest einer unendlichen Reihe entspricht. 


1°. Ist das Produkt (2) konvergent, so konvergiert für jedes m auch das Produkt (4); 
aus der Konvergenz des Produktes (4) folgt umgekehrt die Konvergenz von (2).) 

Den Beweis überlassen wir dem Leser (vgl. 1° aus Nr. 364). 

Für das Verhalten eines unendlichen Produktes ist also das Fortlassen oder Hinzu- 
fügen endlich vieler Anfangsfaktoren nicht von Bedeutung. 


2°. Ist das unendliche Produkt (2) konvergent, so gilt 


Iimr„=1 
M->C9 


(vgl. (4)). 
Dies folgt aus der Gleichung ’ 


und aus der Tatsache, daß P,„ gegen P =# 0 strebt. 
3°. Ist das unendliche Produkt (2) konvergent, so gilt 


limp,=1. 


Mit P,„ strebt nämlich auch P,_, gegen P; also ist 


"  IimP _P_ 1 
um mp, Pr 
(vgl. 5° aus Nr. 364). 

Nach diesen Eigenschaften der unendlichen Produkte, die den Eigenschaften der 
unendlichen Reihen analog sind, wollen wir uns damit beschäftigen, Zusammenhänge 
zwischen der Konvergenz unendlicher Produkte und gewisser unendlicher Reihen 
festzustellen; die uns erlauben, die für unendliche Reihen ausführlich entwickelte 
Theorie unmittelbar für die unendlichen Produkte zu verwenden. 

In einem konvergenten Produkt sind (von einer gewissen Stelle an) alle 7, positiv 
(vgl. 3°). Auf Grund von 1° können wir also, soweit lediglich das Konvergenzverhalten 
betrachtet wird, ohne Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen, daß allep, positiv 
sind. 


y 


1) Wir erinnern daran, daß wir alle 9, = 0 vorausgesetzt hatten. 
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4°. Für die Konvergenz des unendlichen Produktes (2) ist notwendig und hinreichend, 
daß die Reihe 


z In p, (5) 


komvergiert. 
Ist diese Bedingung erfüllt und L die Summe dieser Reihe, so gilt 


P=el. 
Wenn wir die Patialsummen der Reihe (5) mit L, bezeichnen, ist 
L;,=NP,; P„= eh. 


Aus der Stetigkeit des Logarithmus und der Exponentialfunktion folgt, daß L, gegen 
In P strebt, wenn, P, gegen den endlichen positiven Grenzwert P konvergiert, und 
daß umgekehrt der Grenzwert für P, gleich e? ist, wenn Z, den endlichen Grenzwert . 
L besitzt. 

Für die Untersuchung der Konvergenz des unendlichen Produktes (2) ist es oft 
zweckmäßiger, 9, = 1-+- a, zu setzen und damit (2) in der Form 


Il (1-+.a,) . (2*) 
und die Reihe (5) in der Form 

Zin(1-+a,) (5*) 

n=1 


zu schreiben. 
Mit diesen Bezeichnungen gilt der folgende einfache Satz: 


5°. Gilt zumindest für alle hinreichend großen n 
a, > 0 (oder au, <0), 


dann ist das Produkt (2*) genau dann konvergent, wenn die Reihe 


komvergiert. 
Da für die Konvergenz sowohl des Produktes (2) als auch der Reihe (6) in jedem 
Fall notwendig 


lim a, = 0 I (7) 


Nn-—>C09 


gelten muß (vgl. 3°), setzen wir diese Bedingung als erfüllt voraus. Dann gilt 


lim In(1-+.a,) 

n—>00 Un 
(vgl. Nr. 77, Beispiel 5a). Das bedeutet, daß die Glieder der beiden Reihen (5*) und 
(6), von einer gewissen Stelle an, ein bestimmtes Vorzeichen beibehalten. Nach Satz 2 


aus Nr. 366 konvergieren oder divergieren dann diese beiden Reihen gleichzeitig. 
Daraus folgt im Zusammenhang mit Satz 4° die Behauptung. 


=1 


\ 


402. Beispiele 329 
“ 
j Wir kehren zu dem allgemeinen Fall a, 0 zurück und beweisen den folgenden 
atz: 


6°. Ist neben der Reihe (6) auch die Reihe 
Lat (8) 


konvergent, so konvergiert auch das unendliche Produkt (2*). 
Zunächst folgt (7) aus (8). Mit Hilfe der Entwicklung der Funktion In (1 + x) nach 
der Taylorschen Formel (vgl. Nr. 125, Beispiel 5) erhalten wir 


; 
und damit 


y n(l1-+.a,) 1 | 
im BE) cu (9) 


Hieraus und aus Satz 2 von 1 366 folgt, daß die Konvergenz von (8) auch die der 
Reihe 


31a, —In(1-+a,)] (10) 


nach sich zieht. Da wir die Reihe (6) als konvergent vorausgesetzt haben, folgt daraus 
die Konvergenz der Reihe (5*) als Differenz zweier konvergenter Reihen. Nun ist nur 
noch der Satz 4° anzuwenden. 

Wir behandeln noch kurz den Fall, daß das unendliche Produkt gegen 0 „divergiert‘“. 


7°. Ein unendliches Produkt (2) [oder (2*)] hat dann und nur dann den Wert 0, wenn 
die Reihe (5) [oder (5*)] die Summe — oo besitzt. 

Insbesondere ist dies der Fall, wenn a, < 0 und die Reihe (6) divergiert oder wenn die 
Reihe (6) konvergiert, die Reihe (8) aber divergiert. 

Den Beweis überlassen wir dem Leser. Nur bezüglich der letzten Voraussetzung 
bemerken wir, daß aus der Divergenz der Reihe (8) auf Grund von (9)’die Divergenz 
der Reihe (10) folgt, die dann die Summe +00 besitzt. Dann ist wegen der Konver- 
genz der Reihe (6) klar, daß die Summe der Reihe (5*) gleich — oo ist. 

Zum Schluß benutzen wir den Zusammenhang zwischen dem Produkt (2) [oder 
(2*)] und der Reihe (5) [oder (5*)] für die Definition des Begriffs der absoluten Kon- 
vergenz eines unendlichen Produkts. Ein Produkt heißt absolut konvergent, wenn. die 
Reihe, die aus den Logarithmen seiner Faktoren gebildet wird, absolut konvergiert. 

Die Untersuchungen in Nr. 387 und 388 erlauben sofort den Schluß, daß absolut 
konvergente Produkte die Umordnungseigenschaft besitzen, während dies bei nicht- 
absolut konvergenten Produkten nicht der Fall ist. 

Nach dem Muster von Satz 5° kann’ man leicht den folgenden Satz beweisen: 


8°. Ein unendliches Produkt (2*) ist dann und nur dann absolut konvergent, wenn die 
Reihe (6) absolut konvergiert. 


402. Beispiele. 
1. Wır wenden die bewiesenen Sätze auf die folgenden unendlichen Produkte an: 


(a) m ( 4 =) ‚x > 0, konvergiert für <> 1 und divergiert für x s1, entsprechend dem 
z n® 
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| 1 

Verhalten der Reihe z — = (vgl. 5°); analog dazu konvergiert 77 7 (: — = für <> 1 (vgl. 5°) 
n=1N n=2 

und a gegen 0 für0 <xz<s1 (vgl. 7°). 


1}R-1 
714 
si: 1 
dukt Abeokit; PN en Reihe 2 2 — ist Se (vgl. 8°); für = <x = 1 konvergiert das 


_1)r-1 | 
Produkt nicht-absolut, da 1 Reihen z und 2 Fer konvergieren (vgl. 6°); für 
=1 


0<aıs & ist der Wert des Produkts gleich 0, da zwar die erste dieser Reihen konvergiert, 


1 i R 
EDRVLEIERN für <> Ey und zwar konvergiert für x > 1 das Pro- 


Va 


die zweite E nicht (vgl. 7°). 
2. Es sei {x,} eine beliebige Zahlenfolge aus dem Intervall (0, n/2). Dann sind die Produkte 


= © sinz 
ITeosz, und 7 — 


n=1 n=1 In 
00 j 
konvergent oder nicht, je nachdem, ob die Reihe I x7, konvergiert oder nicht. 


n=1 
Wir setzen zunächst voraus, die Zahlenfolge sei eine Nullfolge; dann ergibt sich die Behaup- 
tung aus 5° und 7°, wenn man die Entwicklungen 


2 . 2 
cs, =1—- + o(a), — nl +0) 
2 a; 6 
(vgl. Nr. 125, Beispiel 2 und 3) benutzt. 
Wenn die x, keine Nullfolge bilden, dann ist gleichzeitig auch die Reihe divergent, und beide 


Produkte haben den Wert 0.!) 


3. Aus der Theorie der unendlichen Produkte erhält man leicht den Satz von ABEL: Wenn 
$5 a, eine gegebene positive an ist und mit A, ihre n-te Partialsumme bezeichnet wird, so kon- 
ee oder divergiert die Bun 22 v» gleichzeitig mit der gegebenen Reihe (vel. Nr. 375, Bei- 
spiel 4). Zu beweisen brauchen wir nur die Divergenz. Geht A, — ©, so divergiert das unend- 
liche Produkt 


A(-2)-5 


n=?2 A, n=2 A, 


u 


oo 
gegen 0; dann divergiert (wegen 5°) auch die Reihe ar, 
n=24n 


4. Wir betrachten das wichtige Produkt 


(später in Nr. 408 werden wir sehen, daß es die Funktion sin x darstellt). Esseix #ir(k= 0), 
+1, +2. ..). Die (absolute) Ne dieses Produktes folgt sofort aus der Konvergenz der 


ge 
Reihe 2: —— , Wird jeder Faktor in zwei Faktoren zerlegt, so kann das Produkt auch in der 


E-gteat-gte tg 


1!) Daß diese Produkte einen endlichen Wert besitzen, folgt daraus, daß alle ihre Faktoren echte 
Brüche sind; ihr Wert kann jedoch nicht von 0 verschieden sein, da die notwendige Be- 
dingung für die Konvergenz (Satz 3°) verletzt ist. 
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geschrieben werden, so daß wegen 1 — om — 1 die Konvergenz bei der durchgeführten Zer- 
Te 


legung der Faktoren erhalten bleibt; ebenso bleibt der Wert des Produktes erhalten. Hier ist 
aber die Konvergenz nicht absolut, da die Reihe 


x x x x x x 
mu GET — a des ——— — ul 1 .s um EEE . a Gt 
Tr Te IT Ir NIC NT 


nicht-absolut konvergiert, so daß die Faktoren nicht beliebig umgeordnet werden dürfen. Wir 


ersetzen nun alle Faktoren 1 7 —_ durch 
NT 


T 


( + = em, 
NT 


Wir sehen leicht, daß dies weder einen Einfluß auf die Konvergenz noch auf den Wert des 
Produktes hat. Das neue Produkt ist jedoch auch absolut konvergent, denn es ist (vgl. Nr. 125, 
Beispiel 1) 


und die Faktoren sind (von einer gewissen Stelle an) echte positive Brüche. 
5. Man beweise (für 0 <q < 1). die Identität 
1 
ADAM = ——— — — 
1-9A-NA-P)- 


(EULER). 
Hinweis. Die Konvergenz beider Produkte ergibt sich mit Hilfe von Satz 5°. Man schreibe 
das erste Produkt in der Gestalt 


A-MU-NMU-PN:-, 
1(-1-P)ı-gP)- 
6. Man beweise (für x > Pf) 
no la N) (a rn —1) 
Dafür ist hinreichend, die Divergenz des unendlichen Produktes 
IT Pp+n_7 ( 2 er 
n=0% + N n=0 & -+ n 
oder (vgl. 7°) die Divergenz der Reihe 
© c—ß 
n=1% +N 
zu zeigen. Dies folgt leicht durch Vergleich dieser Reihe mit der harmonischen Reihe. 


Bemerkung. Dieses Beispiel und die folgenden Beispiele zeigen, daß es zur Bestimmung 
des Grenzwertes einer Zahlenfolge (oder einer anderen Folge) oft nützlich ist, die Theorie der 
unendlichen Produkte zu benutzen. 


| n 
7. Wir kommen nun auf die Reihe 5 = zurück, die wir schon in Nr. 370, Beispiel 2(e), 
n=1 n: / 
und Nr. 378, Beispiel 1(e), betrachtet haben. Wir ließen dort die Frage nach ihrem Verhalten 
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im Endpunkt z= — 2, ihres Konvergenzintervalls offen. In diesem Punkt drgibt sich die 
alternierende Reihe ° 


LE (-n® 


n® 1 
——, 
= n=1 n!e 


deren Glieder dem Betrage nach monoton abnehmen. Nach dem Satz von Leısnız (Nr. 381) 
konvergiert die Reihe, wenn die Gleichung 


erfüllt ist. Da das Verhältnis des (n + 1)-ten Gliedes dieser Zahlenfolge zum n-ten Glied gleich 


wurl 
ANBBETEE 
© 


ist, kann man diese Frage auf die Berechnung des Wertes des unendlichen Produktes 


i1\r 
1 „ (1+) 
— II ————— 


e 21 e 


zurückführen. Durch Logarithmieren erhält man (vgl. Nr. 125, Beispiel 5) 


. i n 
+) 
EL unfen .) 1-3 + la] - 


so daß dieReihe der Logarithmen (vom Typ der Reihe (5)) divergiert und dieSumme — oo besitzt. 
Der Wert des unendlichen Produktes (und mit ihm der gesuchte Grenzwert) ist also (vgl. 7°) 
gleich 0. Die Reihe konvergiert. 


8. Wir untersuchen nun das Verhalten der hypergeometrischen Reihe 


td lern - NDPBETFN-Prn-D u 
n!yy +) YHn—1) 
(vgl. Nr. 372 und Nr. 378, Beispiel 4) für «= —1, und zwar jetzt unter der Voraussetzung 


—1S5y9—-0&— BO (dieser Fall wurde nämlich noch nicht betrachtet). 
Das Verhältnis des (n + 1)-ten Koeffizienten zum n-ten ist hier gleich 


(a tn) tn) _ |, _Y-a—ßtl, An 
I+n)y+n) n Un 


Für hinreichend große Werte von n ist es positiv; essiy — a — ß> —I1, dann ist es sicher 
kleiner als 1. Die Reihe 


14 Spaten DAB+N-B+n— N 13) 
N !yy HdR N u 


ist also (bis auf einige Anfangsglieder) alternierend, und die Beträge ihrer Glieder nehmen mo- 
noton ab. Auch hier ist es zweckmäßiger, die Bestimmung des Grenzwertes (des absoluten Be- 
trages) des allgemeinen Gliedes auf die Bestimmung des Wertes des unendlichen Produktes 
r, k+tmM)(P+n) \ 


2 GrsoEe 


Flo, y2)=1+ 2 
n= 


(Al=SLD). (11) 


\ 
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£ 


zurückzuführen.!) Isty — a — > —1 (wie vorausgesetzt), so folgt aus (11) infolge von8atz7°, 
daß das Produkt den Wert O besitzt: Die Reihe konvergiert. 


Im Faly — x — = —1hat (11) die Gestalt 


+tHnB+tn)_,, An 
i+n)y+n) n? 


Nach Satz 5° ist der Wert des unendlichen Produktes von 0 verschieden; für die Reihe: (12) 
ist daher die notwendige Bedingung für die Konvergenz nicht erfüllt; die Reihe divergiert. 

Damit ist die Untersuchung des Verhaltens der hypergeometrischen Reihe abgeschlossen. 
Das Resultat ist in der folgenden Tabelle zusammengestellt: 


i+ (AHlsSL). 


2] <1 absolut konvergent 

x2]>1 divergent 

<=1 v—-—a—ß>0 absolut konvergent 
y—-a—ßS0 divergent 

= —li v—-a—ß>0 absolut konvergent 
02y—-a—-fß> —l nicht-absölut konvergent 
v—a—-ßs—hl divergent 


9. Man beweise, daß .die Reihe 
esse ; 
Z a,„(&2 — 1) (a? — 22) + (02 — m) 
n=l 


für alle Werte von x konvergiert, wenn sie für wenigstens einen nicht ganzen Wert x = x, kon- 
vergiert (STIRLING?)). 
Die Glieder dieser Reihe unterscheiden sich von den Gliedern der konvergenten Reihe 


Salt DE 2)--(@ m) 
n=1 


um die Faktoren 


(a8 — 1) (2? — 2°) --- (2? — n?) 
E-NE-D)- m) 


die sich für hinreichend große » monoton ändern. 
! Wir müssen noch die Beschränktheit der Faktoren nachweisen (da dann das Abelsche Kri- 
terium angewendet werden kann); dafür ist es am einfachsten, sich von der Konvergenz des 


Produktes 


.m—. 


2 2 
n=1 I — 


Ä 
zu überzeugen; wir überlassen es dem Leser. 


1) Der Anfangswert n = n, muß hinreichend groß gewählt werden, damit alle Faktoren positiv 


sind. | | 
” 2) James Sturrine, 1692— 1770, englischer Mathematiker. 
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10. Wir betrachten das unendliche Produkt 


1 © 1+-) 
I&) a I (13) 
n 


(EULER); x soll von 0 und allen negativen ganzen Zahlen verschieden sein. 
Den allgemeinen Faktor dieses Produktes kann man leicht durch 


1\z 
a), 8504.[2) 


In: 2 
N 


darstellen, woraus wegen Satz 8° folgt, daß das Produkt (absolut) konvergiert. Die dadurch de- 

finierte Funktion I'(x) ist (neben den elementaren Funktionen) eine der wichtigsten Funktionen 

aus der Analysis. In Kap. XIV, $ 5, werden wir eine andere Darstellung dieser Funktion an- 

geben und eingehender ihre Eigenschaften studieren. 
Da das n-te Teilprodukt die Gestalt | 


—  —-| 
z{i +2) ( $ 3) ” ( u Ba 
2 N 


besitzt, kann man auch 


! 


nt ) n!n® 
2 +1) +2). (e+n) 


n!n? 
Ic) = lim ——— (14) 
n>o ae +1) +2) (Hm) 
schreiben. Mit der Formel für Z’(x + 1) folgt leicht 
I‘ +1) en NE 
daraus ergibt sich die einfache, aber wichtige Beziehung 


Tx +1)=x:-T(e). z (15) 


=T; 


Ist x eine natürliche Zahl m, so erhält man die Rekursionsformel 
Tim +1) = m I{m). 

Wegen I'(1) = 1 (was man leicht verifiziert) folgt 
I(m+1)=m!. 


Eine andere wichtige Formel für die Z-Funktion findet man, wenn man die entsprechenden 
Seiten der Gleichungen 


Te +1)=2- Te) = II ——— 
n= 1 + 
N 
und 
oCz — 1 er/n 


gliedweise miteinander multipliziert (die erste Gleichung folgt aus (13) und (15), die zweite er- 
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gibt sich leicht aus Nr. 400, Beispiel 6). Man erhält 


eCz. (x +1)= ]T er 
n=1 1 Ka 
« N 
oder 
1 > x 
PIE SESREGEREN 3; EN: 
I(z +1) . u ( r 5 er#in, (16) 


die sogenannte Weierstraßsche Produktdarstellung. 


11. Wir bringen nun ein von EULER stammendes wichtiges Beispiel für die Transformation 


eines unendlichen Produktes in eine Reihe. Wenn wir die Primzahlen der Reihe nach nume- 
rieren, 


9% =2, P=3, DM-m5, er Di 5 
so gilt für x > 1 die Identität 


1 
ı- \hı - L\hı -\.hı _L\.. 
9% 3% 5% pe 

1 i 1 1 

regt ger _ 
oder 

o 1 © 1 
II 1 en 
k=1 = n=1NR 

P; 


so daß das Produkt die Riemannsche Z-Funktion darstellt (vgl. Nr. 365, Beispiel 2). 
Beweis der Identität. Nach der Formel für die geometrische Reihe gilt 


1 1 1 1 
GemmnCImr Tg GEETEES DT + ... 4 — + .... 
‚_1i » "ir (p7)” 
Pr 


Multiplizieren wir die endlich vielen Reihen miteinander, die denjenigen Primzahlen ent- 
sprechen, die kleiner als eine gewisse natürliche Zahl N sind, so ist das Teilprodukt gleich 


eu te (17) 
e Pr SN ı_ 1 n=ı1 N” n=ı N” n=N-+1 n®’ 
Bi 


wobei der Strich am Summenzeichen anzeigen soll, daß die Summierung nicht über alle natür- 
lichen Zahlen zu erstrecken ist, sondern nur über jene (1 nicht mitgerechnet), die in ihrer 
Primzahlzerlegung nur Primzahlen =N enthalten (die ersten N natürlichen Zahlen besitzen 
natürlich diese Eigenschaft). Daraus folgt 

1 oo 


N 
0<PN_ 5 —< —. 
= 2, N? neN+ı N? 


Auf Grund der Konvergenz der Reihe 5 n strebt der Ausdruck auf der rechten Seite, der 
N 


n=1 
ihren Rest nach dem N-ten Glied darstellt, für N — oo gegen 0. Der Grenzübergang führt also 
zu dem geforderten Resultat. 
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12. Die Beziehung (17) gilt auch für x = 1; daraus folgt ER 
PN)= II sec; 
Pr ZSN en I n=1 N 
Pr 
so daß für N — oo jetzt P{N? — oo geht, d. h., das Produkt 
1 > 1 
= 


BE TEE TE Eur agree 


divergiert und hat den Wert +. 

Darin besteht der von EULER angegebene Beweis für die Unendlichkeit der Menge der Prim- 
zahlen (was wir in der durchgeführten Überlegung nicht benutzten!); denn bei Endlichkeit 
dieser Menge müßte auch das Produkt einen endlichen Wert haben. Wenn man das erhaltene 
Resultat in der Form 


96-6 9)-6-2)--ä6-2)- 


schreibt, so kann man im Zusammenhang mit Satz 5° schließen, daß die Reihe 


1.1214 1 © 1 
, 137t77 En k=1 Pk 


divergiert. 
Dieser wichtige Satz gibt außerdem noch eine gewisse Charakterisierung des Wachstums der 


Primzahlen. (Dieser Satz ist bei weitem stärker als die Behauptung, daß die harmonische Reihe 
00 f i 

P3 En divergiert; denn hier haben wir es nur mit einem Teil ihrer Glieder zu tun.) 

n=1 % 


13. Analog kann man (für x > 1) die Identität 
1 


1 1 1 1 1 
Yale) | 


aufstellen, wobei im Nenner der linken Seite das Plus- oder das Minuszeichen steht, je nachdem, 
ob die (ungerade) Primzahl die Form 4n — 1 oder 4n + 1 besitzt. 


S 7. Die Entwicklungen der elementaren Funktionen 


403. Die Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe. Die Taylorsche Reihe. Wir 
betrachteten schon in Nr. 379 Reihen der Form 


Z a,a* =otar + ar + a a u an EEE (1) 
n=0 


also Entwicklungen nach Potenzen von x. Wenn man die „überall divergenten“ 
Reihen ausschließt, dann existiert für jede derartige Reihe ein Konvergenzintervall 
(—R, R) mit dem Mittelpunkt x = 0 und dem Konvergenzradius R > 0, der auch un- 
endlich sein kann. Ob die Endpunkte zum Konvergenzintervall gehören, ist von Fall 
zu Fall verschieden. 
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Man betrachtet auch die Potenzreihe in der allgemeineren Form 
er HH" = +) ++ u)" +, (2) 


eine Entwicklung nach Potenzen der Differenz x — x, (statt x). Eine derartige Reihe 
ist nicht wesentlich von der Reihe (1) verschieden, da sie durch die einfache Variablen- 
substitution x — x, = yıin jene übergeführt werden kann (bis auf die Bezeichnung der 
Variablen). Auch für die Reihe (2) existiert, wenn sie nicht „überall divergiert‘, ein 
Konvergenzintervall (x, — R,x, + R) mit dem Mittelpunkt x,. Die Endpunkte des 
Intervalls können wie bei (1) dazugehören oder auch nicht. 

In den folgenden Abschnitten werden wir die Eigenschaften der Potenzreihen ein- 
gehend studieren. Potenzreihen sind in vielem den Polynomen vergleichbar. Zum 
Beispiel sind die Potenzreihenabschnitte Polynome. Dadurch werden die Potenz- 
reihen zu einem geeigneten Hilfsmittel für Näherungsrechnungen. Große Bedeutung 
gewinnt in diesem Zusammenhang die Frage nach der Möglichkeit, eine gegebene 
Funktion nach Potenzen von x — x, (insbesondere nach Potenzen von x) zu ent- 
wickeln, d. h., sie in Form einer Reihe der Art (2) oder (1) darzustellen. 

Wir wollen uns hier mit Entwicklungen der elementaren Funktionen beschäftigen, 
wobei die Taylorsche Formel, die wir in Nr. 124 bis 126 ausführlich behandelt haben, 
den Lösungsweg für das gestellte Problem öffnet. Setzen wir voraus, daß die be- 
trachtete Funktion f(x) im Intervall [x,, 29 + H] oder [x, — H, x,] mit H > 0 be- 
liebig oft stetig differenzierbar ist, dann gilt, wie wir in Nr. 126 sahen, für alle Werte 
von x in diesem Intervall die Formel 


fx) = fx) + LEN (x — x) + Leu 20) + 


(n) 
m er (x = %o)" T 12(%)» (3) 


wobei das Restglied r„(x) in einer der in Nr. 126 angegebenen Formen dargestellt 
werden kann. Dabei können wir n hinreichend groß wählen, d.h., wir können die 
Entwicklung bis zu jeder beliebigen Potenz von x — x, durchführen. Dies führt na- 
türlich auf eine unendliche Entwicklung 


fa) = I) + I (& - 2) + tt 


rs Ken) FR EDER (4) 
n: 


Diese Reihe heißt Taylorsche Reihe der Funktion f(x), unabhängig davon, ob sie 
konvergiert und ob sie die Summe f(x) besitzt. Sie hat die Form (2), wobei ihre 
Koeffizienten 


f(&o) f (zo) ER: f(x) 
! ’ 


a = ro); 4, — 1 = St 000 An n! ’ 
Taylorsche Koeffizienten heißen. 
Da die Differenz zwischen f(x) und der Summe der ersten n + 1 Glieder der Taylor- 
schen Reihe auf Grund von (3) gleich r,(x) ist, gilt offenbar: Die Entwicklung (4) ist 
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genau dann in einem beliebigen Punkt x gültig, wenn das Restglied r„(x) der Taylorschen 
Formel für diesen Wert von x mit wachsendem n gegen O strebt: 


lım r.(&) —u (5) 
Für die Untersuchung, ob diese Gleichung gilt und für welche Werte von x sie gilt, 
werden wir verschiedene Formen des Restgliedes r„(x) verwenden, auf deren Abhängig- 
keit von n wir ausdrücklich hinweisen. 
Am häufigsten begegnet man dem Fall, daß x, = 0 ist und /(x) nach Potenzen von x 
entwickelt werden kann: 


0 Zi | Or) 
ji) DH ar Hart 6) 


diese Reihe hat die Form (1) mit den Koeffizienten 


0) _ _f’O _ fr(0) 


a = ft0), a 7 42 21 PS a / 77° 7 


(7) 


Wir geben nun das Restglied r„(x) unter der speziellen Voraussetzung x, =0 an 
(vgl. Nr. 126): 


f{+D (9x) a 


(8) 


Restglied von LAGRANGE?): r,(z) = 


r+nt 
(n+1) 
Restglied von CAucHY: r,(x) = min] (1 — OH)" a®*l. (9) 


Dabei kann über den Faktor 6 nur ausgesagt werden, daß er zwischen O und 1 liegt. 
Er kann sich aber mit x und n ändern (und auch bei beiden Restgliedern verschieden 
sein). 

Wir gehen nun zu konkreten Entwicklungen über. 


404. Die Entwicklung der trigonometrischen Funktionen und anderer Funktionen in 
eine Potenzreihe. Wir beweisen zunächst den folgenden einfachen Satz, mit dem sofort 
eine Reihe wichtiger Fälle erledigt wird: 


Wenn die Funktion f(x) im Intervall [0, H] oder [-H,0] Ableitungen beliebig hoher 
‚Ordnung besitzt und alle Ableitungen für alle Werte von x in dem betrachteten Intervall 
dem Betrag nach höchstens gleich einer bestimmten endlichen Zahl sind, 


als zZ (10) 
(wobei L nicht von n abhängen soll), so gilt im ganzen I ntervall die Entwicklung (6). 


Beweis. Für das Lagrangesche Restglied gilt auf Grund von (10) 


Mn 
r.(2)| OR HYT «| 7 S TU 


1) Diese Reihe heißt im allgemeinen Maclaurinsche Reihe; vgl. die Fußnoten in Band I, S. 230 
und 234. ö 
2) JosEPH LoVIs LAGRANGE, 1736— 1813, französischer Mathematiker. 
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:2 n+1l u 
Mit wachsendem r strebt der Ausdruck ar wie wir in Nr. 35, Beispiel 1, ge- 
sehen haben, gegen 0; übrigens folgt dies (auf Grund von Nr. 364, Satz 5°) auch aus 
der Konvergenz der Reihe 


00 Hr+ı 
el se 
WORTEN] 
(vgl. Nr. 370, Beispiel 2(a)). In diesem Fall hat aber auch r,„(x) den Grenzwert 0, wo- 
mit die Behauptung bewiesen ist. 


(a) Diese Voraussetzungen sind in jedem Intervall [—H, 7] auf die Funktionen 
fx) = e”, sin zT, COS x 


anwendbar, da der absolute Betrag ihrer Ableitungen 


2 


in diesem Intervall durch e# (bei der Funktion e*) und durch 1 (bei sinx und cos x) 
nach oben begrenzt wird. 

Da wir für diese Funktionen die Taylorschen Koeffizienten schon in Nr. 125, Bei- 
spiel 1 bis 3, berechnet haben, können wir die Entwicklungen sofort angeben: 


f(x) = e*, sin ( tn 3) ; cos (z +n 3) 


x a2 g* 
e-1I+4Stttt a) 
y3 25 y2k-1 
1 — —— AT ui rm 0 0 5 — | Zu) WERRESEHRRUENEEEER ..._. u 
sint=xr 51 +5 + (—]) Ski ; (12) 
«2 x ; gc2k 
ossz=-1- ty tod en" „(13) 


Sie alle gelten für jeden Wert von x. 


(b) Auf ähnliche Weise erhält man leicht die Entwicklungen für die Hyperbel- 
funktionen. Einfacher findet man sie jedoch mit Hilfe ihrer Definitionsgleichungen 
i e? BEER e? = e? — e”? 
sinhx = ae coshxr = 5 i 
die man erhält, indem man die Reihe (11) und die Reihe 


x 202 ng 
a 


die sich aus (11) ergibt, wenn man x durch —x ersetzt, gliedweise subtrahiert bzw. 
addiert. Wir erhalten 


e’—=]1 


3 
sinh x = 24.57 tert" AP EeiT] re 


rk 


u; 
ohr=i+ tg "r tapıt" 


22* 
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(c) Auf die Funktion y = arctan x ist der bewiesene Satz nicht anwendbar. Der 
allgemeine Ausdruck für die n-te Ableitung dieser Funktion ist (vgl. Nr. 116, Bei- 
spiel 8) 


y®m = (n — 1)! cos" y-sinn (v + 3) A (14) 


Es existiert also keine gemeinsame obere Grenze für alle y”. 
Da die entsprechende Taylorsche Reihe (vgl. Nr. 125, Beispiel 6) 


5 y2k-1 
ıgtrg reg oTt 


nur im Intervall [—1, +1] konvergiert!), wird außerhalb dieses Intervalls die Funk- 
tion arctan x sicher nicht durch diese Reihe dargestellt. | 
Für |x] < 1 gilt nach der Lagrangeschen Restform (8) [mit (14)] 


cos"*ly, - sin (n + 1) (v + 3) 1 
EEE re a he ee u Er a a a a a z]?+1 s — —; 


ra(e)] = rn era 


dabei ist yg = arctan Ox. Daraus wird klar, daß r„(x) gegen O strebt. Also gilt für alle 
Werte von x im Intervall [—1, +1] die Entwicklung 


23 25 z2k-1 
BEN) EL CER USERS ee ae 
arctanz =x 3 + Z + (—]) TEE ’ (15) 
Wir betonen noch einmal, daß die Entwicklung (15) außerhalb von [—1, +1] nicht 
gilt (obwohl arctan x auch außerhalb von [—1, +1] definiert ist), da die Reihe keine 
Summe besitzt. | 
Aus der Reihe (15) ergibt sich für x = 1 die Leibnizsche Reihe- 


TC 1 1 1 i 


= em ibise — 1)%- va 


die erste Reihe, die eine Entwicklung der Zahl x angab. 


405. Die logarithmische Reihe. Wenn wir für f(x) die FunktionIn(1+x2),x2>—J1, 
nehmen, dann lautet die entsprechende Taylorsche Reihe (vgl. Nr. 125, Beispiel 5) 
CE > 


w- +7: un 


Sie konvergiert nur für Werte von x aus dem Intervall _ 1, +1];2) das bedeutet, 
nur für diese Werte ist es sinnvoll, das Verhalten des Restgliedes r„(x) zu untersuchen. 
Wir benutzen zunächst die Lagrangesche Form (8). Wegen: 


n! 


1) Mit Hilfe des d’Alembertschen Kriteriums (Nr. 377) überzeugt man sich leicht, daß die Reihe 
für |z| < 1 (absolut) konvergiert und für |x| > 1 divergiert. Die (nicht absolute) Konvergenz 
fürz = +1 folgt aus dem Satz von Leiısnız (Nr. 381). 

2) Vgl. die vorhergehende Fußnote; für x = —1 ergibt sich (bis auf das Vorzeichen) die diver- 
gente harmonische Reihe. 


rd) = (—1)* 
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(vgl. Nr. 116, Beispiel 3) gilt 
ee 
n +1 (14 0x)"+1 


Für0 sr <s<1 st der letzte Faktor nicht größer als 1; daraus folgt 


‚o<®d<1N). 


Ir.) = 


1 
Engl also r,(x2) —>0 (fürn > oo). 

Für x < 0 ist das Verhalten dieses Faktors unklar; es ist deshalb zweckmäßig, die 
Cauchysche Form des Restgliedes zu verwenden (vgl. (9)). Es gilt 


ü _ 141 ar+ (1 — 0)" 
r.(2) = (1) x "Ideen 


Iajr+1 1— 9\* 
nal el) 


Da für x > —1stets1 +62 > 1 — $ gilt, ist der letzte Faktor kleiner als 1; folglich 
geht r„(x) — 0, sobald |x| <1 ist. 

Obwohl mit dem Cauchyschen Restglied das Problem für alle Werte von x zwi- 
schen —1 und -+1 gelöst wird, führt es doch für x = 1 nicht zum Ziel. Wir erhalten in 
diesem Fall 


rn <(d— 0"; 


da sich jedoch 0 mit n ändert, kann man daraus nicht schließen, daß (1 — 0)” gegen 0 


strebt. 
Zusammenfassend kann man sagen, daß für alle Werte im Intervall (—1, +1] 


0<9<j1), 


also 


a 2 2 
ee em GR  — —— 6 6 ® — n—1 un ... 
hi+9),=2-> 4. - +4 (17) 
gilt. Insbesondere erhält man für x = 1 die bekannte Reihe 
1 1 1, 
euer —n em  ——  —— 60 8 —— n-1 — eo... 
n2=1-—.+73 a (18) 


Aus der Reihe (17) kann man auch andere nützliche Entwicklungen herleiten. Er- 
setzt man z. B. x durch —x und subtrabiert die erhaltene Reihe gliedweise von (17) 
(dafür muß man |x| < 1 annehmen), so erhält man 

1 
2m +1 


Int lit ge tgertt +) (19) 


406. Die Stirlingsche Formel. Als Anwendungsbeispiel zeigen wir, wie mit (19) eine der wich- 
tigsten Formeln der Analysis, die Stirlingsche Formel, hergeleitet werden kann. 


‚ wobei n eine beliebige natürliche Zahl sei. Wegen 


Wir setzen in (19) © = 


In +1 
1 
1 
1i+x_ 1 _R+] 
1-2. _ 1 N 


4 
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erhalten wir die Entwicklung 
n+1 2 1 1 t 1 
1 FOR ABER |, 5 00 -UERCHR. SEEREERNE: Op AEBESSEL. JERSREE ZER |N 
“7 Prag a Klee Kr vera aa een (20) 
die wir auch in der Form 
1 1 1 1 1 1 
er Va ee I ee a ae ze 
(r + 5) ( +) mean rt 
schreiben können. Dieser Ausdruck ist offenbar größer als 1, aber kleiner als 


1 1 1 1 
De a ee 
u 3 Fr 1)? 7 (2n + 1)* . | r 12n(n +1) 


Somit gilt 
1< + )a(t+.)<14 
2 7 


\ 


1 
12n(n +1)’ 
woraus durch Entlogarithmieren 
1 


1 
a ( +)? = e "Tennti) 
n 

folgt. nler 
Wir führen nun die Folge der Zahlen a, = ein. Dann ist 

| ee 

2 

N 


i 
43)" 
f SONDRIE... AEENEER 


An e 


um 


und aus den obigen Ungleichungen folgt 
1 


1 REN 
a12r 


177 TIYPNETY 
+1 Bd nn U Zn 
ö eli{r+1) 


so daß einerseits a, > Qa,,., andererseits 


1 1 
a„.e MR <a, .e YintD 


gilt. Somit nimmt mit wachsendem n die Zahlenfolge a, ab (es existiert eine untere Schranke, 
1 
etwa 0) und strebt gegen einen endlichen Grenzwert a; die Zahlenfolge a,-e 12° wächst und 
1 


strebt offenbar auch gegen den Grenzwert a (wegen e 1, 1). Da für jedes n die Unglei- 
chung | 
1 


ano R -a<a, 
gilt, kann man eine solche Zahl 0 (0 < 09 < 1) finden, daß : 
rt 2. 
a=a,:e 2" oder a„=a- el?" 
= erwähnen, daß 6 im allgemeinen von n abhängt.) Mit der Definitionsgleichung für @,/ 
oig 


u 


0 
a!= a. u (2) cr 0<@<1). (21) 
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Es bleibt nun noch übrig, die Konstante a zu bestimmen. Dazu verwenden wir die Wallis- 
sche Formel (Nr. 317), die in der Gestalt 


= _m | (Zn)tt j 


2 no 2n +1] (2% — 1)!! 


geschrieben werden kann. Den Ausdruck in der eckigen Klammer formen wir wie folgt um: 


(2n)!! = [2n)!!? _ 2n-(n!)? 
(2n — 1)! (Zn)! (A)! 


Wenn wir n! durch den Ausdruck (21) und (2r)! durch den analogen Ausdruck 
6’ 
ven nm 7 — 
(2n)!= a Yan (>) . 024 0<0<1) 
ersetzen, so erhalten wir nach einigen elementaren Umformungen 


49-6’ 
_ an) PR ER 24an ; 
(On — 1)! 2 


’also ist 


Daraus folgt | 
a =2r oder 0 = Year. 


Setzen wir diesen Wert in (21) ein, so erhalten wir die Stirlingsche Formel 


0 
n — 
n! = Y2rn ) ‚el 0<@<I1), 


mit welcher man n! leicht für große 2 abschätzen kann. 
Zur Übung schlagen wir dem Leser vor, die Summe der Reihe 


an 2n +1 
= 
Billy ee | 


zu bestimmen, deren Konvergenz in Nr. 367, Beispiel 9(b), festgestellt wurde. 


Hinweis. Man berechne die n-te Partialsumme und gehe,'nachdem man sie mit Hilfe der 


Stirlingschen Formel umgeformt hat, zur Grenze über. Lösung: = (1 — in2). 


Mr 


407. Die binomische Reihe. Wir setzen nun f(x) = (1 + x)”, wobei m eine beliebige 
reelle, von O und allen natürlichen Zahlen verschiedene Zahl sein soll (für eine natür- 
liche Zahl ergibt sich die bekannte endliche Entwicklung nach dem binomischen Satz). 
In diesem Fall hat die Taylorsche Reihe die Gestalt 


N a I nr. 


(vgl. Nr. 125, Beispiel4) und heißt binomische Reihe; ihre Koeffizienten sind die 
Binomialkoeffizienten. Wegen der Voraussetzung bezüglich m sind alle Koeffizienten 
von 0 verschieden (ist dagegen m eine natürliche Zahl, dann sind der Koeffizient von 
x’m+1 und alle folgenden gleich 0). Mit Hilfe des d’Alembertschen Kriteriums (Nr. 377) 
ergibt sich, daß die binomische Reihe für |x] < 1 absolut konvergiert und für |x| > 1 
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divergiert. Wir untersuchen das Restglied r„(x) unter der Voraussetzung |x]| < 1 und 
verwenden die Cauchysche Form (9); das Lagrangesche Restglied kann auch hier 
nicht für alle x verwendet werden. 


Wegen 
ft!) = mim — 1). (m — rn +1)(m —n)(1 + „me 
gilt für das Restglied 


(m — 1) --- (m — n) (1 + Ha)m-"-1 


na) — (1 — On anrı, 


Durch Umstellung einiger Faktoren bringen wir es auf die Form’ 


_ m dm 4m N-n+1) 
nn u: 7: 777 ua 


„[1-0\" 
x x". max(l + 0x) ( 


Der erste der drei Faktoren stellt das allgemeine Glied der binomischen Reihe mit dem 
Exponenten m — 1 dar; da die binomische Reihe im Fall |x] < 1 für jeden Expo- 
nenten konvergiert, geht dieser Faktor mit n — oo gegen 0. Der zweite Faktor liegt 
dem Betrage nach zwischen den Grenzen 


Imz] - (1 — |2])”" und [mx] - (1 + |e])"-t, 


die sich mit rn nicht ändern; der dritte Faktor ist wie in Nr. 405 kleiner als 1. Also gilt 
r„(2) —0,d.h., für |x] < 1 gilt die Entwicklung 
(Ita =1-+me 


m(m — 1) 
= 1-2 


Keen ME bee Bl FE u, (22) 


die ebenfalls mit dem Namen NewTox verknüpft ist. 


Wir haben noch nicht die Frage behandelt, inwieweit die Reihe für die Werte x = +1 zu 
verwenden ist. Man sieht leicht, daß die binomische Reihe ein Spezialfall der hypergeometrischen 
Reihe ist und aus dieser für = —m,  =y und durch Ersetzen von x durch —z folgt. In- 
folgedessen kann man (entsprechend der Tabelle in Nr. 402, Beispiel 8) eine Tabelle aufstellen, 
die das Verhalten der binomischen Reihe in den Endpunkten x =, +1 des Konvergenzintervalls 
charakterisiert: 


z=l m > absolut konvergent 
0>m>-—1 nicht-absolut konvergent 
ms—l divergent 
= —1 m >0 absolut konvergent 


m<oO divergent 


Man kann zeigen, daß bei Konvergenz der binomischen Reihe ihre Summe gleich (1 + x)” 
ist. Um komplizierte Restglieduntersuchungen zu vermeiden, halten wir uns hier aber nicht 
damit auf. Das Ergebnis folgt sehr einfach aus einem allgemeinen Satz, den wir später beweisen 
werden (vgl. Nr. 437, Satz 6°). 
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Wir geben noch einige spezielle binomische Reihen an, z. B. für m = —1, EN „— Ey 
2 2 
1 
Er u 5 (-1<zre<I1) 


(die gewöhnliche geometrische Reihe): 


BER 1 1 1 5 (2n — 3)! 
IT gel ge Bd a ee N a. 
RR Te ie Aller 7 Tran (23) 
(-1szsI1); 
1 13 5 35 (In ii 
Gimmtsre EEE nn 1 — —t+— 7 ER — 13 — 11 _ »e0 | NIT ur n “.. 
Mrz Tg tn era: (24) 


Wir betonen, daß die Summe der binomischen Reihe im Fall eines rationalen m stets den 
positiven Wert der Wurzel liefert. 


Bemerkungen. 
I. Darauf beruht z.B. die folgende interessante Entwicklung, die von O. SCHLöMILCH 
stammt. Setzen wir in (23)2 = —y? (mit -1<y< 1), so erhalten wir 
1i-N- #8 31 
.Y n=1 (2Zn)!! 
Dann ersetzen wir y durch den Ausdruck : es „ wo 2 zwischen —oo und --oo variiert. Es 
2 


folgt: 
2 für kls1l, 


SS (2n—3)!!f 22 \amı 1 
— für klz1. 
2 


1-+22 


Dieses Beispiel ist deshalb interessant, weil für die Funktion, die in verschiedenen Inter- 
vallen durch die verschiedenen analytischen Ausdrücke z und n definiert ist, ein einziger ana- 
| z 


lytischer Ausdruck als Summe einer Reihe existiert (vgl. Nr. 40; Nr. 363, Beispiel 5). 


II. In allen oben betrachteten Beispielen wurde die Entwicklung einer Funktion in eine 
Taylorsche Reihe vorgenommen, bei der für alle Werte von z, für welche die Reihe konvergiert, 
die Summe gleich jener Funktion ist, für welche die Reihe hergeleitet wurde. Beim Leser 
könnte die Vermutung entstehen, daß es hinreicht, die Konvergenz der Reihe nachzuweisen, 
ohne die Bedingung (5) nachzuprüfen, durch die die Entwicklung (4) oder (6) gewährleistet 
wird. In Wirklichkeit ist dies aber nicht hinreichend. Wenn wir z. B. zu der in der Bemerkung 
aus Nr. 138 betrachteten Funktion 

1 
fa)=e " (fürr#0, f0)=0, 
zurückkehren, so existieren für sie, wie wir sahen, sogar für x = 0 Ableitungen beliebig hoher 
Ordnung, jedoch sind sie alle gleich 0. Eine Taylorsche Reihe der Form (6), deren Koeffizienten 
alle verschwinden, konvergiert natürlich überall, aber sie gibt für keinen Wert von x (außer für 
x = 0) den Wert der Ausgangsfunktion an. 


< 


408. Die Zerlegung von Sinus und Kosinus in unendliche Produkte. Wir lernten oben die 
Entwicklungen der wichtigsten elementaren Funktionen in unendliche Reihen nach Potenzen 
von x kennen, d.h. die Darstellung dieser Funktionen als „unendliche Polynome“. Zum Ab- 
schluß dieses Paragraphen stellen wir die Funktionen sin x und cos x in Form von unendlichen 
Produkten dar, die man durch Zerlegung des entsprechenden „unendlichen Polynoms“ in 
Faktoren erhalten kann. 
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Wir beginnen mit der Herleitung einer Hilfsformel. Aus der Algebra kennen wir die Moivre- 
sche!) Formel?) 


(cos2 + isin 2)? = cos mz +. i sin mz; 
dabei ist m eine natürliche Zahl. Rechnen wir den Ausdruck auf der linken Seite aus und ver- 
gleichen wir die Koeffizienten von i = Y—1 auf beiden Seiten, so erhalten wir 


m(m — 1) (m — 2) 
1.2.3 


sin m2 = m cos"-1l2.sinz — cos"-32.sin?z + --, 


Ist m = 2n + 1, so können wir, wenn wir die geraden Potenzen von cos x mit Hilfe der Formel 
cos®* 2 = (1 — sin? z)k ersetzen, das Resultat in der Form 


sin (22 + 1)z = sin zP(sin? 2) (25) 


schreiben; dabei ist P(u) ein Polynom n-ten Grades. 
Dieses Polynom kann, wenn %,, Us, --., %, seine Nullstellen sind, in der folgenden Weise in 
Faktoren zerlegt werden: 


P(u) = alu — u) + (u— u,) -4(! — = 2 ( — ). 


uU 
Die Nullstellen z,, v3 ..., u, lassen sich leicht aus (25) bestimmen. Bezeichnet man nämlich 
mit 2 diejenigen Nullstellen von sin (22 + 1)z, für die sinz von O verschieden ist, dann ist 


sin? z notwendig Nullstelle des Polynoms P(u). Offenbar entsprechen den Werten 2 = 
Te Te 

2 vo N— 
2n +1 2n+1 | 
wachsen, die entsprechend wachsenden (und folglich voneinander verschiedenen) Nullstellen 


on 
In +1’ 
‚ die zwischen 0 und Z liegen und in der angegebenen Reihenfolge 


”- 


T 


2n +1’ 


ü, > sin? Us = sin?2 


.., %=sSin?n 


Te 
Zn +1 


Ferner kann man A = P(0) als Grenzwert des Ausdrucks Er +12 
men; esfolgt A = 2n +1. sin 2 
Wir erhalten somit die Formel 


sin? ın2 
sin (20 + 1)2 = (nr + 1)sinz [1 - ———.—.\ ... Fe 
sin? — sin? n 


TC 
2n +1’ 


für z2—0 bestim- 


2n +1 nn +1 
j x 
oder, wenn wir z = ——— setzen, 
Zn +1 
sin?| = 5 s sin? so 
sin = (in + 1)sin —— lı - —— 11. Jı - —eil_ |. eo) 
2n +1 f % . TC 
sin? sin? n ‚ 
2n +1 Zn +1 


Wir werden z verschieden von 0, +r, +2r, :.. wählen, so daß sin x = 0 ist. Ferner wählen wir 
eine natürliche Zahl %, die der Bedingung (k + 1) rn > |x] genügt. Schließlich sei noch n > k. 
Wir stellen jetzt sin x in Form eines Produktes 


sinz = Un) . ven) (27) 


!) ABRAHAM DE MoIvRx, 1667—1754, französischer Mathematiker. 
2) Vgl. etwa Nr. 453. N 


3 


408. Die Zerlegung von Sinus und Kosinus in unendliche Produkte 347 


dar, wobei 
sin? sin? : = 
ulm = (2n + 1)sin = ı_ IL er FESSERRNEN. 1..3:.:2..20 
2n +1 = 
sin sin? k 
n+1i1 an -+i 
nur k Klammerfaktoren enthält und 
sin? sin? —- 
vin — FÜBENHEBIHENERE 15:00. EEE DR ı___ ril_ 
) Oo %T ni T 
sin (k-+1 3 
Kr Iren ri 


alle übrigen umfaßt. 


Zunächst sei % fest; dann kann leicht der Grenzwert von U!) für n — 00 bestimmt werden, 
da dieser Ausdruck aus endlich vielen Faktoren besteht. Wegen 


lim (2n + 1) sin 


Nn—>00 nt 
RL: 
2 
lim Wr fee 
> sin —. Kir 
n +1 


ist | 
2 2 2 
U, = lim UmM=x en ON ss Ey 
>00 7 dr | k?rn® 


Wegen (27) existiert auch der Grenzwert 


Y, — lim Vin, 
n->% 


wobei sinx = U; - V; ist. 
Wir beschäftigen uns nun mit der Abschätzung des Grenzwertes V;. Offenbar gilt’ für 0 < 


< = die Ungleichung 24 9< sing <p (vgl. Nr. 54, Formel (9); Nr. 133, 1). Daher ist 
% 


sin? BEER. EN < ee 
In +1 (Mn+i1) 
und 
Te 4 here 
in?h——— > — —— h=k-+1,..,n), 
ink > aa a 
also 
ı> vm> fi - — be (28) 
“in > A + 7 | m) 
Das unendliche Produkt 


oo 1 x? 
El) \ 
(wo h, so gewählt wurde, daß 4h, > ist) konvergiert, denn die Reihe 2 138 ist konvergent 
(vel. Satz 5° aus Nr. 401). Deshalb strebt das Restprodukt h=ho = 


= I (1 =) 
| 41? 
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ET SEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE TE nn 0 SR, 


für k — oo gegen 1 (vgl. Satz 2° aus Nr. 401). Offenbar bleibt die zweite der Ungleichungen (28) 
richtig, wenn wir 


1>vm>Yy, 
schreiben; lassen wir (bei festem k) n — oo streben, so erhalten wir 

1> 9, 2Vr- 
Daraus folgt 


im Y, =1, also lm U, =sine, 
ko ko ' 


und wir gelangen schließlich zu der wichtigen Produktdarstellung 


00 28 „2 22 PR 
et! 1-5). S)l- 5) (1-5) (29) 


die zuerst von EULER angegeben wurde. 

Sie gilt natürlich auch für die früher ausgeschlossenen Werte x = 0, +r, +2r, ..., da dann 
beide Seiten dieser Gleichung gleich O0 sind. Man sieht leicht, daß die einzelnen Faktoren genau 
den einzelnen Nullstellen von sin x entsprechen.) 


Wenn wir in der Zerlegung (29) x = ” setzen, so erhalten wir 


woraus wieder die Wallissche Formel (Nr. 317; Nr. 400, Beispiel 2) folgt. 
Wir weisen noch auf eine interessante Anwendung dieser Zerlegung hin, die wir, wenn wir « 
durch xx ersetzen, auch in der Form 


0) 22 
sinne =nte- JJ I1l—- — 
= n? 
n=1 


darstellen können. Wir erinnern uns an die Definition der I’-Funktion (vgl. Nr. 402, Formel 


(13)): 
lt) 
CU n=1 fr 


und an die Beziehung (x +1) =x- I'‘(x) (vgl. Nr. 402, Formel (15)); dann gilt 


_ 14)" 

Ti —2)=-z-IM(-x)= ]J7 in, 
nl a _ 
nr 


Durch Multiplikation gelangen wir sofort zu dem Ergänzungssatz 


I) -T1—-e)= ——, (30) 


sın TTrT 


der ebenfalls von EULER gefunden wurde; er gilt für alle nichtganzen Werte von x.?) 


1) Über die Möglichkeit, die Faktoren umzustellen, vgl. Nr. 402, Beispiel 4. 
2 
2) Setzt man insbesondere x = — so findet man [7 (2) — n;da für x > O0 auch !‘(x) positiv 


ist, folgt r(z) — Yr. 
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Te ee eignen nen un 22 


Analog der Zerlegung von sin x läßt sich die Zerlegung 


oo 2 
002 = 77 (1 7) Be x 


Fe (2n — 1) n2) „<ı 2n—1 \2 
a 
2n —1 
mit den Nullstellen + von c08 x herleiten. Sie kann übrigens auch aus der Zerlegung 
von sin x hergeleitet werden, indem man die Beziehung 
cosT = sin (7 — ) oder coor = u 
2 2 sin z 
benutzt. 
Schließlich erwähnen wir noch die Zerlegungen 
inh slı+ hz= JT7 fi z 3 
sınar =r-»- 1, cosıa rt = PM 1 
‚a = 2 ee) j er 
2 


die mit Hilfe ähnlicher Überlegungen aufgestellt werden können. 


S 8.  Näherungsreehnungen mit Hilfe von Reihen. 
Reihentransformation 


409. Allgemeine Bemerkungen. Am Beispiel der erhaltenen konkreten Entwicklungen erläutern 
wir, wie unendliche Reihen zu Näherungsrechnungen verwendet werden können. Wir schicken 
einige allgemeine Bemerkungen voraus. 

Ist eine unbekannte Zahl A als Reihe 


A=u + +. +a,+ 


darstellbar, wobei a,, as, az, ... leicht berechenbare (im allgemeinen) rationale Zahlen sind, und 
ersetzen wir A näherungsweise durch 


4,=u +%+-- +0, 
dann ist der begangene Fehler höchstens gleich dem Rest 


X = Ayıı FT Amıe 4° - 


Für hinreichend große n wird dieser Fehler immer kleiner, so daß man ein A, finden kann, das 
einer gegebenen Genauigkeit entspricht. 

Wir interessieren uns nun für die Möglichkeit, eine Abschätzung des Restes «, vorzunehmen, 
Dies würde uns erlauben, die Berechnung der aufeinanderfolgenden Partialsummen rechtzeitig 
abzubrechen, wenn die geforderte Genauigkeit bei der erhaltenen Näherung erreicht ist. 

Ist die zu betrachtende Reihe alternierend und nehmen die absoluten Beträge ihrer Glieder 
monoton ab (Leibnizscher Typ), so besitzt, wie wir sahen (vgl. die Bemerkung in Nr. 381), der 
Rest das Vorzeichen seines ersten Gliedes, und sein absoluter Betrag ist kleiner als der seines 
ersten Gliedes. Diese Abschätzung läßt an Einfachheit nichts zu wünschen übrig. 

Etwas komplizierter ist es bei einer positiven Reihe. Man versucht dann im allgemeinen, eine 
leicht berechenbare positive Reihe zu finden, deren Glieder größer sind als die Glieder des uns 
interessierenden Reihenrestes, und mit Hilfe dieser Majorante den Rest der gegebenen Reihe 


| nn, 21 
abzuschätzen. Zum Beispiel kann man für die Reihe 2 ri 
n= 


= di 2 1 u i\ 1 
en En ee 
m=n+1M m=n-+i m(m 2 1) m=n+1 \M — 
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erhalten (diese Abschätzung stimmt mit der in Nr. 373, Formel (11), durch Integration er- 
oO 
haltenen Abschätzung überein), und für die Reihel + } = ergibt sich 
m—=ı M: 


ER = 1 | 1 5 1 41 
m=n+1 m! N!m=n+ı (rn +1) -- m N! menrı (nr +1)” nin 


(diese Abschätzung benutzten wir praktisch schon bei der Berechnung der Zahl e in Nr. 37). 

Im allgemeinen wird eine auf eine gewisse Potenz von 10 genaue Berechnung der Zahl A 
gesucht, obwohl die Glieder der Reihe nicht durch Dezimalbrüche ausgedrückt zu sein brauchen. 
ı Bei ihrer Verwandlung in Dezimalbrüche treten Rundungsfehler auf, die berücksichtigt werden 
müssen. . 

Zum Schluß erwähnen wir noch, daß sich bei weitem nicht alle Reihen, die als Summe die 
uns interessierende Zahl A besitzen, zur praktischen Berechnung dieser Zahl eignen (selbst 
wenn die Glieder der Reihe einfach aussehen und der Rest leicht abzuschätzen ist). Ent- 
scheidend ist die Konvergenzgeschwindigkeit, d.h. die Geschwindigkeit, mit der die Partial- 
summen sich der Zahl A nähern. Wir nehmen als Beispiel die Reihen 


(vgl. Nr. 404, Formel (16), und Nr. 405, Formel (18)), die die Entwicklung der Zahl — bzw. 


In 2 angeben. Um mit Hilfe der Reihen diese Zahlen mit einer Genauigkeit von 10-5 EM zu 
können, muß man im ersten Fall 50000 und im zweiten Fall 100000 Glieder berechnen. Man 
müßte also schnellrechnende Maschinen heranziehen. 

Im folgenden werden wir die erwähnten Zahlen ohne besondere Schwierigkeit mit großer 
Genauigkeit berechnen, allerdings mit Hilfe geeigneterer Reihen. 


410. Berechnung der Zahl vn. Wir verwenden die bekannte Reihe 


Be 
t eu ec, —1sısi1 
arctanz =x ae: El ( stesI) 
vgl. Nr. 404, Formel (15)). Für x = — ist arctan x = 2 und wir erhalten die Reihe 
3 

Te 1 1 1 1 1 1 1 
EEE |, RE EN a); 
6 1/63 | 3 3 T 5 32.753 u 

die sich schon zur Berechnung eignet. Benutzen wir das Additionstheorem!) 
arctanz 4 arctan y = arctan u 

1— ıy 

und wählen wir für x und y zwei echte Brüche, die der Beziehung 
ZFY 1 oder @+)y+1)=2 
1— xy 


genügen, so erhalten wir 


7 = arctan z + arctan y = 2-5 4 -)+{-& + -). 


Setzen wir zum Beispiel x = — y= — so finden wir 
a fi 1 1 1 1 ı 171 1 1 
6; pt; \+6 3 pt, ) 


!) Es gilt in dieser Form nur unter der Voraussetzung, daß die Summe der Winkel dem Betrag 


nach kleiner als = ist (vgl. Nr. 50). 
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Es ar jedoch eine Reihe, die zur Berechnung der Zahl x noch geeigneter ist. Setzen wir 
& = arctan zZ’ so gilt 


2 10 
TURN tan 2& = 2 A ET SOSHEBL. . SIEPR. N 
1} 41 12 ı_2 119 
25 144 


Da die letzte Zahl in der Nähe von 1 liegt, liegt der Winkel 4& in der Nähe von — Setzen wir 


B=4u — — so erhalten wir 


120, 
119 1 1 
tan = —— =, al en on 
an ß 0 50 also 8 = arctan 539 
1+—. 
119 
Daraus folgt 
1 11 1 1 11 1 1 1 1 
— 16% — 4B = 16 I— — —  — Lu. — ee En ung ea 
RE E ara Taten ) 


1 1 1 
ER. (SEE =; 
Er FETT 


f 
Dies ist die Machinschel) Formel. 
Wir wollen hiermit x auf sieben Dezimalstellen berechnen. Dafür reichen die oben an: 


geschriebenen Glieder der Formel aus. Da die Reihe von Leibnizschem Typ ist, muß die Korrek- 
tur kleiner als das erste fortgelassene Glied sein; also gilt 


16 1 4. 1 
0<A — d 0<4A — u —, 
SS ge ST 
Die stehengebliebenen Glieder verwandeln wir in Dezimalbrüche, wobei wir sie auf acht Dezi- 


malstellen runden. Die Rechnung ist im folgenden angegeben (in den Klammern stehen die 
Vorzeichen der Korrekturglieder): 


16 16 
= = 3,20000000 et 67(—) 
_16_ — 0,00102400 a8 —= 0,00002926(—) 
5.55 7-57 
16 16 
TE a 0,00000091(+) no EN} 
3,201 02491 0,04269596 
3,201 02491 
—0,04269596 
3,15832895 
4 
0,01673640(+) 
4 


de 0,000000 10(—) 


0,016 736 30 


1) Jonn Macntn, 1685— 1751, englischer Mathematiker und Astronom. = 
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Ba u une IL 0 nl. a 


Unter Berücksichtigung aller Korrekturen gilt 
3,15832895 < 16& < 3,158328398, 


—0,01673632 < —4ß < —0,01673630, 
also 
3,14159263 < nm < 3,14159268. 


Damit ist schließlich x = 3,1415926 ..., wobei alle angegebenen Dezimalstellen genau sind. 


411. Berechnung von Logarithmen. Der Berechnung liegt die Reihe 


| 2 1 1 | 
— POMREN — 1 a en nn ... 
ea ZZ ei Tamm ımt | 
(1) 


zugrunde, die wir schon in Nr. 406 (vgl. dort Formel (20)) bei der Herleitung der Stirlingschen 
Formel benutzten. Für n = 1 ergibt sich die Entwicklung von In 2: 
2 | N 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 


1 
ITytvetrTetTveatrnetg 


N 


Die Reihe reicht zur Berechnung aus. Beschränken wir uns z. B. auf die angegebenen Glieder, 
so können wir In 2 auf neun Dezimalstellen genau bestimmen. 

Wenn wir nämlich die Reihe nach dem neunten Glied abbrechen, so entspricht dies einer 
Korrektur 


2/1 1ı ı 1 2 1 1 
Det EEE ER EEE BERN Ba ee 
Ar For! go 7 ee Frorgatr ) 
1 2 


— 12.19.98 ° 100° 
Die Berechnung auf 10 Stellen ist im folgenden angegeben: 


Z — 0,666.6666667 (—) 


D 


5 = 0,0246913580 (+) 


——— — 0,0016460905 (+) 


. 
Ne) 
rg) 


—— — = 00001306421 (-+) 


——— — 0,0000112901 (—) 


I @ 
D ol Io "io es 
Ne) 
=} 


3.11.98 = 0,000001 0264 (—) 


— 0,0000000965 (—) 


315.57 ” 00000000093 (—) 


3.17.55 > 90000000009 (+) 


0,6931471805 


411. Berechnung von Logarithmen 353 


Unter Berücksichtigung aller Korrekturen gilt 


0,6931471802 < In2 < 0,693 147 1809, 
also 
In 2 = 0,693147180 ...; 


alle angegebenen neun Dezimalstellen sind genau. 
Setzen wir nun in (1) n = 4, so erhalten wir 


3 81 "5 se 


Unter Verwendung des schon berechneten Wertes von In 2 können wir in In 5 mit Hilfe dieser 
Formel und dann auch In 10 = In 2 + In 5 leicht. berechnen. Damit sind wir in der Lage, den 
Modul 


In5=2In2 +slitgnrt 1 te). 


1 


M = — 
In 10 


für den Übergang von natürlichen zu dekadischen Logarithmen beliebig genau anzugeben. Er 
ist gleich M = 0,454294481 ... Durch Multiplikation mit dem Modul erhalten wir die deka- 
dischen Logarithmen log 2 und log 5. 

Wir gehen nun auch in der Ausgangsformel (1) zu dekadischen Logarithmen über: 


log(n +1) —-logn = sn l1+3 BERE.NERE RE. Gut") (2) 


In +1 3 (m+1? 5 (m+1)t 
Setzen wir hier n = 80 = 23. 10 und berücksichtigen wir, daß n + 1 = 81 = 3% ist, so gilt 
2M 1 1 1 1 
4loge3 — 3loge 2 — 1=—I|I1+—. Be BEN 
ö - 161 | Ir WETT STEREO | 


woraus leicht log 3 folgt. Setzen wir ferner in (2) n = 2400 = 3 . 2°. 10?, so wird 


n +1 = 2401 = 7% 
und 


2M 1 1 1 1 
a a f TS 23040601 5 230496018 " ). 
so daß wir auch log 7 erhalten. 

Mit Hilfe ähnlicher Zahlenkombinationen kann man die Logarithmen der Primzahlen und 
durch Multiplikation mit natürlichen Zahlen und Addition auch die Logarithmen zusammen. 
gesetzter Zahlen mit beliebiger Genauigkeit bestimmen. 

Man könnte auch anders vorgehen, indem man die Logarithmen der aufeinanderfolgenden 
natürlichen Zahlen berechnet und von In r zu In (n + 1) mit Hilfe der Formel (2) übergeht. 
Wir benötigen so für die Berechnung der Logarithmen der Zahlen von 1000 bis 10000 in (2) 


nur ein Glied, d. h., wir erhalten näherungsweise 


2M 


(10° sn s 10%). 
n+1 


log(n +1) —-logrn = 5 


Die Korrektur wird dabei gleich 


2M 1 01 1 1 ) 


an 41 3 (u + 1)? Tyan +17 


2M 1 1 
Sm ns f Toon + 1)2 77 + 1)% % 

_ 2M PR 
 3(2n +1)-2n-(2n +2) ' 24n° 


.23 Fichtenholz II 
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EEE a are RA EN ERSSEEFARRDSARFHEGRENENGErE EREENEEEEEEEEEERFE EEE SEHE SE UESBERSER ERSTEN 
Wegen n 2 10°? und 2M < 1 folgt 


de ee m 
24.10° ” 2.1010 
10% 


2.1010 
werden. Wir können aber eine derartige Überlagerung der Fehler vermeiden, in- 


Würden wir alle Fehler summieren, so würde der Fehler im allgemeinen kleiner als 


2.109 
dem wir mit der ersten Methode mehrere Kontrollrechnungen durchführen. Wir können also 
eine wesentlich höhere Genauigkeit erzielen, wenn wir gleichzeitig die für die automatische Be- 
rechnung geeignete Methode beibehalten (die besonders für die Aufstellung umfangreicher Ta- 
bellen geeignet ist). 


412. Berechnung von Wurzeln. Wurzeln lassen sich am einfachsten mit Hilfe von Logarithmen- 
tafeln berechnen. Sollen jedoch einzelne Wurzeln größere Genauigkeit haben, so ist es zweck- 
mäßig, die binomische Reihe 


mm — Der m(m — I) (m — 2) 


1-2 1-2.3 u 


i1+2J)"=1+mr+ 


(vgl. Nr. 407, Formel (22)) zu verwenden. 


k 
Wir nehmen an, es sei YA zu berechnen, wobei der Näherungswert a dieser Wurzel (der klei- 
ner oder größer als der tatsächliche Wert sein kann) noch unbekannt sei und festgestellt werden 
soll. Ist etwa 


wobei |z| ein nahe bei O liegender echter Bruch sei, so können wir die Wurzel auf die Gestalt 
k k 
YA=a|/ = all + ajı 
a 


bringen und die binomische Reihe für m = — benutzen. Oft ist es günstiger, von der Beziehung 


auszugehen, wobei le’ ebenfalls ein echter Bruch < (d.h. sehr viel kleiner als) 1 sei, die Um- 
formung 


VA = — = all + ya 


= 


a . u 1 
vorzunehmen und die binomische Reihe für m = — T anzuwenden. 


Als Beispiel wollen wir Y2 mit großer Genauigkeit berechnen, indem wir von dem Nähe- 
rungswert 1,4 ausgehen. Dazu formen wir die Wurzel nach einer der beiden Arten um: 


oder 
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Zur Erleichterung der Rechnungen wählen wir den zweiten Weg und erhalten 


= 14 (1 I a 0 a 
| +3 +3 tr tn ET Tee 


=. rue uns auf die notierten Glieder; sie alle lassen sich durch endliche Dezimalbrüche 
arstellen: 


1 
1 ee 1, 1 
a en 16 508 0101525 


3 1 
128 50 
63 


>36" 505 — 0000000000787 5 


— = 0,00000004375 


1,0101525445375 - 1,4 = 1,41421356235250. 


Da die Koeffizienten bei den Potenzen von = abnehmen, kann die Korrektur wie üblich ab- 
geschätzt werden: 50 
231 1,4 - 231 2,1 


A< 14 ———— ae er ererg — 
ut 7 RT ) 1024.50°.49  10u 


Daher ıst 
1,414213562352 < Y2 < 1,414213562373, Y2 = 1,4142135623...; 


alle zehn Dezimalstellen sind genau. 
Benutzen wir die Umformung 


Y2 = 1,41 (1 - 119 \" 


20000, 


so erhalten wir leicht bedeutend mehr Stellen: 
Wir geben noch einige Beispiele für solche Umformungen an: 


PEEE —1]/2 1/2 
= 173 (1- a \ i=z(i-) 


30000 3 100 

5 3 \v 0 8—_ 10 29 \18 
2=-—-[1+4+—), 3% —— 
4 ( en . 7 {i * 1) 


(ihre Berechnung mit Hilfe der binomischen Reihe überlassen wir dem Leser). 


413. Die Eulersche Reihentransformation. Vor Benutzung einer Reihe zur näherungsweisen Be- 
rechnung erweist sich oft eine Reihentransformation als zweckmäßig, durch die eine gegebene 
Reihe (nach der einen oder anderen Vorschrift) durch eine andere Reihe mit der gleichen Summe 
ersetzt wird. Eine solche Transformation ist natürlich nur dann günstig, wenn die neue Reihe 


schneller konvergiert oder zu Berechnungen geeigneter ist. 
Wir leiten nun die Formel für die klassische Eulersche Reihentransformation her. Gegeben 


sei die konvergente Reihe 
S(e) = -& Nat art Dat ; (3) 
dabei sei x > 0. Nur aus Gründen der Zweckmäßigkeit stellen wir den k-ten Koeffizienten in der 


Form (—1)* a, dar und setzen keineswegs alle a, als positiv voraus. Für die Folge der Zahlen 
ar (k = 0,1,2,...) führen wir die aufeinanderfolgenden Differenzen 


da = an 0%, Ada; = Aayyı — Aag = Ayız — 2aprı + Qp »-- 


23* 
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a Lee ul Laune neue 


ein (ähnlich wie in Nr. 122 für eine Funktion f(x) von stetig veränderlichem Argument x). All- 
gemein ist 

APa, = AP-lay,, — AP-la, = Ok+p (? ) Apıp-ı T (2 ). %tp-2 = "+ (-1Pa,. (4) 
Wir schreiben die gegebene Reihe in der Gestalt 
GE — 4% AX? — a,x° u AL? — A,X° 
1 en x 1+x 1+-x i+r 


Dies ist erlaubt, da sich die k-te Partialsumme der neuen Reihe von der k-ten Partialsumme der 
Reihe (3) nur um den Summanden 
1 
nee (1) ay,a#t 
unterscheidet, der für k — oo wegen der Konvergenz der gegebenen Reihe verschwindet (vgl. 
5° ausNr. 364). Zur Fa der Schreibweise führen wir nun die obigen Differenzen ein: 


Iz) = Eu 


S(z) = = (a, -— Ay x + da, - 2? — Aa, 0 -+ --). 
x 


Die nach dem ersten Glied - — übrigbleibende Reihe 


(da, Fa da, - x - da, » 22 — ...) 


ger 
schreiben wir wie in der Form 
x 
A+el : x —— (day — Aa, + 4a, —..), | 
so daß wir, wenn wir wieder das erste Glied abtrennen, 
Sa) = U R_. 24 —_ (A10, — Aa 24) 


er (1 +2) +74 Fr, 


erhalten. Setzen wir dieses Verfahren fort, so ist nach p Schritten 


_-—  h___in_. Na, „2 
Bier 1+2)° "Ares ü 
Ap-ı 
+ + Rule), (8) 
wobei 
R,(a) = (-1P rerser1 ap — APa,-2 + Aa, — -.) 
= ar k k 
= u Die 1)" APay - & 


gilt. Wir beweisen nun, daß R,(x) für p — oo verschwindet. Dazu ersetzen wir die p-te Diffe- 
renz APa, durch ihre Fu (4) und summieren: 


Bl) a N? an 


1 pP (9 
ee en 2% — 1)ktr-i a ‚gk+p-i, 
+ il ) PAu a re 
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Führen wir die Bezeichnung für den Rest der Reihe (3) ein, indem wir 


A) -2 (ltr a .ctr (n=0,1,2,...) 


— 


setzen, so geht der Ausdruck für R,(x) über in 


Bl) = E(3) #70) = ER arte). 


+ 2)P ;=o (1 +2), 


Wegen r„(2) — 0 gilt auf Grund von 6° aus Nr. 391 auch R „(2) > 0. 
Gehen wir in (5) mit p gegen oo, so finden wir 


1 x 2 \ 
a, — Aa, A?a, ® 
(@ Se 1) 
p 
BEE RN, DE sh; 
(a? A. (+) 
Durch Vergleich dieses Ausdrucks mit (3) gelangen wir zu der Eulerschen Reihentransformation 


00 dr a 0 u | 1 \v 
tat = Ei-tr am, 7 )- (6) 


Sie wird oft für x = 1 benutzt; dann stellt sie die Transformation einer Zahlenreihe in eine 
andere dar: 


S(z) = 


en 


‚Zi- ger en (7) 


p=0 pl 


414. Beispiele. 


1. Wir setzen a, = 
stante ist. Die Reihe °T* 


© (_—1)k 
k=0%2 + k&k 


ist, wenn in ihr hinreichend viele Anfangsglieder entfernt werden, eine Reihe vom Leibnizschen 
Typ und demzufolge konvergent. 

Die aufeinanderfolgenden Differenzen Aa;, A?a;, ... lassen sich leicht berechnen, und durch 
vollständige Induktion finden wir 


‚ wobei 2 eine beliebige, von 0, —1, —2, ... verschiedene Kon- 


p! 
APa, = (—1)P ——— | 
u Sn ?+k)(.+k+1).-(£+k+p) 
insbesondere 
| p! 
APa. = (—-1\V ————., 
N I D.-erD 


Somit ist auf Grund von (7) 
SCH . g-JI _p! 
02 tk peozftiz@ +1) (@+P) 
Setzen wir hier z = 1, so ergibt sich die Transformation der bekannten Reihe für In 2: 


| 
In2= 2(- 1)mı— 2 


en Mm nn. 2m’ 


Dem Leser ist klar, daß zur näherungsweisen Berechnung von In 2 die zweite Reihe wesent- 
lich günstiger ist. Um In 2 mit einer Genauigkeit von 0,01 zu berechnen, wären bei der ersten 
Reihe 99 Glieder notwendig, während bei der zweiten Reihe 5 Glieder genügen! 
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2. Es sei a. = — (2 #0, —2, —4, ...).. Schreiben wir a; in der Gestalt 
z 
a, = — ,‚ so können wir für‘ den Ausdruck APa, die vorige Formel benutzen: 
= +k 
Ada TB ee Fe ne ee Tel en, 
ET bs: ee Z 2 z(2 +2) .-- (2 + 2p) 
2\2 re 
In diesem Fall hat die Eulersche Transformation die Form 
= 1 L, :& p! 
—1)k — — — ———  — , 
„a z + 2k 2 »=02(2 +2) (2 + 2p) 


Insbesondere ergibt sich hieraus im Fall z= 1 die. Transformation der Leibnizschen Reihe 
für I: 
4 
1 _ 1 => p! 
KH 2, rt 
3. Fürr0O sr <s1 erhielten wir in Nr. 404, (c) die Entwicklung 
1 


TYP 
r 2 \ ) 


oo 
arctanz = J (—1)* weht, 


‘Wollen wir auf diese allgemeine Reihe die Eulersche- Transformation anwenden, so setzen wir 


in (6) a, = 5% n Dann können wir für APa, die Formel aus Beispiel 2 (für z = 1) benutzen: 
tt 
Ara, = (-1yp A! _ 


(2p +1)!1 
Außerdem ersetzen wir in (6) x durch x? und multiplizieren noch beide Seiten der Gleichung mit 
x. Dadurch erhalten wir 


— (—_ Ye a _ ti p_ a ( = 
arctanr = 2 or 4 x +2, ,S@p+nnlire (8) 


4. Man darf aber a annehmen, daß die Eulersche Transformation einer konvergenten 
Reihe stets zu einer Verbesserung der Konvergenz führt. [Vergleichen wir die Konvergenz zweier 


oo oo 
Reihen 3) c, und 3 c,, deren Glieder beliebiges Vorzeichen besitzen, so gehen wir davon aus, 
k=0 k=0 
wie sich das Verhältnis der entsprechenden Reihenreste y, und y, verhält: Gilt | — 
konvergiert die erste Reihe schneller, die zweite langsamer.] 
Beispielsweise geht 


—(, so 


er 


0.0) 
5 (—1)% er in die schneller konvergierende PREeR > 2 I 
k=0 2k 52 #» 
und 
1 
2k 


ISE 


oo p 
in die langsamer konvergierende Reihe } ı (7) 
k p=0 2 \4 
über. 

5. Bei der Benutzung der Reihentransformation zu Berechnungen ist es oft zweckmäßig, 
etliche Anfangsglieder der Reihe unmittelbar zu berechnen und nur den Reihenresi zu transfor- 
mieren. Wir wollen dies an einem Beispiel erklären, und zwar berechnen wir die Zahl x mit Hilfe 
der in Beispiel 2 hergeleiteten Reihe 

1-2 1.2.3 1-2..9 
z=2311 — m ... FE ESGIEEEEBE._ SEEN 1. 
143 +35 tar tr I en 
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Da das Verhältnis eines Gliedes zum vorhergehenden gleich u ist, bleibt der zu 


entjernende keihenrest stets kleiner als das letzte berechnete Glied. Beispielsweise erhalten wir für 


r sechs richtige Dezimalstellen, wenn wir 21 Glieder der obigen Reihe berechnen, denn das 
einundzwanzigste Glied ist gleich 


1.2.3 ..-20 
1:3:5... 4 = 0,00000037 ne <.0,0000005. 


Berechnen wir aber die ersten sieben Glieder der Leibnizschen Reihe unmittelbar und trans- 
formieren wir nur den Reihenrest nach dem siebenten Glied, so erhalten wir 


1 1 1 1 1 1 
r=4il—-— — 1 — — — 1. 1. 
| 317 7'797 Fer) 


1 1 1-2 1-2--9 h 
ED A a a ea nn 
(Sentuant UET-FETZUNTITETTE ) 


Hier ist schon das achte Glied der Reihe in der zweiten Klammer kleiner als die geforderte 
Schranke: 
1-2:-3-4-5.6-7 


= 0,00 ii 
15-17 20 0000002 


Zur Erreichung der Genauigkeit genügt es also, außer den sieben unveränderten Gliedern noch 
acht, d. h. im ganzen 15 Glieder statt (wie vorher) 21 zu berechnen. 


415. Die Kummersche Reihentransformation. Wir sahen, daß die Eulersche Transformation 
auf der Grundlage einer genau formulierten Regel zu einem eindeutigen, jedoch nicht immer 
günstigen Resultat führt (vgl. Nr. 414, Beispiel 4). Die Kummersche Methode, eine Reihe zu 
transformieren, ist willkürlicher und überläßt vieles der Geschicklichkeit des Rechners, führt 
aber hinsichtlich der Näherungsrechnung schneller zum Ziel. Wir beschränken uns auf die Dar- 
legung der dieser Methode zugrunde liegenden Ideen und bringen dann einige Beispiele zu ihrer 
Erläuterung. 
Gegeben sei die konvergente Reihe 


AD LAD L.. LAND Les (9) 


berechnet werden soll ihre Summe mit vorgegebener Genauigkeit. Offenbar ist A — 0 für 
k — oo. Wir wählen eine andere unendlich kleine Größe a{®, die zu A) äquivalent ist (Nr. 62) 
und für k — oo dasselbe Verhalten wie A\®) zeigt, und zwar so, daß erstens die Reihe 

alt) + ad ta + 
gegen eine endliche Summe A, strebt und zweitens sich diese Summe auch leicht berechnen läßt. 
Setzen wir 
so ist 


co co 
ak) — (AM), ‚2 AM —A, +2 aM, 


und die Berechnung der Summe der gegebenen Reihe läßt sich auf die Berechnung der Summe 
der transformierten Reihe zurückführen, deren Glieder schneller gegen 0 streben. 


Wollen wir z. B. die Summe der Reihe B> 2 berechnen, so erinnern wir uns an die Reihe 

© 41 k 
I -—— 
k=1k(k+1) 
1 1 


u) 


® kik +1) 


k=1 
mit der Summe 1 (vgl. Nr. 25, Beispiel 9) und bemerken, daß (für k > oo) 
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gilt. Wegen 
£ SERUEENE:  SEHORHNEFENB.. "ERIB 
ko kk+i1) Kik-+1) 


ist 
ii Hat 
re ke v1 kk +1) 


die transformierte Reihe ist für die Rechnung geeigneter. 
“ Diesen Prozeß können wir wiederholen. Wir nehmen eine neue, zu «X äquivalente Größe al 
derart, daß die Reihe 


alt) nz a‘?) u. Yes + alk) - Su 


gegen die endliche und leicht berechenbare Summe A, konvergiert, und führen die Berechnung 
der Summe der gegebenen Reihe auf Grund der Formel 


oo 00 
Z2AM=-A+4+L% ask) 
k=1 k=1 
auf die Berechnung der Summe der letzten Reihe zurück, deren Glieder 


schneller als a{X) gegen 0 streben. 
Wiederholen wir diesen Prozeß p-mal, so gelangen wir zu 


oO 00 
249 =-A+4+ ++), (10) 
k=1 k=1 
wobei | 
00 
A4;=Fa® (=1,2,..,P) 
k=1 


die bekannten Summen der sukzessiv abgetrennten Reihen sind, und haben so das Problem auf 


oo 
die Berechnung der Summe von 5 a# zurückgeführt. 


k=] oo 
Bei dem oben angegebenen Beispiel, in dem die Summe der Reihe > berechnet werden 
sollte, kann man ferner k=1 
5 1 B5 1 221 ® 1 
RR HN) ker) E+D ARE) 


schreiben, so daß also 


| 1 00 1 
Ze ter under 


- 


ist. Weiterhin erhalten wir 


EB SR 20", UUEHERHER RED. SONE 
k=ı K? 22 32 r=ı Kk +1) (k-+2)(k +3) 
usw. Nach p Schritten ergibt sich 
1 1 1 oo 1 
— 1 — tt. 4 — I. Sr se Een Fre nenn: (10a) 
SR Brett ZBETD-- ern 
Dabei haben wir stets die schon bekannte Formel 
on 1 1 


2 m ne men 
= kkE+I) -(kt+p—i(kk+p) pp! 
benutzt (sie geht aus der in Nr. 363, Beispiel 4, hergeleiteten Beziehung für & = 0 hervor). 
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Somit haben wir die Berechnung der Summe der langsam konvergierenden Reihe I — auf 
k=1 


die Berechnung der Summe ihrer ersten p Glieder und der Summe einer transformierten und 
schon für kleine p schnell konvergierenden Reihe zurückgeführt. | 


Wir geben nun noch ein komplizierteres Beispiel an. Mit S, (p eine natürliche Zahl) bezeich- 
nen wir die Summe von 


SS ESSUERSESTER. "ENDEBEENE 
a ik +1 (kp — 1% 
Für ein noch unbestimmtes % ist 
k+y _ k+1+y 
kb +1 (+ pP 1% (KAHN DE-- (k+p) 
ı __@p-1)k+plp+2y)k + yp 
(kb + 1% (kp — 1? (k+p% 
Daraus ist ersichtlich, daß (für k — oo) 
1 | k+y _ k+1+y 
2p 1 RED (k+P— N? (+ DEE+ 2 (k-+p) 
1 
TER + (+ p— N 


gilt. Ersetzen wir die Glieder der Reihe $, durch diese ihnen äquivalenten Differenzen, so er- 
gibt sich eine Reihe mit der leicht zu berechnenden Summe 


RER. 1... DIE 
2p — 1 (1-2-.3-..- p)? 


Die ergänzende (,transformierte‘‘) Reihe hat das allgemeine Glied 


__Pp a __w 
E se e+m|e+ |» | 


BFk + 1 (k + p)° 


Hier benutzen wir jetzt, daß y willkürlich ist, und wählen y so, daß im Zähler der Koeffizient 


von k verschwindet, also - 
3p 
‚= 


Y 


Damit erhalten wir für die Reihe 8, die Transformationsformel 


_ 5 11 
u 2(2p — 1) (p!)? T 2(2p — 1) pr en 


Setzen wir hier statt »p nacheinander die Werte 1,2,..., p ein, so ergibt sich hieraus 


Zu | 3 1 
_- . =—t—S,, 
Zr ar. | 
1 3 1 (21° 
ea tan 
— s — 1)! r)3 


2PA2p— 3a)? op ap—-1 Rp — 1! 
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Durch sukzessives Einsetzen gelangen wir zu dem Resultat 
Sl 1 1 1 1 2! 1 -1)! 
ee BEER ale ee A 
Zr CRERTERE TE Be 
(p!}° 2 1 
2P(2p — 1)!! a1 RAik+ 1)? --- (ke + pi 


Nehmen wir etwa p)= 5 und behalten wir in der transformierten Reihe ebenfalls fünf Glieder bei, 
so können wir die Summe der gegebenen Reihe mit einer Genauigkeit von 10-7 berechnen. 


+ (10b) 


416. Die Markofische Reihentransformation. Das von A. A. MArKorrl) entwickelte Verfahren 
zur Transformation einer gegebenen konvergenten Reihe (9), 


oo 
Pa A) = A, 
k=1 


überläßt ebenfalls vieles der Willkür des Rechners. Entwickelt man jedes Glied A) irgendwie 
in eine ebenfalls konvergente Reihe 
009 
AR — Sam 
i=1 


und bildet man aus den Gliedern dieser Reihen eine ‚‚unendliche rechteckige Matrix mit zwei 


Eingängen“ (vgl. Nr. 393, (1)), u 
> 
4A» al) alt) all) a) 
A») a(2) a(2) a(2) a2) 
am la a a am (12) 
Am | ad am a a'k) 


so erweist sich die gesuchte Zahl A einfach als Summe der zweifachen Reihe 
oo 00 ( 
k=li=l 


die dieser Matrix zugeordnet ist. Ferner setzte MARKOFF noch die Konvergenz aller Spalten- 
reihen voraus, 


eh 
»2 a;®) =4,; 
k=i 


oo 
und stellte eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür auf, daß die Reihe 3) A; gegen 
=1 


L 
dieselbe Summe A konvergiert. Die Markoffsche Reihentransformation besteht also aus dem 
Ersetzen einer zweifachen Reihe durch eine andere: 


oo oo 
A= AM 7A. 
k=1 i=1 


Hinreichende Bedingungen für die Anwendbarkeit der Markoffschen Reihentransformation 
sind z. B. in Satz 3 aus Nr. 393 genannt. (Der Markoffsche Satz ist jedoch bedeutend stärker, 
da er auf die dort geforderte absolute Konvergenz der Reihen verzichtet.) 


1) ANDREJ ANDREJEWITSCH MARKOFF, 1856— 1922, russischer Mathematiker. 
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Als Beispiel für die Anwendung der Markoffschen Transformation kann die Beziehung (13) 


[1 ® ® Rn DI ee 
aus Nr. 395 dienen. Gemeint ist die Reihe 5’ 2 ihr k-tes Glied läßt sich jetzt als Summe end- 
lich vieler Glieder darstellen: k=1 k 


1 
Pr ak) + a‘k) —- ... +aP®, +r, = (k — 1)! 


k 
{ 1 1 
x tt He) 
z (k — 1)! 


KAk-+1)--(2k—1)' 


Wird dann über die Spalten summiert, so führt dies auf die erwähnte Beziehung (vgl. Nr. 395, 
Beispiel 4). 

Interessant ist, daß die Markoffsche Transformation, wie schon in Nr. 395, Beispiel 4, be- 
tont wurde, nichts Neues ergibt, wenn die Entwicklung 


_2 m _®__k-d 
„2 "GAME HN) -- (+) 


benutzt wird; denn hier führt die Transformation einfach auf die gegebene Reihe. 

Die Konstruktion der Matrix (12) läßt sich mit einer wiederholten Anwendung der Kummer- 
schen Reihentransformation in Zusammenhang bringen. Davon haben wir schon in Nr. 415 
gesprochen (vgl. (10)); dort wurde aber der Kummersche Prozeß nur endlich oft wiederholt, 
hier denken wir uns diesen Prozeß unendlich oft fortgesetzt. Dabei muß nur jedes Mal nach- 
geprüft werden, ob das ‚„‚Zusatzglied‘ in (10) für 9 — oo gegen 0 strebt: 


1 
ke 


[e.e) 
= (k) _ 
lim , op =0. 
py>o k=1 


Um uns davon z.B. in bezug auf (10b) überzeugen zu können, bemerken wir, daß die im 
Zusatzglied auftretende Summe nicht größer als 


1 | 
— 
(21)? «=ı k* 
ist; also ist das ganze Zusatzglied höchstens gleich 
! | 
BEL. HE > — 
2P(2pD - 1)!! k=1 k 


und strebt offenbar für p — © gegen 0. Gehen wir in (10b) zur Grenze über, so gelangen wir zu 
der Gleichung 


Si ul nd Al ne ed -) 
er nt pn. 


© 1 (p—iÜ)! 
ar rip —ı)!t 
die, wie man leicht sieht, mit (13) aus Nr. 395 identisch ist. 


Jedoch führt ein Grenzübergang nicht immer zu einem nützlichen Resultat: Nehmen wir 
den Grenzübergang z. B. in (10a) vor, so erhalten wir einfach die Identität 


gu 
KR Ham 
Das von MArKorr dargelegte Verfahren ist also ein sehr allgemeines Schema, das dem Rechner 
viele Möglichkeiten bietet, jedoch große Anforderungen an seine Geschicklichkeit stellt. 
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& 9. Summierung divergenter Reihen 


417. Einführung. Bis jetzt haben wir im Laufe dieses Kapitels einer gegebenen Zahlen- 


reihe 
oo 


ZUORTATRTATNTEN (A) 


n= 
den Grenzwert ihrer Partialsummen, 
A=limA4,, 


als Summe zugeschrieben, und zwar unter der Voraussetzung, daß dieser Grenzwert 
existiert und endlich (oder -+oo) ist. „Oszillierende“ divergente Reihen hatten für 
uns keine Summen, und wir haben solche Reihen systematisch aus unseren Unter- 
suchungen ausgeschlossen. 

Durch verschiedene Tatsachen aus der Analysis, wie z. B. die Divergenz des Pro- 
duktes zweier konvergenter Reihen (Nr. 392), ergab sich in der zweiten Hälfte des 
vorigen Jahrhunderts die Frage nach der Summierung divergenter Reihen in einem ge- 
wissen neuen Sinne, der von dem üblichen natürlich verschieden war. Einige Me- 
thoden dieser ‚Summierung“ erwiesen sich als besonders fruchtbar ; mit ihnen wollen 
wir uns eingehender beschäftigen. 

Ehe CaucaHy seine exakte Grenzwerttheorie (und im Zusammenhang damit die 
Beihentheorie) schuf, begegnete man in der mathematischen Praxis nicht selten 
divergenten Reihen. Obwohl ihre Anwendung bei Beweisen angefochten wurde, gab 
es Versuche, ihnen sogar einen Zahlenwert zuzuordnen. So schrieb man z.B. der 
oszillierenden Reihe 


1-1+1-1+1-1+- 


noch zu LEIBNIZ’ Zeiten die Zahl - als Summe zu. EULER motivierte dies damit, daß 
aus der Entwicklung 


1 


re 


(die in Wirklichkeit nur für |x] < 1 gilt) für x = 1 sofort 


1 
zi-141-141-14- 


folgt. Hierin steckt ein weiterführender Gedanke, aber die Fragestellung bedarf der 
Präzisierung; die Willkür in der Wahl der Entwicklung läßt die Möglichkeit offen, 
etwa aus der Entwicklung 
rn Be ER East 
1+2 +... +21 1—a® 


(wobei » und m beliebig, aber m < n sei) gleichzeitig 


—= 1 —ım + a0 — attm Lin — 


—=1-141-1410 


zu erhalten. 
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Die moderne Analysis stellt die Frage anders. Zugrunde gelegt wird eine exakt for- 
mulierte Definition der ‚„verallgemeinerten Summe“ einer Reihe; diese Definition 
ist nicht allein für eine einzige uns konkret interessierende Zahlenreihe gedacht, 
sondern soll auf ganze Reihenklassen anwendbar sein. Über die Zulässigkeit einer 
solchen Definition können keine Zweifel bestehen: Der Leser muß daran denken, daß 
sogar der übliche Begriff der ‚Summe einer Reihe“, so einfach und natürlich er auch 
scheinen mag, durch eine formal aufgestellte und nur durch Zweckmäßigkeit gerecht- 
fertigte Definition eingeführt wurde. Die Definition der ‚verallgemeinerten Summe“ 
wird im allgemeinen zwei Forderungen unterworfen: 

1. Wird der Reihe }, a, die „verallgemeinerte Summe‘‘ A und der Reihe }) b, die 
„verallgemeinerte Summe“ B zugeschrieben, so muß die Reihe )) (pa, + gb„), wobei. 
p und q zwei beliebige Konstanten sind, als ‚verallgemeinerte Summe“ die ZahlpA + qB 
haben. Eine dieser Forderung genügende Summierungsmethode heißt linear. 

2. Die neue Definition muß die übliche Definition als Spezialfall enthalten, d.h., 
eine im üblichen Sinne konvergente Reihe mit der Summe A muß auch eine „verall- 
gemeinerte Summe‘ besitzen, die ebenfalls gleich A ist. Eine dieser Forderung genügende 
Summierungsmethode heißt regulär.t) Es versteht sich, saß uns nur solche regulären 
Methoden interessieren, die es erlauben, die ‚‚Summe‘“ in einer umfassenderen Klasse 
von Fällen festzustellen als die bisher übliche Summierungsmethode: Nur dann kann 
man mit vollem Recht von ‚„verallgemeinerter Summierung‘ sprechen.) 

Wir betrachten jetzt die beiden, für die Anwendungen besonders wichtigen Me- 
thoden der ‚„‚verallgemeinerten Summierung‘“. 


418. Die Potenzreihenmethode. Diese Methode stammt im wesentlichen von S.-D. 
Poısson, der als erster den Versuch machte, sie auf trigonometrische Reihen an- 
zuwenden; sie besteht in folgendem: 


Zu einer gegebenen Zahlenreihe (A) läßt sich die Potenzreihe 
ar = tax +9 ++ ++ (1) 
n=0 


konstruieren; ist diese Reihe für 0 <x<1 konvergent und hat ihre Summe f(x) für 
z—1-— 0 den Grenzwert A, 


x>1—0 
so heißt A auch die ‚(im Poissonschen Sinne) verallgemeinerte Summe‘ der gegebenen 
Reihe. 
Beispiele. 
1. Die von EULER untersuchte Reihe 
en ee 


führt hier auf Grund ‘derselben Definition auf eine Potenzreihe, deren Summe für 


Ä | lan 
x —1— 0 gegen den Grenzwert — strebt. Das bedeutet, daß die Zahl = tatsächlich die 


„verallgemeinerte Summe“ der gegebenen Reihe in dem hier angegebenen Sinne ist. 


1) Für diese Forderung findet man in der deutschen Literatur den Ausdruck ‚Permanenz- 


bedingung“. — Anm. d. Red. i 
2) Nach Knorr, Unendliche Reihen: umfassenderes Wirkungsfeld. — Anm. d. Red. 
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2. Wir betrachten ein allgemeineres Beispiel: Die trigonometrische Reihe 
1 = | 
2 r & cos nd (2) 
ist für alle (#— <0 < r) divergent. Hat nämlich 0 die Form x mit natürlichen Zahlen p 
und g, so ist für diejenigen Werte von n, welche ganzzahlige Vielfache von g sind, 
csnd = +1, 
so daß die notwendige Bedingung für die Konvergenz der Reihe verletzt ist. Ist der Quotient 2 
irrational, so gilt bekanntlich, wenn wir ihn in einen unendlichen Kettenbruch entwickeln und 


geeignete Brüche u bilden, 
N 


also 


Ind — mr] <—. 
n 
Somit gilt für unendlich viele Werte von n 
|cosnd +1] < _ 
n 
und demzufolge 


con >1—-. 
ö n 


Hiermit ist auch gezeigt, daß die notwendige Bedingung für die Konvergenz nicht erfüllt ist. 
Bildet man die Potenzreihe 


[0,0] 
2.0 5, r" cos nd (O<r<1H1) 
‚2 n=1 


(hier steht r anstelle von x), so ist ihre Summe für von 0 verschiedene Werte von ® gleich 


1 1—r? 

—_— (3) 
2 1— 2r cos® + r? 

(vgl. Nr. 440, Formel (5)), die für r — 1 — 0 verschwindet. Somit ist für 0 # 0 die „verall- 
gemeinerte Summe’ der Reihe gleich 0. Ist 0 = 0, so hat (2) offenbar die Summe +00; übrigens 
hat auch der Ausdruck (3), der sich in diesem Fall auf — er reduziert, den Grenzwert -+oo. 


3. Analog führt die Reihe 


ı N sinnd (-n so Se), 


n=1l 


die nur für 0 = 0 oder +r konvergiert, auf die Potenzreihe 


5 . 
ET ESAPHIEERL...ı\ SHENRR 
n=1 1 — 2rcos0 + r? 


(vgl. Nr. 461, Beispiel 6(a)), so daß hier die „verallgemeinerte Summe“ gleich = cot 2 für 
0 = 0 und gleich 0 für 0 = 0 ist. 2 2 
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Es ist unmittelbar klar, daß die zu betrachtende Methode der „verallgemeinerten 
Summierung‘“ linear ist. Daß diese Methode auch regulär ist, ergibt sich aus dem fol- 
genden, von ABEL stammenden Satz: 


Ist die Reihe (A) konvergent und hat sie die Summe A (im üblichen Sinne), so ist die 
Potenzreihe (1) für 0 <x< 1 konvergent, und ihre Summe strebt für x — 1 — 0 gegen 
den Grenzwert 4.!) 


Zunächst ist klar (Nr. 379), daß der Konvergenzradius der Reihe (1) nicht kleiner 
als 1 ıst, so daß die Reihe (1) für 0 <x<< 1 tatsächlich konvergiert. Ferner gilt die 
Identität 


La," = (1 — x) } 4,x" 
n=0 n=0 


mit A„=@a-+ 4a + + a, (vgl. Nr. 385, Beispiel 6, oder Nr. 390, Beispiel 4); sub- 
trahieren wir sie gliedweise von der offenbar gültigen Identität 


A=(1-— x) } Ar" 
n=0 
und setzen wir A — A, = &,, 80 gelangen wir zu 


A — Ya" =(1— x) N 0uX°. (4) 
n=0 n=0 
2) 
Wegen x, — 0 läßt sich zu einem beliebig vorgegebenen e > 0 ein N derart finden, 
daß ja,| < = e gilt, sobald n > A ıst. 
Wir zerlegen die Summe der Reihe auf der rechten Seite von (4) in die beiden Sum- 


men 


N 00 
(1—x) Yo," und (1-2 3% an*. 
n=0 


rn=N+l1 


Die zweite läßt sich sofort und unabhängig von x abschätzen: 


<i1-2) I ule<-<i1-n) I ar<-. 
n=N+Ii 2 2 


a2 > AnX” 
n=N+l1 


n=N-+1 


Die erste verschwindet für x — 1, so daß für hinreichend nahe bei 1 liegende x 


N € 
a2 Kot <z 
n=0 


1) Dieser Satz wurde von ABEL in seinen Untersuchungen über die binomische Reihe bewiesen; 
wir werden auf ihn in Nr. 437 (Satz 6°) zurückkommen. Es ist nicht zu bezweifeln, daß gerade 
dieser Satz auf die allgemeine Formulierung der Methode der „verallgemeinerten Summierung“ 
führte, die von Po1sson nur in einem Spezialfall angewendet wurde. Im Zusammenhang 
damit heißt die Methode selbst oft Abelsche Methode, obwohl ABer die Idee der ‚„Summie- 


rung“ divergenter Reihen fremd war. Wir werden diese Methode im folgenden die Abel- 
Poissonsche Methode nennen. 
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gilt. Also ist schließlich 


4 Zar <e. 


n=1l 


Damit ist der Satz bewiesen. 


419. Der Taubersche Satz. Hat die Reihe (A) nach der Abel-Poissonschen Methode die Summe 
A, so braucht sie im gewöhnlichen Sinne, wie wir sahen, keine Summe zu besitzen; d.h., aus der 
Existenz des Grenzwertes 


lim B5 An? — A (5) 


z>1-0.n=0 
folgt im allgemeinen nicht die Konvergenz der Reihe (A). Es ergibt sich natürlich die Frage, 
welche Zusatzbedingungen dem Verhalten der Glieder dieser Reihe auferlegt werden müssen, 
um aus (5) auf die Konvergenz von (A), d.h. auf die Existenz der Summe A von (A) im ge- 
wöhnlichen Sinne schließen zu können. 
Der erste Satz in dieser Richtung wurde von A. TAUBER!) bewiesen und lautet: 
Die Reihe (1) konvergiere für <x< 1, und es gelte die Limesbeziehung (5). Sind die Glieder 
der Reihe (A) so beschaffen, daß 
im at 2a 4 nn _ (6) 
Nn->00 N 
gilt, so ist auch 
oo 
Za„=4. 
n=0 
OÖ Beweis. Wir beweisen den Satz in zwei Schritten. Zunächst setzen wir 


lim na,„=0 oder a,„=o (>) 
Nn—00 n 
voraus.?) Schreiben wir 
Ö„n = max |ka;|, 
kzn 


so bilden die ö, für n — oo eine monotone Nullfolge. 
Für Pase natürliche N - 


oo 
Sa,-A= Fallen — Pr + | Zar Al, 
n=0 n=0 N+1 n=0 


nm= 


also®) 
N N [o'e) N [ee) 
2-4 SEmnia)+ z ul A 
n=0- n=( n=N+H1 N 
Ö 
<i1— N+1 al. 
RT ae A 


!) ALFRED TAvBer (1866-—?), österreichischer Mathematiker. 

?) Hieraus folgt nach dem bekannten Satz von CAUcHY (vgl. Nr. 33, Beispiel 13) schon das Er- 
fülltsein der Gleichung (6), das Umgekehrte gilt jedoch nicht, so daß wir jetzt von einer 
spezielleren Voraussetzung als (6) ausgehen. 

*) Wir benutzen die für 0 < x < 1 offenbar gültigen Ungleichungen 


1" =(1—)I1+z2 ++ ı+amb)<nl — x) 
und 


© zN+1l 1 
2 "= —. 
n=N+1 1—ı 1-—-zx 
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Wir wählen eine beliebig kleine Zahl e> 0 und setzen 
(1—a)N=e ode z=1 


so daß @ für N > co gegen 1 strebt. Nun sei N so groß, daß erstens die Ungleichung öy;, < & 
erfüllt ist und zweitens das entsprechende z so nahe bei 1 liegt, daß 


<E 


oO 
ar — A 
n=0 


gilt. Dann ist 


N 
3.4, -Al<@+ 0:8 
n=0 


Damit ist der Satz bewiesen. 
Auf den betrachteten Spezialfall läßt sich auch der allgemeine Fall zurückführen. Wir setzen 


% =, +20, + znr + na, (nz1), v=ß0, 


so daß 
1 
a, = = (9% — 9-1) (n 1) 
und demzufolge 
oo ek); 00 2 
Zaat=a+ ar — NH ar 
n=1 Nn=1j NW n=-1 NR 
nt) ar Da am (7) 
z n=1R% n=ı nan +1) , 


ist. Aus der Voraussetzung des Satzes, d.h. aus ı,0fürn > oo, ergibt sich nun leicht 
n 


© y 
im 1-2) -at=0. (8) 
z=1-—-0 n=1 N 


Für den Beweis hiervon genügt es, die Summe in 


\ 


N (0 .) 
1-2! +ri1-n)2 
1 N-+1 


# 
zu zerlegen und N so zu wählen, daß in dem zweiten Summanden alle Faktoren In dem. ab- 
N 
soluten Betrag nach kleiner sind als eine vorgegebene Zahl e > 0; dann ist für alle x auch die 
zweite Summe dem absoluten Betrag nach kleiner als e; bei dem ersten Summanden, der aus 
endlich vielen Gliedern besteht, kann man das gleiche erreichen, wenn man x gegen 1 streben 
läßt. Somit ist auf Grund von (7), (5) und (8) 


0 e) Yp 


lim al = A — 0. 


> 
z1-0n=1 Mn + 1) 
Wenden wir noch den bewiesenen Spezialfall des Satzes an, so gilt auch 


2 — 


ur — (do: 
n=ı rn +1) 


94 Fichtenholz II 
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Andererseits ist 


n Um 


/ = mm +1) m=ım naım +-I meım m-ı Mm n+i1 | ml 


Da der erste Summand auf der rechten Seite gegen 0 strebt, erhalten wir 


n 
im Ya„=4-—-%- 
n—>oo m=1 


Damit ist der Satz bewiesen. 


Nach TAUBER stellten verschiedene Mathematiker eine ganze Reihe schärferer Sätze ähn- 
licher Art auf (die sogenannten Tauberschen Sätze oder Sätze vom Tauberschen Typ), in denen 
die Taubersche Bedingung abgeändert und erweitert wurde. Bei diesen Sätzen wollen wir jedoch 
nicht verweilen. 


420. Die Methode der arithmetischen Mittel. Die Idee zu dieser Methode stammt in 
ihrer einfachsten Realisierung von &. FROBENIUS!), wird jedoch häufig mit den 
Namen von E. CesÄro?) und O. HöLDER verknüpft, die diese Methode weiterent- 
wickelten. Die Methode besteht in folgendem: 


Aus den Partialsummen A, einer gegebenen Zahlenreihe (A) lassen sich die aufein- 
anderfolgenden arithmetischen Mittel 


AtA  , _AtAtntAn 
9 serwn n+1 3 


&g = Ay, 0 = 


konstruieren; hat die Folge der Zahlen &„ für n — oo den Grenzwert A, so heißt diese 
Zahl auch die ‚(im Cesaroschen Sinne) verallgemeinerte Summe‘ .der gegebenen Reihe. 


Beispiele. 
1. Wir kehren zur Reihe 
jede ee 
zurück; hier ist 


a, 


k 1 
ok — en s &Kok-1 7" 7 
2k +1 y4 


also x, —> on Damit gelangen wir zu demselben Resultat wie auch mit Hilfe der Abel-Poisson- 


schen Methode (vgl. Nr. 418, Beispiel 1). 
2. Die Reihe 
1... 
— + ) cosnd (-n s$h<sr) 
2 n=]l 
hat (sobald 9 + 0 ist) die Partialsummen 
sn (m .. 3) 7) 
2 
An ———. 
2 sin — 0 
sin — 


1) GEORG FROBENIUS, 1849 — 1917, deutscher Mathematiker. 
?) ERNESTO CzsÄro, 1859— 1906, italienischer Mathematiker. 


420. Die Methode der arithmetischen Mittel 371 


Hieraus lassen sich leicht die arithmetischen Mittel berechnen: 


Bi n | 
(n+1)a,„ = : Zn (m +) 0 
2 sin —g m=0 . 
2 
1 n 
un 2 [cos m0 — cos (m + 1) 0] 
4 sin? — 9 == 
2 
| 9\? 
_1-csn+19 1 Aue )y 
4 sin? er z LA 
2 2 
Also ist schließlich 
sin (n + 1) > 
in ——— | —|. 
2(n +1) 0 


sın — 


Offenbar gilt &, — 0; also ist die „verallgemeinerte Summe“ für 6 # 0 auch hier gleich 0 (vgl. 
Nr. 418, Beispiel 2). 
3. Schließlich betrachten wir noch einmal die Reihe 
lo.e) 
N sin nd (nr sd se. 
n=1 


Für 0 = 0 erhalten wir 


008 20 — cos [r + z)® 


4,„= n 
2sin—6 
und damit 
| n+1 
(m +1) 0m = TE 000 20 - —— 5 [in (m +1)0 — sin mi] 
4 sin? — 0 "1 
2 
BE Ber 
Hot ri sin 
4 sin? — 09 / 
2 
also 
> Z ot — 0. 


In allen Fällen erhielten wir nach der Cesäroschen Methode dieselbe „verallgemeinherte 
Summe“ wie früher nach der Abel-Poissonschen Methode. Später (Nr. 421) werden wir sehen, 
daß dies kein Zufall ist. 


Auch hier ist unmittelbar klar, daß die Methode linear ist. Der bekannte Satz von 
CAucHY (vgl. Nr. 33, Beispiel 13) sichert im Fall der Existenz des Grenzwertes 


lim A,„=4, ' 


Nn->%9 


daß auch die arithmetischen Mittel «, diesen Grenzwert haben. Also ist die Cesärosche 
Methode regulär. 


24* 
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421. Die Wechselbeziehung zwischen der Abel-Poissonschen und der Cesäroschen Me- 
thode. Wir beginnen mit der folgenden einfachen Bemerkung: Ist die Reihe (A) nach 
der Methode der arithmetischen Miltel gegen die endliche ‚Summe‘“ A summierbar, so ist 
notwendig 


An = on). 
Aus 


X >A und 
folgt nämlich 
(n + 1) a, — no,-ı er An 
n N 


und damit auch 


was zu beweisen war. 
Die Wechselbeziehung zwischen den beiden Methoden bringt der folgende Satz 
von FROBENIUS zum Ausdruck: 


Ist die Reihe (A) nach der Methode der arüthmetischen Mittel summierbar und hat sie 
die endliche ‚Summe‘ A, so ist sie gleichzeitig auch nach der Abel-Poissonschen Me- 
thode summierbar und besitzt dieselbe Summe. 


Zum Beweis nehmen wir an, es sei x, — A. Infolge der obigen Bemerkung ist offen- 
bar die Potenzreihe 


f@) = z aye® 


für0 < x < 1 konvergent. Führen wir zweimal die Abelsche partielle Summation aus 
(vgl. Nr. 383 und besonders Nr. 385, Beispiel 6), so erhalten wir 


fa) =(1- > Ar = (1 2°} (m + 1) ,2";3) 


1) Von der Gültigkeit dieser Identität kann man sich auch unmittelbar leicht überzeugen, 
wenn man von der wegen der Beschränktheit der &, sicher konvergenten rechten Reihe aus- 
geht: 


1-22 +22) Ein +1)oyar= Fl +1)an — May + (m — 1) ay.]2" 
n=0 n=0 
= Eilin +) n 2,1] — [may — (m 1an she” 


= (A, — 4,1)? = Lan ar. 


u n= 


(Dabei setzen wir a_, = a_, = A_, = 0.) Die Konvergenz der letzten Reihe ergibt sich hier 
von selbst. 
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dabei ist, wie wir uns erinnern, Aa + 4ı + - +4, = (n + 1)«,. Bekanntlich gilt 
für0O <z<|1) 


FERN oder 1=1-2® En +1)ar. 
n= n=0 


Beide Seiten dieser Identität multiplizieren wir mit A und subtrahieren von ihr glied- 
weise die obige Identität: 


41—feı)=(1-— v2 (m +1) (d—a)a®. 
= 
Die Summe auf der rechten Seite zerlegen wir in zwei Summanden, 
N—1 00 
1-9) +1-)Y, 
0 N 
wobei die Zahl N so gewählt wird, daß fürn > N 


A— oa, <e 


gilt, wenn & eine beliebig vorgegebene positive Zahl ist. Dann ist die zweite Summe 
ihrem absoluten Betrag nach kleiner als e (unabhängig von x); bei der ersten Summe 
läßt sich das gleiche erreichen, wenn x gegen 1 strebt. Damit ist der Satz bewiesen 
(vgl. den Beweis des Abelschen Satzes in Nr. 418). 

Damit haben wir festgestellt, daß in allen Fällen, in denen die Cesärosche Methode 
anwendbar ist, sich auch die Abel-Poissonsche Methode anwenden läßt und das gleiche 
Resultat angibt. Die Umkehrung gilt nicht: Es existieren Reihen, die nach der Abel- 
Poissonschen Methode summierbar sind, aber im Cesäroschen Sinne keine ‚verall- 
gemeinerte Summe“ besitzen. 

Als Beispiel betrachten wir die Reihe 


1—2+3—-44+... 


Da hier offenbar die eingangs erwähnte notwendige Bedingung für die Summierung 
nach der Methode der arithmetischen Mittel nicht erfüllt ist, kann diese Methode 
nicht angewendet werden. Dagegen hat die Reihe 


1 — 2x +32 — 4? + --- 


1 Be Aa 1 
Urne die für 2 —1-— 0 gegen den Grenzwert 7 
strebt. Dies ist auch die „verallgemeinerte Summe‘ der Zahlenreihe nach der Abel- 
Poissonschen Methode. 

Also ist die Abel-Poissonsche Methode umfassender, d.h. auf mehr Fälle anwend- 
"bar als die Cesärosche Methode; die beiden Methoden widersprechen sich jedoch nicht, 


wenn sie sich beide als anwendbar erweisen. 


(für0 <x< 1) die Summe 


422. Der Hardy-Landausche Satz. Wie bei der Abel-Poissonschen Methode können auch bei der 
Cesäroschen Methode Sätze vom Tauberschen Typ bewiesen werden, die für die Glieder einer 
Reihe jene Zusatzbedingungen angeben, bei deren Erfülltsein aus der Summierbarkeit der 
Reihe nach der Methode der arithmetischen Mittel ihre Konvergenz im üblichen Sinne folgt. 
Auf Grund des Satzes von FROBENIDS ist klar, daß jeder Taubersche Satz für die Abel- 
Poissonsche Methode insbesondere auf einen solchen Satz für die Cesärosche Methode führt. 
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Beispielsweise läßt sich ein Tauberscher Satz jetzt folgendermaßen formulieren: Sirebt &, —4 
und ist die Bedingung 
lim dı — 2A, — Sn — nA, ze 0 
n—% N 


(9) 


erfüllt, so strebt gleichzeitig auch A, gegen A. Übrigens folgt hier der Satz unmittelbar aus der 
leicht zu verifizierenden Identität 
_ +29, +." + na, 1) 

n +1 i 


die in dem gegebenen Fall sogar auf die Notwendigkeit der Bedingung (9) hinweist. 
G. H. Harpy?) wies nach, daß der Schluß von &, — A auf A, — A nicht nur dann gezogen 


A, — 0 


1 ® ®. * “ 
werden kann, wenn a,= 0 (-) ist (dies ist im vorhergehenden enthalten!), sondern auch 
N 


unter der schwächeren Voraussetzung 


Ima| < € (C = const;m =1,2,3,...), d.h. = 0()- 
N 


E. LAnDAU zeigte, daß man sich sogar damit begnügen kann, wenn diese Beziehung nur ‚ein- 
seitig‘ erfüllt ist: 


Die Reihe (A) sei summierbar und habe nach der Methode der arıthmetischen Mittel die „Summe“ 
A. Ist dabei die Bedingung 


Min > —C (Ü = const > 0; m =1,2,3,...) 


erfüllt, so ist gleichzeitig auch 
00 
Za,„=Ä. 
n=0 


(Ändern wir die Vorzeichen aller Glieder der Reihe, so sehen wir, daß es auch genügt, die Un- 
gleichung in anderer Richtung vorauszusetzen: ma, < C. Insbesondere ist der Satz offenbar 
auf Reihen mit Gliedern gleichen Vorzeichens anwendbar.) 
Zum Beweis betrachten wir zunächst die Reihe 
n+k 
S= % Am 

m=-n+l 
mit beliebigen natürlichen Zahlen n und k. Durch identische Umformung läßt sie sich leicht 
auf die Gestalt 


n-+k n 
S= ZA ZAm=lnt+kt+ lan In +1)o, 
m=0 m=O 
— kann + (n + 1) (nt — &n) (10) 


Ü 
bringen. Jedes A„ (n <msn+k) kann man, wenn man die Voraussetzung a, > —— 
benutzt, nach unten abschätzen: = 


k 
Am = Ant (mıt a 


1) Es ist . 
(n +1)A„ (nn +1)o,„=(n +1)4,— (4. + Aı + + 4,) 
/ = (Au — Ad) + (An — A) ++ (An — An-ı) 
= ta ++) t+a ++) tt @n 
= a, + 2a, +4 + + na, 
2) GODEFREY HERoLD Harpy, 1877 —1947, englischer Mathematiker. 
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Daraus folgt, über m summiert, 
12 
‚0 


Setzen wir dies in (10) ein, so kommen wir zu der Ungleichung 


n+1 
k 


Jetzt lassen wir n — oo wachsen; die Änderung von k unterwerfen wir der Forderung, daß das 


eK I, 
Verhältnis = gegen eine vorgegebene Zahl e > 0 strebt. Dann strebt die rechte Seite von (11) 


Meat Ge — C. (11) 


gegen den Grenzwert A + eC, so daß für hinreichend große Werte von n 

A„<A-+ 2el (12) 
gilt. 

Analog gelangen wir zu der Ungleichung 
12 
S’<kA„ + ——.(, 
n—k 

wenn wir die Summe 


n 
= % Am kannt (n +1) (on — An) 
m=n—k+i 


betrachten und A, (fürn —k < m<< n) nach oben abschätzen, 
k 
Ama mit ta)<A, er 
Damit folgt 


An > On + BL 


k 


(&n — &-1) -— —— EC. 
n 


—k 
Wenn n gegen oo und gleichzeitig 12 wie eben gegen e geht (nur sei hier e < >) so strebt die 
N 


rechte Seite dieser Ungleichung gegen den Grenzwert 


A-——0>4A— 20. 
1—e 
Folglich ist für hinreichend große n 
4„>4A-— 2. (13) 


Vergleichen wir (12) und (13), so sehen wir, daß tatsächlich lim A„> 4 ist. Damit ist der 
Satz bewiesen. 


Bemerkung. Danach wurde auch für die Summierung nach ABEL und Po1sson ein ähn- 
licher Tauberscher Satz aufgestellt, von dem der eben bewiesene Satz nur eine spezielle Fol- 
gerung ist. Da der Beweis kompliziert ist, wollen wir auf ihn verzichten. 


423. Anwendung der verallgemeinerten Summierung auf die Reihenmultiplikation. Wir 
verweilen nun bei der Anwendung der verallgemeinerten Summierung auf die Multiplikation 
von Reihen nach der Cauchyschen Produktregel (Nr. 389). Außer der Reihe (A) sei noch die Reihe 


00 
Sb,=b+bh tr tr (B) 
n=0 
gegeben; dann heißt die Reihe 


oo 00 \ 
PR 65„= 2, (Qy0n + a,by-ı = nz An-ıdı = Q,00) (©) 
n=0 


n=0 
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Cauchysche Produktreihe der Reihen (A) und (B). Sind die gegebenen Reihen konvergent und 
haben sie im üblichen Sinne die Summen A bzw. B, so kann sich trotzdem die Reihe (C) als 
nicht konvergent erweisen (ein Beispiel dafür haben wir in Nr. 392 angegeben). 

Jedoch ist die Reihe (C) in allen Fällen nach der Abel-Porssonschen Methode summierbar, und 
zwar hat sie die Summe AB. 


Beweis. Für0 <x< 1 ist sowohl die Reihe (1) als auch die Reihe 


09 
>> b„x" u — bo + b,x -- b,x° —- a u ba” - ve 
n=0 
absolut konvergent (Nr. 379); ihre Summen bezeichnen wir mit f(x) bzw. g(x). Das Produkt 
dieser Reihen, d.h. die Reihe 


09 oo 
net = 2 (a0, + 005-1 Tuer An-ıdı + 0,05) 2", 
Nn=0 n= 
ist nach dem klassischen Satz von Caucay (Nr. 389) ebenfalls konvergent und hat als Summe 
das Produkt f(x) g(x). Diese Summe strebt für x — 1 — O gegen AB, denn, wie wir sahen, ist 
einzeln 
lim fa) = 4, lim g(x) = B. 
zs>1—0 z—>1—0 
Also ist die „(im Abel-Poissonschen Sinne) verallgemeinerte Summe“ der Reihe (C) tatsächlich 
gleich AB, was zu beweisen war. 

Als Schlußfolgerung hieraus ergibt sich der Abeische Satz über die Multiplikation von Reihen 
(Nr. 392). Aus dem eben besprochenen Beweis wird nämlich klar, daß die Schlußfolgerung gültig 
bleibt, wenn die Reihen (A) und (B) — statt im üblichen Sinne zu konvergieren — nur nach der 
Abel-Poissonschen Methode summierbar sind und die Summen A bzw. B besüzen. 

In diesem Fall kann man unter Berücksichtigung des Satzes von FROBENIUS (Nr. 421) auch 
folgendes behaupten: 


Sind aie Reihen (A), (B) und (C) im Cesäroschen Sinne summierbar und haben sie die „verall- 
gemeinerten Summen“ A, B bzw. C\, so ist notwendig 


C=4AB. 
Als Beispiel wollen wir das Quadrat der Reihe 
1 1 1-3 (2m — 1)!! 


en a ng — m er 
Y2 2 = 2.4 wen (2m)!!! = 
berechnen, die sich aus der Binomialentwicklung 
1 1 1-3 (2m — 1)!! 
ee E00" VERNRFEERPR AR: BER, |). Pi onsicBNHeet AaRer BERN 
\i+x Fa Fr en (2m)!! a: 


für x = 1 ergibt. Multiplizieren wir die Zahlenreihe mit sich selbst, so gelangen wir zu der 
wohlbekannten Reihe 


1-1+1-1+1-—-1+-.-,) 

deren „verallgemeinerte Summe‘ sowohl nach der Abel-Poissonschen als auch nach der 
2 
Cesäroschen Methode gleich En — nn ist. 
2 y2 
1) Wir benutzen hier die Identität 
= (2m — 1)!! 2n — 2m — 1)!! 
mo (2m)!! » (Zn —2m)ii 


wobei (—1)!! und O!! gleich 1 gesetzt werden. 
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Ferner erhalten wir durch Multiplikation dieser divergenten Reihe mit sich selbst die Reihe 
1—2+3—4-+.., 
* . 2 
deren „verallgemeinerte Summe“ im Abel-Poissonschen Sinne gleich — = oO ist (im Cesa- 


roschen Sinne ist sie nicht summierbar!). 


424. Andere Methoden zur verallgemeinerten Summierung von Reihen. 
1. Die Woronoischent) Methoden. Gegeben sei eine positive Zahlenfolge {p,}, und es sei 


Pı=P» P,=Mmtrı tr" +m (n>0). 
Aus den Partialsummen 4A, der Reihe (A) bilden wir den Ausdruck 
u, = PnAo + Pn-ıdı + + Pod 
P, j 


Wenn w, für n — oo gegen A strebt, nennen wir A die „verallgemeinerte Summe“ der Reihe (A) 
im Woronoischen Sinne (bei einer gegebenen Folge {p,})- 
Diese Methode ist sowohl in diesem Fall als auch in den nächsten Fällen offenbar linear. 
Für die Regularität der Woronoischen Methode ist die Bedingung 


lim Z2.— 0 
n->00 P; eh 


notwendig und hinreichend. 


Beweis. Wir nehmen zunächst an, die Methode sei regulär, d. h., aus A, — A möge auch 
w, — A folgen. Wählen wir insbesondere die Reihe 


1-14+0+40+0+4-, 


für welche A, = 1 ist und die übrigen A, verschwinden (so daß auch A = 0 gilt), so ist not- 
wendig 


Zum Beweis, daß die Bedingung hinreichend ist, setzen wir voraus, daß sie erfüllt ist, und 
zeigen, daß w, > A aus A, — 4 folgt. Im Satz von ToErurrz (Nr. 391) ersetzen wir ©, durch 


A, und t,m durch nn Die Bedingung (a) des Satzes ist erfüllt, denn es gilt 


n 


p n—-m p n—-m 
i u EEE << Dann nn = 2 2.2 —- 11) . 
u Fe 


Wegen 
n Rn 
 \taml>= 2% bum = 1 
m=0. m=0 


sind auch die Bedingungen (b) und (ce) erfüllt. Also strebt w, gegen A, was zu beweisen war. 


2. Die verallgemeinerten Cesüroschen Methoden. Wir kennen schon die Methode der arith- 
metischen Mittel (Nr. 420); sie ist die einfachste der Cesäroschen Summierungsmethoden. Mit 
einer festen natürlichen Zahl k führt CzsAro die Zahlenfolge 


Earl arte) 


m _ = __\t-1 Se - 
. n-+ k n+ k 
k k 


1) GEORGI FEODOSJEWITSCH WORONOI, 1868-1908, russischer Mathematiker. 
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ein und betrachtet ihren Grenzwert für n — oo als „verallgemeinerte Summe“ (k-ter Ordnung) 
der Reihe (A). Für k = 1 erhalten wir die Methode der arithmetischen Mittel. 
Im folgenden werden wir öfter die Beziehung 


k—1 k k+1 n+k—1\ /[n+k 

tere) le) D 
benötigen; sie läßt sich leicht durch vollständige Induktion nach 2 beweisen, wenn man von 
der bekannten Relation 


BL ee) 
I) 


ausgeht. 
Zunächst werden wir zeigen, daß die Cesaroschen Methoden jeder Ordnung Spezialfälle der 
n+k-—1i 


21 zu setzen, denn 


regulären Woronoischen Methoden sınd. Dazu genügt es, 9, = | 


aus (14) folgt dann P, = (" : ); offenbar ist 
DE u für n ©. 
P„ n+k 


Mit Hilfe von (14) ergibt sich, wenn wir die Definition der Größen S{X benutzen, 
Sk a Sik-D te. + SD = Sr 1) (15) 


Damit ist es möglich, eine Wechselbeziehung zwischen der Cesäroschen Summierungsmethode 
k-ter und (k — 1)-ter Ordnung herzustellen. Die Reihe (A) gestatte eine Summierung (k’— 1)-ter 
Ordnung, so daß y\X1) gegen A strebt. Auf Grund von (14) und (15) gilt 


yB — SA) lid ui ale iS 

i n-+k n+k 

k k 

kA) „an k (k-1) ;, [a +k—1\ en 

Eee Ka a ET 
/n+k 
k 

Wenden wir hierauf den Satz von ToEPLITZ (Nr. 391) an, wobei wir 

m+k—1 

k—1 


n+k 
k 
setzen, so können wir schließen, daß auch yiX gegen A strebt. Gestattet demnach die Reihe (A) 
die Summierung nach der Cesäroschen Methode irgendeiner Ordnung, so gestattet sie auch die 
Summierung jeder höheren Ordnung, und zwar mit der gleichen Summe. 
Wir wollen nun den schon bekannten Satz von FROBENIUS (Nr. 421) verallgemeinern: Ist die 


Reihe (A) summierbar mit Hilfe einer der Cesäroschen Methoden (etwa k-ter Ordnung), so hat sie 
auch nach der Abel-Poissonschen Methode diese Summe. 


| 
fh 


2 =y® und im 


Es seı 
lim „yP =]i Sn A (16) 
im — im —ı = A. 
Nn—>00 2a n—00 (* + ) 
k 


1) Unter ${P? verstehen wir A,. 


pr) 
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Daraus läßt sich leicht schließen, daß die Reihe 


o0 
syn (17) 


n=0 
für —1<x< 1 konvergiert; wegen (" B ö 


no nk k! 
Im FallA #0 ist 


lim YIS@I = 1, 
Nn>00 


k >» 
rn m folgt nämlich aus (16) 


! 


so daß nach dem Satz von CAuUcHY-HADAMARD der Konvergenzradius von (17) gleich 1 ist. 
Er ist in jedem Fall nicht kleiner als 1, wenn A = 0 ist. 
Wir betrachten nun die Identitäten 


je,6) oo 00 
Zant=(1— ae) Y A,ar=(1— ea) SS Var, 
n=0 n=0 n=0 


& n oo 
EZPait=(1—-x) Z SDar,ı) 
n=0 Nn=( 


O0 “ oo 
Sk Don — (1 — x) SE SPan, 
n=0 n=0 

Früher haben wir die Konvergenz der letzten Reihe im Intervall (—1, 1) nachgewiesen; daraus 
folgt (vgl. Nr. 390, Beispiel 4) auch die Konvergenz aller vorhergehenden Reihen. Außerdem ist 


00 X => n-+ k 
I ayar = (1 — a)ttt 2 SWan = (1 — a) 2 yi | a”. (18) 
n=0 n=0 n=0 k: 
Wir vergleichen (18) mit der Identität 
09 
1= (1a) 5 (" a ) a, (19) 
n=0 k 
die in demselben Intervall (—1, 1) gilt; sie ergibt sich durch k-malige Differentiation der Reihe 
1 oo 
= a". 
1-2 „= 


Multiplizieren wir beide Seiten von (19) mit A und subtrahieren wir dann gliedweise die Glei- 
chung (18), so finden wir 


00 00 k 
A Say = (1 ajtt STAY} (" . ) an. 
n=0 n=0 k 
Die weiteren Überlegungen (unter Berücksichtigung von (16)) sind denjenigen vollkommen 
analog, die wir beim Beweis des Satzes von ABEL (Nr. 418) und von FROBENIUS (Nr. 421) an- 
stellten; wir können sie deshalb dem Leser überlassen. Das Ergebnis lautet 
f oo 
im Ya,.r=4, 
z>1-0n=0 
was zu beweisen war. 
Wir erwähnen, daß divergente Reihen existieren, die nach der Abel-Poissonschen Methode, 
jedoch nicht nach einer der verallgemeinerten Cesäroschen Methoden summierbar sind. Die 
erste Methode ist also stärker als alle anderen hier behandelten Methoden. 


1) Hier und im folgenden benutzen wir Beziehungen der Art (15). 
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3. Die Hölderschen Methoden. Diese Methoden bestehen einfach aus einer wiederholten An- 
wendung der Methode der arithmetischen Mittel. Alle Fragen nach ihrer Regularität und der 
Wechselbeziehung lassen sich durch Hinweis auf den Satz von CAvchnY erledigen. 

Man kann zeigen, daß die k-malige Anwendung der Methode der arithmetischen Mittel voll. 
kommen äquivalent ist der Anwendung der Cesaroschen Methode k-ter Ordnung.!) 


4. Die Borelsche?) Methode. Sie besteht in folgendem: Zu der Reihe (A) und ihren Partial- 
summen A, läßt sich der Ausdruck 


Z An, 
_ Ben 2 A,2 os 
Nn=0 n! 


konstruieren. Ist diese Reihe (wenigstens für hinreichend große Werte von x) konvergent und hat 
ihre Summe für x — oo den Grenzwert A, so’nennen wir diese Zahl die ‚„‚verallgemeinerte Summe“ 
im Borelschen Sinne für die gegebene Keihe (A). 
Wir beweisen, daß die Borelsche Methode regulär ist. Die Reihe (A) sei konvergent; ihre 
Summe bezeichnen wir mit A und die Reste A — A, mit a,. Für hinreichend große x gilt 
n 
A — 2A — = gan —er 4, u 


= n! n! n! 


Zu einem beliebig vorgegebenen e > 0 läßt sich eine Zahl N derart finden, daß |«,| . — für 
n > N gilt. Bringen wir die ganz rechte Reihe auf die Form 


je,*) gen 
ana He Z ons 
n=N+1 nn! 


so sehen wir, daß der zweite Summand für jedes x dem absoluten Betrag nach kleiner als Z ist 
und der erste Summand als Produkt von e”* mit einem Polynom in x für hinreichend große x 
dem absoluten Betrag nach ebenfalls kleiner als n bleibt. Damit ist der Satz bewiesen.?) 


5. Die Eulersche Methode. Für die Reihe 
oo 
3 (—1)K a; 
k=0 


fanden wir in Nr. 413 (vgl. Formel (7)) die Beziehung 


Arag 


Ipıı ’ n 


00 
(1a, = 2 Perle 
k=0 
die Eulersche ae Dabei folgt, wie bewiesen wurde, aus der Konvergenz der 
linken Seite schon die der rechten Reihe und damit die Gleichheit ihrer Summen. 

Jedoch kann auch bei Divergenz der ersten Reihe die zweite Reihe konvergieren; in diesem 
Fall sah EuLeErR ihre Summe als „‚verallgemeinerte Summe“ der ersten Reihe an. Darin besteht 
eigentlich die Eulersche Methode; diese Bemerkung garantiert die Regularität der Methode. 

Schreiben wir die zu betrachtende Reihe in der üblichen Form (A), d. h. ohne die Vorzeichen 
der a„ hervorzuheben, und erinnern wir uns an die Formel (4) aus Nr. 413 für die 7-te Differenz, 
so können wir sagen, daß nach der Eulerschen Methode als ‚‚verallgemeinerte Summe‘ von (A) 


1) Satz von KnopPp und SCHNEE (WALTER SCHNEE, 1885—1958, deutscher Mathematiker). — 
Anm. d. Red. 

2) Emiwe Boreı, 1871—1956, französischer Mathematiker. 

8) Der Leser erkennt die Ähnlichkeit dieses Beweises mit dem des Satzes von ABEL (Nr. 418) 
und der anderen Sätze. 
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die gewöhnliche Summe der Reihe 


p p » 


genommen werden kann (vorausgesetzt, die letzte Reihe konvergiert). 

Hiermit schließen wir den Überblick über die verschiedenen Methoden zur Summierung diver- 
genter Reihen ab, da die hier angegebenen Methoden genügen, um dem Leser einen Eindruck 
davon zu vermitteln, wie vielfältig man an diese Frage herangehen kann. Ob eine Methode 
regulär war, haben wir in allen Fällen nachgeprüft. Leider konnten wir uns nicht immer in die 
Wechselbeziehungen zwischen den verschiedenen Methoden vertiefen. Es kann durchaus vor- 
kommen, daß die Anwendungsbereiche zweier Methoden sich überschneiden (jedoch nicht über- 
einstimmen); auch können zwei Methoden ein und derselben divergenten Reihe verschiedene 
„verallgemeinerte Summen“ zuordnen. 


425. Beispiele. 
1. Gegeben sei eine positive monotone Nullfolge {a,}. Wir setzen 
A, = 0, A,=n ++" +a, (n>0). 
Zu zeigen ist, daß die alternierende Reihe 
4,— 4ı + A, — 4, + 


mit Hilfe der Cesaroschen Methode (erster Ordnung) summierbar und ihre Summe gleich der halben 
Summe der konvergenten Reihe 


=. —- ht —a,-+ -- 
(vom Leibnizschen Typ) ist (G. H. Harpy). 


Hinweis. Man berechne das arithmetische Mittel der ersten 2m Partialsummen der ge- 
gebenen Reihe; es läßt sieh in der Form 


1 (& — a) + (&% — a +9 — 4) + + (a — ı + + Agm-2 — Igm-ı) 
2 m 


darstellen und strebt nach dem Satz von Caucay (vgl. Nr. 33, Beispiel 13) gegen —a. Dann 


kann man leicht zeigen, daß auch das arithmetische Mittel der ersten 2m + 1 Partialsummen 
gegen denselben Grenzwert strebt. 


n+ 2 


(n = 0,1,2,...), so können wir auf Grund 
n+1 


des obigen Satzes von Harvy feststellen, daß die divergenten Reihen 
H,—B,+B—H, +) 


2. Setzen wir a, = 1 oder a, = In 
N 


und 
In2—In3+In4—In5+-- 


beide nach der Cesäroschen Methode summierbar sind und ihre ‚„‚verallgemeinerten Summen“ 


gleich ı In 2 bzw. z In — sind. 
2 2 2 


Hinweis. Im zweiten Fall benutze man die Wallissche Formel (Nr. 317). 
3. Mit Hilfe desselben Satzes beweise man nun, daß die für -l1<x< 0 divergente Diri- 
chletsche Reihe 


(— 1) 


= I (-1AiN den; 0<E<i) 
=1 


n=1ı n° n 
mit Hilfe der Cesäroschen Methode summierbar ist. 


!) H„ bezeichnet (wie gewöhnlich) die n-te Partialsumme der harmonischen Reihe, 
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Hinweis. Man gebe n? die Gestalt 
=) + -1)+- 4m m-1%) 
und zeige mit Hilfe der Differentialrechnung, daß die Folge der Zahlen n® — (n — 1) mit 


wachsendem » abnimmt (dabei strebt sie wegen Nr. 32, Beispiel 5, gegen 0). 


4. Wenn wir zwischen die Glieder einer konvergenten Reihe Nullen schieben, so spiegelt sich 
dies weder in der Konvergenz der Reihe noch in ihrer Summe wieder. Wie wir an den folgenden 
Beispielen sehen werden, braucht dies bei der verallgemeinerten Summierung einer divergenten 
Reihe nicht der Fall zu sein. 

Wir betrachten die Reihen 


-(a1—-1+1—-1+1-—-1+-, 
0 1203 4 5 


(b)1-1+0+1-1+0+1—-1+0+--, 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 


()0O+1-1+0+1+0+0+0—-1+N 


0 12 3 456 778 
. " s | 
Von der ersten Reihe wissen wir, daß ihre „‚verallgemeinerte Summe“ nach CesAro gleich 7 


ist. Zu zeigen ist, daß die Reihe (b) schon eine andere Summe hat, nämlich 22 und die Reihe 
(c) nach CzsÄro überhaupt nicht summierbar ist. 3 


Hinweis. Bei der Reihe (c) schwankt das arithmetische Mittel der ersten n + 1 Glieder 


22m _1 3 1 22m _ 1 
zwischen — ———— > — und ——— > —, 
3 22m-1 11 3 3 22m 3 


wenn n sich von 22?”%-1 pis 22” — 1 ändert. 
Es sei % eine natürliche Zahl. Wir betrachten die Reihe 


=, (1) (" Hi ) 
n=(0 


und beweisen, daß 3, nach der Cesäroschen Methode Xk-ter Ordnung nicht summierbar ist, 
sich jedoch nach der Be ar Methode (k + 1)-ter Ordnung summieren läßt und die ‚‚ver- 


besitzt. 
- 


allgemeinerte Summe“ 


Benutzen wir (18) und wenden wir zweimal die Gleichung (19) an (beim ersten Mal ersetzen: 
wir x durch —x, beim zweiten Mal x und z?), so erhalten wir nacheinander 


> 1 > n + k\-: 1 m-+k 
sman — — — 1)? n — eg gm 2 

5 e dam, | k E (1 — ze - 2"; ) “) 
Vergleichen wir die Koeffizienten bei gleichen Potenzen von x in der ersten und in der letzten 
Reihe (wir benutzen dazu den Satz über die Identität von Potenzreihen, den wir später beweisen 
werden; vgl. Nr. 437, Satz 3°), so gelangen wir zu 


k ‚ 
Sc => 7 ) + = (0 (m = 0,1,2,...). (21) 


1) Dasin (a) an m-ter Stelle (m = 0,1, 2, ...) stehende Glied +1 ist in (c) auf die 2”.te Stelle 
verschoben; die übrigen Plätze sind mit Nullen besetzt. 

2) Die Konvergenz der letzten Reihe im Intervall (—1, 1) läßt sich leicht mit Hilfe des Satzes 
von CAUCHY-HADAMARD nachweisen; daraus folgt sofort die Konvergenz der ersten Reihe, 
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Also ist 


:) 
\k) 1 m 


>2m-+ k "ge Yamı 
k 

so daß die gegebene Reihe nach der Cesäroschen Methode k-ter Ordnung keine ‚„‚verallgemeinerte 
Summe‘ besitzt. 


Andererseits ist infolge der Beziehungen (21), (15) und (14) sowohl für n = "2m als auch für 
n = 2m +1 


ae een ars) 


( ER 
yım = 0, 


k k 
Daraus folgt 


ws 
(KH) _ k +1 BER. 


k+1 


dasselbe gilt auch für y\&}1}. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
6. Die Reihe 


z (1) (n + 1)8, 


wobei %k eine beliebige natürliche Zahl ist, läßt sich ebenfalls nach der Cesäroschen Methode 
(k + 1)-ter Ordnung summieren. Dies kann man feststellen, indem man sich auf das vorher- 
gehende Resultat stützt. Lk 


Zunächst entwickeln wir nach Potenzen von n + 1: 
% 


" )-zernare-n-n+n 


N ak) (n + 1)* 4 al) (n + 1)&-1 Lee a (n-+1). 


Hier sind die «;*’ konstante Koeffizienten und 


1 

0 
er 

Schreiben wir noch die Gleichungen auf, die wir erhalten, wenn wir k nacheinander durch k — 1, 

k— 2,..., 1 ersetzen, so können wir umgekehrt (n + 1)F als Summe 


el er) 


mit konstanten Koeffizienten ß;® darstellen. Dann ist 


z (-Y’r+1!= 202) + PA + + Pr?2ı- 
n=0 

Da alle Reihen &,(W=1,2,..., k)nach der Cesäroschen Methode (k + 1)-ter Ordnung summier- 
bar sind (wir berücksichtigen hier die Eigenschaften der Cesäroschen Methoden aufeinander- 
folgender Ordnungen), gilt dies auf Grund der Linearität dieser Methode auch für die gegebene 
Reihe. 

Erst später (Nr. 449) werden wir in der Lage sein, ihre „verallgemeinerte Summe“ selbst 
zu berechnen. 

Wir geben nun noch einige einfache Beispiele für die unmittelbare Anwendung der Hölder- 
schen, Borelschen und Eulerschen Methode an. 
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7. Nach der Hölderschen Methode summiere man die Reihen 
(a) 1—-2+3—4-+ -, 
b) 1-3+6—10 + --. 


Lösung. (a) eine zweifache Mittelung ergibt re 


(b) Eine dreifache Mittelung ergibt — 
'8. Man summiere die Reihe 
1—-1+1-1+1-1+- 
nach der Borelschen Methode. 


-Tc 
Lösung. lim e we ner er, 
200 2 


9. Nach der Eulerschen Methode summiere man die Reihen 
(a) 1-1+1—1+--, 
b) 1-23 —-4+.-, 
() 1-2 +22? — 21-4 .., 
(d) PP 224393 — 44 .--, 
Hinweis. In allen Fällen ist es günstig, die Eulersche Reihentransformation in der Gestalt 
(20) zu benutzen. 


Lösung. (a) 4 =; 


1 1 1 
b) A, =1, Ai, AO fü da 
(b) Ada, Ag 2) ür p> oo] 
1 i 1 
APa er A=— —- — — {mo 
(c) N) 2 +2 ru 
(d) Ada, = 1, dla, 1; A?a, = 12, Aa, = 6, 
1 7 12 6 1 
2, —0 fü Ge ee 
u a a ı'77rR 8 


426. Die allgemeine Klasse der linearen und regulären Summierungsmethoden. Wir geben 

zum Schluß ein allgemeines Schema zur Konstruktion der Klasse der linearen und regulären 

Summierungsmethoden an, die insbesondere alle oben erwähnten Methoden enthält. 
In einem Variationsbereich 2 des Parameters x sei eine Folge von Funktionen 

PolX); Ylr), Y:(%), . 92); n. (D) 

gegeben. Der Bereich X habe die endliche oder unendliche Zahl » als Häufungspunkt. Zu einer 

gegebenen Zahlenreihe (A) läßt sich eine Reihe (D) aus den Funktionen p;(z) = 0, ..., %) bilden: 


Arpolz) + Aıpıla) + 4,92) + = & A,Pn(®) (22) 


(mit A, =%,-+4a, + -- +a,). Wenn diese Reihe wenigstens für 'ein hinreichend nahe bei w 
liegendes x konvergiert und ihre Summe für x — w gegen den Grenzwert A strebt, dann ist diese 
Zahl die ‚„verallgemeinerte Summe‘‘ der gegebenen Reihe. 
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Wir erhaltenen damit eine Summierungsmethode, die mit der Wahl der Folge (©) und des 
Häufungspunktes & verknüpft ist. Aus der Konstruktionsmethode folgt ihre Linearität. Wir 
setzen nun voraus, daß die Funktionen p,(x) die folgenden drei Forderungen erfüllen: 

(a) Für ein beliebiges, aber festes n sei 


lim 9,(2) = 0; 
Fr 73) 
(b) für hinreichend nahe bei w gelegene x geliet) 
00 
2 (rel SK (K = const); 2 
n= s 
(c) schließlich sei 


je) 
im Yo,(.)=1. 


zw n=0 


Dann ist die Summierungsmethode regulär. \ ! 
Beweis. Es sei also lim A, = A. Dann existiert für ein beliebig vorgegebenes e > 0 eine 


n->0Q9 
Zahl n’ derart, daß für allen > n’ 


Mei 
An I<z (23) 


gilt. Wegen der Endlichkeit der A, und der absoluten Konvergenz der Reihe 53) 9„(x2) kon- 
; i et oo n=0 
‚ vergiert wenigstens für |e — »| < 6’ (x > 4’) auch die Reihe 3) A,p„(x). Dann ist offenbar 
n=0 
00 n" - co oo 5 
FE A,pul) -A= EIAn Ale) + & [An Alpala) + Al FE pnla) — |. 
n=0 n=0 n=n+1 n=0 


so daß wir nach Übergang zu den absoluten Beträgen 


| & Aupnla) — 4Ais EIA, — Ajp.(@)| + x 4 — A|. |9.(@)| 
+l4l- Eonte) = | 


erhalten. Der zweite Summand auf der rechten Seite ist auf Grund von (23) und der Bedingung 
(b) kleiner als Fu Sowohl der erste als auch der dritte Summand kann auf Grund der Bedin- 


gungen (a) und (c) für hinreichend nahe bei w liegende x kleiner als — gemacht werden. Folg- 
lich ist m 
00 
lim 3 4,9,(2) = 4; 
zoo n=0 
d. h., die „verallgemeinerte Summe“ existiert und ist gleich der gewöhnlichen Summe. 
Ist x eine natürliche Zahl m, d.h. X die Menge der natürlichen Zahlen (also = oo), so 
läßt sich die Folge der Funktionen (®) durch die Rechtecksmatrix 


Eoo boı boa kom 
io ıı bıa im 
Ioo t >21 tyo bgm (T) 
En0 en en2 Inm 


1) Das heißt für |x — @| < 67, wenn w endlich, oder für x > 4’, wenn @ = -Hoo ist. 
| 
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Ta N a 


ersetzen. Als „verallgemeinerte Summe“ der Reihe (A) wird dann der Grenzwert der Folge der 
Zahlen 


T m = Aotom + Alm + + Antam 
für m — oo benutzt, vorausgesetzt, daß diese Reihe wenigstens für hinreichend große m kon- 
vergiert. 
Die Bedingungen für die Regularität lassen sich in diesem Fall folgendermaßen formulieren: 


(a) Für ein beliebiges, aber festes n ist lim it, = 0;° 
= m>oo 


09 
(b) für hinreichend große m gilt 3) |tan| SK (K = const); 
n=0 


oo 
(c) schließlich ist im Yt,m =1- 
M>XO n=0 e 

Diese Überlegungen stammen im wesentlichen von O. ToEPpLıtTz (vgl. Nr. 391), der, wie der 
Leser sich erinnern wird, die Matrix nur als Dreiecksmatrix vorausgesetzt hat. Dieser Spezial. 
fall war auch für uns größtenteils ausreichend. Wir erwähnen noch, daß unter das angegebene 
Schema unmittelbar sowohl die Abel-Poissonsche als auch die Borelsche Summierung fallen. 
Im ersten Fall gilt 


Y a,en = B> (1 — x)a"rA,; 


n=0 n=0 
so daß die Rolle der 9,(z) in 2 = (0, 1) (» = 1) der Faktor (1 — x) x" spielt. Im zweiten Fall ist 


| 
Pl) = e* — 
n! 
in X = (0, +00) (wo = +00). Man verifiziert leicht, daß die Bedingungen (a), (b) und (c) er- 
füllt sind, woraus auf Grund der oben bewiesenen allgemeinen Sätze die Regularität dieser 
Methoden folgt. 

Die oben angegebene allgemeine Definition einer Summierungsmethode und der Satz über 
ihre Regularität lassen sich leicht so umformen, daß in ihnen nicht die Partialsummen A4,, 
sondern unmittelbar die Glieder der zu summierenden Reihe (A) auftreten. Wir werden uns 
damit aber nicht beschäftigen. 


Al. Funktionenfolgen und Funktionenreihen 


S 1. Gleichmäßige Konvergenz 


427. Einleitende Bemerkungen. Wir untersuchten schon früher unendliche Folgen 
und ihre Grenzwerte, unendliche Reihen und und ihre Summen; die Glieder dieser 
Folgen oder Reihen waren konstante Zahlen. Es traten zwar auch Veränderliche als 
Parameter auf, jedoch wurden ihnen wärend der Untersuchung bestimmte konstante 
Werte zugeordnet. Als wir z. B. feststellten, daß die Folge 


X 2\? x \3 ge \r 
I+7: 1 +3). 1 +3). 1+&). 
den Grenzwert e? oder daß die Reihe 
x? 23 ga 
BBEIKERSE ui —1\2-1 __ Se 
u + 3 +(—1) = + 


die Summe In (1 + x) hat, hatten wir x als konstante Zahl angesehen. Daß die Ele- 
mente der Folge und ihr Grenzwert oder die Glieder der Reihe und ihre Summe im 
Grunde genommen Funktionen sind, haben wir überhaupt nicht berücksichtigt; des- 
halb wollen wir uns jetzt damit beschäftigen. 

Gegeben sei eine Folge, deren Elemente die Funktionen 


fı(®), le(z), ee /n(%); m (1) 


„einer Veränderlichen x mit dem Definitionsbereich 2° = {x} sind.!) Für jedesxe 2 
habe diese Folge einen endlichen Grenzwert; er ist ebenfalls eine Funktion vonz € 7, 
da er durch den Wert x vollständig bestimmt ist: 


(x) = lim f,(&); (2) 


wir nennen diese Funktion die Grenzfunktion für die Folge (1) bzw. für die Funktionen 
x). 
werden uns nicht nur für die Existenz des Grenzwerts interessieren, sondern 
auch für die Eigenschaften der Grenzfunktion. Um gleich zu erklären, welchen Charak- 
ter die neuen Probleme haben, nennen wir eines dieser Probleme: Die Elemente der 
Folge (1) seien stetige Funktionen von x in einem gewissen Intervall 2 = [a, b]; ist 
dadurch die Stetigkeit der Grenzfunktion gewährleistet? Wie aus den folgenden Bei- 
spielen ersichtlich ist, ergibt sich manchmal die Stetigkeit der Grenzfunktion, manch- 


mal jedoch nicht. 


i) Am häufigsten ist der Definitionsbereich ein Intervall; aber wir wollen, um die Allgemein- 
heit nicht zu beschränken, unter X eine beliebige unendliche Zahlenmenge verstehen. 


25* 
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Le u nn, 
Beispiele. In allen Fällen sei 7 =[0, 1]. 
1. /.(&) = x", f(x) = 0 für x < 1 und /il) = 1 (Unstetigkeit im Punkt x = 1); 


1 
2. fu) = wer f(x) =0 für 2>0 und /(0) =1 (Unstetigkeit in z = 0); 


3. fn(&) = ir om ———, f(x) = 0 für alle x (überall stetig); 


4. f,(x) = In?z - e-"'', {(x) = 0 für alle x (überall stetig). 


Natürlich ergibt sich das Problem, Bedingungen aufzustellen, unter denen die 
Grenzfunktion stetig ist; damit werden wir uns in Nr. 431 (und Nr. 439) beschäftigen. 

Wir sahen schon in N r. 362, daß die Betrachtung einer Zahlenreihe und ihrer 
Summe nur eine andere Form ist, eine Folge und ihren Grenzwert zu untersuchen. Wir. 
betrachten jetzt eine Reihe, deren Glieder Funktionen einer Veränderlichen ze X 
sind: 


B5 ul) = ule) Hua) + ul) te 3) 


Diese Reihe konvergiere für jeden Wert x e 2; dann ist ihre Summe ebenfalls eine 
Funktion von x, etwa f(x). Diese Summe ist durch eine Limesgleichung der Gestalt (2) 
bestimmt, wenn mit f,(x) die n-te Partialsumme von (3) bezeichnet wird: 


fn(&) = ul®) + urla) + + ul). (4) 


Umgekehrt läßt sich die Frage nach der Grenzfunktion einer beliebig vorgegebenen 
Folge (1) vom Standpunkt der Summierung einer Reihe (3) betrachten, wenn man 


ul) = fıl®); 
u,(2) = fel) — Fılz); 


U,(?) ee /n(®) a In-ı(?) , 


setzt. Wir werden uns insbesondere mit Funktionenreihen beschäftigen, da diese Art, 
die Grenzfunktion zu untersuchen, in der Praxis im allgemeinen zweckmäßiger ist. 

Auch hier muß betont werden, daß nicht allein die Konvergenz der Reihe (3), son- 
dern auch die Eigenschaften der Summe von (3) ein Hilfsmittel für die nächsten 
Untersuchungen sind. Ein Beispiel hierfür ist die Frage nach der Stetigkeit der Summe 
einer Reihe, deren sämtliche Glieder stetig sind; dies ist das gleiche Problem, an das 
wir schon früher erinnerten. 

Wie es sich erweist, hängen die Eigenschaften der Grenzfunktion (oder, was das 
gleiche ist, der Summe) f(x) der Reihe wesentlich von dem Charakter ab, mit dem 
sich /„(x) der Funktion f(x) bei verschiedenen x nähert. Mit dem Studium der hier 
auftretenden typischen Möglichkeiten beschäftigen wir uns im nächsten Abschnitt. 


428. Gleichmäßige und ungleichmäßige Konvergenz. Wir nehmen an, daß für alle 
x € X die Gleichung (2) gelte. Nach Definition des Grenzwerts bedeutet dies folgen- 
des: Greifen wir ein festes x€ X heraus (damit wir es mit einer bestimmten Zahlen- 
folge zu tun haben), so läßt sich zu jedem vorgegebenen e > 0 eine solche Zahl N 


428. Gleichmäßige und ungleichmäßige Konvergenz 389 


finden, daß für allen > N die Ungleichung 
Une) - Fol <e (5) 


erfüllt ist, wobei unter x der oben festgelegte Wert zu verstehen ist. 

Wählen wir einen anderen Wert x, so ergibt sich eine andere Zahlenfolge, und die 
(vorher zum gleichen e) gefundene Zahl N kann hier versagen; sie müßte dann durch 
eine größere ersetzt werden. Schließlich nimmt x unendlich viele Werte an, so daß also 
unendlich viele Zahlenfolgen vorliegen, die gegen einen Grenzwert konvergieren. Zu 
jeder dieser Folgen läßt sich ein spezielles N finden; es ergibt sich die Frage, ob eine 
Zahl N existiert, die (bei vorgegebenem e) für alle diese Folgen geeignet wäre. 


An Beispielen wollen wir zeigen, daß in einigen Fällen eine solche Zahl N existiert, 
in anderen aber nicht. . 


1. Es sei zunächst 


4 ’ 
Da hier 
“3 1 Ian 1 
She = 2n 1 + n?x2 a7} 


gilt, ist sofort klar, daß es bei beliebigem x zur Realisierung der Ungleichung f,(z) < & 
genügt, n > 2 zu nehmen. Also ist z.B. die Zahl N = 5] in diesem Fall gleich- 
zeitig für alle x geeignet. 


2. Wir setzen jetzt (vgl. Nr. 427, Beispiel 3) 
_ F =0 (0<Sas1 
Aha) = Tr’ a u (sr=s1). 
? 1 B : 1 
Für jedes feste x > 0 genügt es, n > =| zu wählen, damit /„(2) < gilt. 
Andererseits läßt sich, wie groß n auch sei, für die Funktion f,(x) im Intervall [0, 1] 


| er 
stets ein Punkt finden, nämlich der Punkt x = — m welchem ihr Wert gleich > ist: 


.B-4 


Also ist es nicht möglich, durch Vergrößerung von n die Ungleichung /n(&) << 
gleichzeitig für alle Werte von x zwischen 0 und 1 zu erhalten. Mit anderen Worten, 
schon für & = = gibt es keine Zahl N, die für alle x gleichzeitig verwendbar wäre. 

In Abb. 59 sind die graphischen Darstellungen dieser Funktion Er n = 4 bzw. 
n = 40 angegeben. Charakteristisch ist der Buckel von der Höhe —, der sich mit 


5 
wachsendem n von rechts nach links verlagert. Obwohl sich die aufeinanderfolgenden 
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Kurven mit wachsendem n der x-Achse beliebig nähern, schmiegt sich keine Kurve 
auf der ganzen Strecke von x = 0 bis x = 1 an diese Achse an.!) 

Anders verhält es sich mit den Funktionen aus Beispiel 1; wir geben ihre graphi- 
schen Darstellungen nicht an, denn sie ergeben sich z.B. fürn =4 und n = 40 aus 
Abb. 59 durch Verkleinerung aller Ordinaten auf ein Viertel bzw. Vierzigstel. In 
diesem Fall schmiegen sich die Kurven sofort in ihrem ganzen Verlauf an die x- 
Achse an. 


Wir geben nun eine grundlegende Definition: 
Hat die Folge (1) in 2 eine Grenzfunktion f(x) und existiert zu jedem & > 0 eine 
solche von x unabhängige Zahl N, daß im Fall n > N die Ungleichung (5) für alle 


x€ X gleichzeitig erfüllt ist, so sagt man, die Folge (1) konvergiere [oder die Funktion 
fn(x) strebe] gleichmäßig bezüglich x € 2 gegen die Funktion f(x). 


y NnXx 
ien?w? 


Somit strebt im ersten der beiden obigen Beispiele die Funktion /„(x) im Intervall 
[0, 1] gleichmäßig gegen 0, im zweiten Beispiel jedoch nicht. 

Auch bei den einfacheren Funktionen, die wir in Nr. 427 betrachteten, ist die 
Konvergenz nicht gleichmäßig. Nämlich: 


3. Es ist unmöglich, für die Funktion f,(x) = x" (vgl. Nr. 427, Beispiel 1) die Un- 
gleichung x” < e (mit e < 1) gleichzeitig für alle x < 1 zu erfüllen, denn strebt x (bei 
festem rn) gegen 1, so ist x” — 1. Abb. 60 zeigt, aus welchem Grunde die gleichmäßige 
Konvergenz gestört ist: Hier macht die Grenzfunktion einen Sprung, und das Max-1-ı 
mum ist stets das gleiche. 

Es sei nun 


4. fule) = 


Daß im Intervall [0, 1] die gleichmäßige Konvergenz gegen die Grenzfunktion, die 
für x > 0 in beiden Fällen gleich 0 ist, nicht möglich ist, folgt daraus, daß 


1 1 1 2n 
In (-) mE (-) a3 


1) Vgl. K.Knopr, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 4. Auflage, Springer- 
Verlag, Berlin—Heidelberg 1947, S. 340-341. — Anm. d. Red. 


” / 
Re] 


bzw. 5. fn(&) = 2n?z - ent, 
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gilt. Im zweiten Fall wird die Höhe der Buckel, die die gleichmäßige Konvergenz 
gegen 0 stören, obendrein noch unendlich groß. 


An den Beispielen der Funktionen x" und rege zeigen wir noch einen anderen 


Weg zur Behandlung dieses Problems. Die Ungleichungen 


aa <e bzw. 


sind äquivalent mit 


In e 1 /1 


Da die Ausdrücke auf den rechten Seiten unbeschränkt wachsen (der erste für x —1, 
der zweite für x—0), ist klar, daß keine Zahl » für alle x gleichzeitig diese Un- 
gleichungen erfüllen kann. 

Wir übertragen nun alles oben über die Konvergenz von Funktionenfolgen Gesagte 
auf die Funktionenreihe (3). 

Wir setzen die Reihe als konvergent voraus und betrachten ihre Summe f(x), ihre 
n-te Partialsumme f,„(x) [vgl. (4)] und schließlich ihren Rest nach dem r-ten Glied, 


le) = N ul) =fle) — fula). 
k=n+1 


Für jedes feste x € 7 sei 
lim f,(<)=f(x) und limgy,() =0. 


Strebt die Partialsumme f,(x) gleichmäßig im Gebiet 2 gegen die Summe f(x) 
der Reihe (oder, was dasselbe ist, strebt der Reihenrest o,(x) gleichmäßig gegen 0), so 
sagt man, die Reihe (3) konvergiere gleichmäßig in diesem Gebiet. 

Diese Definition ist offenbar der folgenden gleichwertig: 

Die für alle x aus dem Gebiet 2 konvergente Reihe (3) heißt gleichmäßig konvergent 
in diesem Gebiet, wenn zu jedem & > 0 eeine von x unabhängige Zahl N derart existiert, 


392 XII. Funktionenfolgen und Funktionenreihen 


daß fürn > N die Ungleichung 
In) — Fall <e oder Ienl@)| <e (6) 
erfüllt ist, und zwar für alle x € X gleichzeitig!) 


Beispiele für gleichmäßig und ungleichmäßig konvergente Reihen kann man er- 
halten, indem man die oben angegebenen Beispiele für Folgen in Reihen umformt. 
Ihnen wollen wir noch einige neue Beispiele hinzufügen. 


00 
6. Wir betrachten die Reihe J) x*-!1. Diese Reihe konvergiert offenbar im offenen Intervall 
n=1 
X = (—1, 1). Für jedes x € 2 hat der Rest nach dem n-ten Glied die Form 


n 


9.2) = 


1-2 
Ist n beliebig, aber fest, so ist offenbar 
m 
lim „Pnta} Zr Jim 9,(2) = ©. 
z>—-1+ z>1—0 


Das beweist, > das Bestehen der Ungleichung 
1 
an@l<e (mite<-) 
bei ein und demselben n für alle x gleichzeitig nicht möglich ist. Die Reihe ist also im Intervall 


(—1, 1) nicht gleichmäßig konvergent. Dies trifft auch für die Intervalle (—1, 0] und [0, 1) 
einzeln zu. 


7. Die Reihe z een ist für jeden Wert von x aus X = (—o0, 00) konvergent, denn 
für sie sind die ; 7 eREFsARHENE des Satzes von en (Nr. 381) erfüllt. Auf Grund der Be- 
merkung auf S. 282 läßt sich der Absolutbetrag des Reihenrestes durch dessen erstes Glied ab- 
schätzen: 

1 1 
aAunaı DE ı 


Daraus ist ersichtlich, daß die Reihe im ganzen Intervall gleichmäßig konvergiert. 


Amel < 


Nn- 
8. Analog konvergiert auch die Reihe gleichmäßig in 7° = (—0oo, oo), denn 
für x = 0 ist n=ı (1 +@°) 
x? x? 1 
nel < (1+2)r int = PR 
00 2 
Es ist interessant, daß die Reihe aus den Absolutbeträgen, er ‚ zwar konvergiert, 
n=1\ L 
aber nicht gleichmäßig. Ihr Reihenrest für x + 0 lautet nämlich 
2 
(1 + art 1 
gE) = mm I rennen 
Pn(X) : + zn 
1+22 


und strebt bei jedem festen n für x — 0 gegen 1. 


ı) Der Begriff der gleichmäßigen Konvergenz wurde (im Jahre 1848) gleichzeitig von voN SEI- 
DEL und Stokzs (PrıLipp Lupwig vox Seiner, 1821—1896, deutscher Mathematiker; 
GEORGE GABRIEL Stokzs, 1819— 1903, englischer Mathematiker) in die Literatur eingeführt, 
aber noch vor ihnen wurde er von WEIERSTRASS in seinen Vorlesungen verwendet. 
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Bemerkung. Wird im Beispiel 2 statt des Intervalls [0, 1] ein beliebiges Intervall [a, 1] 
.- 0 <a << 1 betrachtet, so ist dort die Konvergenz bereits gleichmäßig, denn für alle x > a 
gi 


NE N 1 
x FF e6e6—. EEE, — 
In) in 1 Ta a 


In einem beliebigen Intervall [0, a] ist die Konvergenz offenbar nicht gleichmäßig. Also sieht 
e3 so aus, als ob sich um den Punkt x = 0 die Ungleichmäßigkeit „verdichtet“ habe, so daß wir 
diesen Punkt den „Ungleichmäßigkeitspunkt‘“ nennen wollen. Dasselbe trifft für die Bei- 


spiele 4, 5 und 8 zu. Die analoge Rolle spielen im Beispiel 3 der Punkt x = 1, im Beispiel 6 die 
beiden Punktex = —l1und? =1. 


In komplizierteren Fällen kann man auch unendlich viele solcher Punkte antreffen. 


429. Eine notwendige und hinreichende Bedingung für die gleichmäßige Konvergenz. 
Der Satz von Borzano-CAucaY (Nr. 39), der eine Bedingung für die Existenz eines , 
endlichen Grenzwertes einer gegebenen Zahlenfolge angibt (,Konvergenzprinzip‘“), 
führt auf natürliche Weise zu der folgenden Bedingung für die gleichmäßige Kon- 
vergenz der in einem Gebiet 2° gegebenen Funktionenfolge (1): 


Die Folge (1) konvergiert genau dann gleichmäßig in x € X gegen eine Grenzfunktion, 
wenn zu jedem e > 0 eine nicht von x abhängige Zahl N derart existiert, daß fürn > N 
und jedes m = 1, 2,3, ... die Ungleichung 


Unsm(&) — Fall < eE (7) 


gilt, und zwar für alle x € X gleichzeitig. 
(Diese Forderung kann kurz folgendermaßen formuliert werden: Das Konvergenz- 
prinzip für die Folge (1) muß gleichmäßig für alle x € 2 erfüllt sein.) 


Beweis. Wir zeigen zuerst die Notwendigkeit der Bedingung. Hat die Folge (1) 
die Grenzfunktion f(x) und konvergiert sie gegen diese gleichmäßig in 7, so gibt es zu 
einem vorgegebenen & > 0 eine von x unabhängige Zahl N derart, daß für n > N die 
Ungleichung 


1 
le) - Ol < ze 
für alle x erfüllt ist. Analog ist auch 
1 
nm) — Ke)| <yE (m = 1,2, 3, ...); 


aus diesen beiden Ungleichungen folgt (7). | 

Wir zeigen'nun, daß die‘Bedingung hinreichend ist. Die im Satz genannte Be- 
dingung sei also erfüllt. Dann erhalten wir, wenn x ein beliebiger, aber fester Wert aus 
X ist, als Folge (1) eine Zahlenfolge, für die der Satz von BoLzano-CAvchY gilt. Dem- 
nach gibt es für diese Folge einen endlichen Grenzwert, womit die Existenz einer 
Grenzfunktion f(x) für die Folge (1) bewiesen ist. Nun nehmen wir willkürlich ein 
n> Nundeinx € X und lassen m in der Ungleichung (7) unbeschränkt wachsen (bei 
konstanten n und x). Beim Grenzübergang m — oo erhalten wir 


Ye) - Aal se. 


Damit ist die gleichmäßige Konvergenz von f„(x) gegen f() bewiesen. 
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Es ist leicht, das Bewiesene für eine Funktionenreihe zu formulieren: 


Die Reihe (3) konvergiert genau dann gleichmäßig im Gebiet X, wenn es zu jedem 
€ > 0 einevon x unabhängige Zahl N derart gibt, daß für n > N und jedes m = 1,2, 
3, ... die Ungleichung 


= |Unrıl8) + Unze) + + UnmlX)| < E (8) 


nm 
2 ul) 
+1 


k=n 
gilt, und zwar für alle x € X gleichzeitig. 
Hieraus ergibt sich insbesondere die nützliche 


Folgerung. Werden alle Glieder der Reihe (3), die im Gebiet X gleichmäßig konver- 
giert, mit ein und derselben in X beschränkten Funktion v(x) multipliziert, |u(x)| < M, 
so bleibt die gleichmäßige Konvergenz erhalten. 


\ 

Um die gleichmäßige Konvergenz konkreter Folgen und Reihen praktisch fest- 
stellen zu können, sind die angegebenen Bedingungen meistens wenig zweckmäßig. 
Deshalb benutzen wir hinreichende Kriterien, die auf diesen Bedingungen beruhen, 
für die Anwendungen aber geeigneter sind; sie werden im allgemeinen vorzugsweise 
für Reihen formuliert. 


430. Kriterien für die gleichmäßige Konvergenz. Wir geben hier das einfachste und in 
den meisten Fällen anwendbare Kriterium an: 


Weierstraßsches Kriterium. Wenn die Glieder der Funktionenreihe (3) im Gebiet { 
die Ungleichungen 


|un(z)| Ss Ca (N are 1, 2, 3, =) (9) 


erfüllen, wobei c, das allgemeine Glied einer gewissen konvergenten Zahlenreihe 


Ion=-ata+- tot“ (©) 


ri 
| 
put 


ist, so konvergiert die Reihe (3) in X gleichmäßig. 


Sind die Ungleichungen (9) erfüllt, so sagt man, die Reihe (3) werde durch die Reihe 
(C) majorisiert, oder (C) sei eine Majorantenreihe (Majorante) für (3). 
Aus (9) folgt nämlich die Ungleichung 


|Un+1(%) ns Un+2(T) a en + Un+m(%)]| S Cn+1 + Ca+2 Ar vn nn Cn+m 3 


die für alle x aus dem Gebiet 2 gilt. Gemäß dem allgemeinen Konvergenzprinzip, das 
wir auf die Zahlenreihe (C) anwenden, existiert für ein beliebiges e > 0 eine Zahl N 
derart, daß für allen > N die rechte Seite der obigen Ungleichungen kleiner als e wird; 
folglich gilt dies erst recht für die linke Seite, und zwar für alle x gleichzeitig. Damit 
ist auf Grund der Bedingung aus Nr. 429 die Behauptung bewiesen. 

Also sind z. B. die Reihen 


oo °o 
Sa,sinnz, L @n COS NX 
n=1 n=1 


430. Kriterien für die gleichmäßige Konvergenz 395 


in jedem Intervallgleöchmäßig konvergent, sobald die Reihe 2% a, absolut konvergiert. 
Es gilt nämlich 


la, sinnz| < ja,|, ja, cosnz| < la,|, 


so daß hier die Reihe » la„| die Rolle der Majorantenreihe spielt. 
=1 


Bemerkung. Jede im Gebiet X gleichmäßig konvergente Reihe 2 Un(x) kann durch 


Anbringen von Klammern in eine Reihe umgewandelt werden, auf welche sich das 
Weierstraßsche Kriterium anwenden läßt. 


Zum Beweis betrachten wir eine beliebige konvergente Reihe 2 c. mit positiven 


Gliedern c;. Zu der Zahl c, (vgl. Nr. 429) läßt sich ein Index m, ns: so daßin ? 
für n > m, 


um) + + mel < cı 
gilt. Ferner können wir zu der Zahl c, einen Index m, > m, finden, so daß in 2 für 
n > Ms 


ums) +" + Uunl@)| < Ca 


usw. gilt; Fassen wir dann die Glieder der gegebenen Reihe wie folgt zusammen, 


[u.(%) u Um,(%)] 7 [Um,+1(%) 7er Um,(®)] 
u [un.+ı(®) une Ums(%)] T 


so erhalten wir eine Reihe, deren Glieder (vom zweiten Glied ab) in 7 dem absoluten 
Betrag nach nicht größer sind als die Glieder der betrachteten Zahlenreihe. 

Wenn sich auf eine gegebene Reihe (3) das Weierstraßsche Kriterium anwenden 
läßt, dann ist die Beihe (3) notwendig absolut konvergent. Es ist also gleichzeitig mit 
(3) auch diejenige Reihe gleichmäßig konvergent, die aus den absoluten Beträgen der 
Glieder von (3) besteht: 


2 le]. (10) 


Es ist jedoch möglich, daß die Reihe (3) gleichmäßig konvergiert, ohne absolut zu 
konvergieren. Ein Beispiel hierfür ist die Reihe aus Nr. 428, Beispiel 7 (daß diese 
Reihe nicht absolut konvergiert, läßt sich durch Vergleich mit der harmonischen Reihe 
feststellen). Ferner kann auch der Fall eintreten, daß die Reihe (3) absolut und gleich- 
mäßig konvergiert, die Reihe (10) jedoch nicht gleichmäßig konvergent ist (vgl. die 
Reihe aus Nr. 428, Beispiel 8). Diese Fälle werden vom Weierstraßschen Kriterium 
nicht erfaßt; zu ihrer Behandlung sind feinere Kriterien notwendig. 

Wir stellen nun zwei Kriterien auf, die sich auf Funktionenreihen der Form 


z (x) b,(2) = aıl®) bil) + are) da(&) + + ana) bu(z) + (W) 
‚beziehen, he a,(2), b,(x) (n = 1,2, 3, ...) Funktionen von x sind. Wir formulieren 
diese Kriterien nach dem Muster des Abelschen und des Dirichletschen Kriteriums 
(Nr. 384) aus der Theorie der Zahlenreihen; wir benennen sie aus diesem Grunde 
ebenfalls nach diesen beiden Mathematikern. 
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Abelsches Kriterium. Die Reihe 
but) = bula) + bla) + + be) + (B) 


konvergiere gleichmäßig im Gebiet X; die Funktionen a,(x) mögen (für jedes x) eine 
monotone Folge bilden und für alle x und n beschränkt sein: 


an SK-. 
Dann konvergiert die Reihe (W) im Gebiet X gleichmäßig. 


Der Beweis ist dem vorigen analog. Da die Reihe (B) gleichmäßig konvergiert, kann 
man auf Grund der Bedingung aus Nr. 429 (statt des allgemeinen Konvergenz- 
prinzips) eine von x unabhängige Zahl N finden, für die auf Grund des Hilfssatzes 
von ABEL (Nr. 383) wie oben (für n > N) die Ungleichung 


n+m 


& %(x) du(®) | 


k=n+l1 


< ellayıılz)] + 2 lanım@)l) < 3Ke 


für alle x aus X gleichzeitig gilt. Damit ist die Behauptung bewiesen. 


Dirichletsches Kriterium. Die Partialsummen B,(x) der Reihe (B) seien für alle x 
und n beschränkt: : 


IB.) SM; 


die Funktionen a,(x) mögen (für jedes x) eine monotone Folge bilden, welche im Gebiet X 
gleichmäßig gegen O konvergiert. Dann konvergiert in diesem Gebiet auch die Reihe (W) 
gleichmäßig. 


Auch hier wird der Beweis so wie in Nr. 384 geführt. Wir erwähnen nur, daß die 
Zahl N von x unabhängig sein muß, da die a,(x) gleichmäßig gegen 0 streben. 
In der Praxis liegt anstelle der ESDREINBRUINIGE {a„(x)} oft die gewöhnliche Zahlen- 


talge {a,} vor oder anstelle der Funktionenreihe > 5) die gewöhnliche Zahlenreihe 
y b,. Dies ist als Spezialfall in dem oben betrachteten Fall enthalten, da die kon- 


nl 
vergente Folge {a,} und die konvergente Reihe 5 b„ als gleichmäßig konvergent (von 
x unabhängig) angesehen werden können. R=1 
Wenn etwa {a,} eine Folge positiver Zahlen ist, die eine monotone Nullfolge bilden, 

so sind die beiden Reihen 

Sa„sinne, 5) a, cosnx 

n=1 n=l 
nach dem Dirichletschen Kriterium in jedem abgeschlossenen Intervall, das.nicht die 
Punkte 2X (k=0, +1, +2, ...) enthält, gleichmäßig konvergent. Dies folgt z.B. 
daraus (vgl. Nr. 385, Beispiel 2), daß 


\ 1 . 4 
e € 052 sn +5) 
sin in| = | 


| 
zn = 


431. Die Stetigkeit der Summe einer Reihe 397 


es 
und sin zzin dem angegebenen Intervall stets von 0 verschieden ist; also kann man 


für die Summe eine von x unabhängige Grenze finden. 


Weitere Anwendungsbeispiele der Kriterien für die gleichmäßige Konvergenz 
‘findet der Leser in Nr. 439ff. 


S 2. Eigenschaften der Summe einer Reihe 


431. Die Stetigkeit der Summe einer. Reihe. Wir wollen hier die Eigenschaften der 
Summe einer Reihe im Zusammenhang mit den Eigenschaften derjenigen Funktionen 
studieren, aus denen sich die Reihe zusammensetzt. Wir wiesen oben schon auf die 
Äquivalenz von Folgen und unendlichen Reihen hin. Im folgenden werden wir diesen 
Standpunkt verlassen, da in den Anwendungen fast ausschließlich unendliche Reihen 
anzutreffen sind. Der Übertragung des über Funktionenreihen Gesagten auf Folgen 
von Funktionen ist besonders Nr. 436 gewidmet. 

Der oben eingeführte Begriff der gleichmäßigen Konvergenz spielt im folgenden 
eine entscheidende Rolle. 

Wir beginnen mit der schon in Nr. 427 erwähnten Frage nach der Stetigkeit der 
Summe einer Reihe. 


Satz 1. Die Funktionen u,(x) (n = 1,2,3,....) seien im Intervall X = [a, b] defi- 
niert und in einem gewissen Punkt x = x, dieses Intervalls stetig. Wenn die Reihe (3) in 
X gleichmäßig konvergiert, so ist auch die Summe f(x) der Reihe im Punkt x = x, stetig. 

(Eine ähnliche Behauptung wurde zuerst von CAucHY formuliert; er gab ihr jedoch 
eine zu allgemeine Form und forderte nicht explizit die Gleichmäßigkeit der Kon- 
vergenz, ohne die man nicht auskommt.) 


Beweis. Mit den früheren Bezeichnungen gilt für jedesn = 1, 2, 3, ... und jedes x 


fx) = faul) + 9u(%) (11) 
und insbesondere 

f{z0) = In(&o) + Pn(&o); : 
woraus 

I) — Kol S If) — Falzo)l + Ipnl)l + Palo) (12) 


folgt. Wir wählen nun ein beliebiges e > 0. Da die Reihe gleichmäßig konvergiert, 
können wir eine feste Zahl n derart finden, daß die Ungleichung 


IPn@)l <E (13) 
für alle Werte von x im Intervall 2 (und damit auch für x = x,) erfüllt ist. Für ein 
festes n ist die Funktion f,(x) die Summe endlich vieler Funktionen «,(x), die im 
Punkt x = x, stetig sind. Deshalb ist auch /„(x) in diesem Punkt stetig, und zu dem 
gegebenen e > 0 läßt sich ein 6 > O0 derart angeben, daß für | — 2] <ö 

In(&) — Fnlzo)l < E (14) 
gilt. Wegen (12), (13) und (14) zieht |x — z,| < ö die Ungleichung 


IK) — Kro)l < 38 


nach sich, womit der Satz bewiesen ist. 
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Wenn die Funktionen u,(x) im ganzen I nterval X = [a, b] stetig sind, so ist, falls die 
Reihe (3) gleichmäßig konvergiert, auch f(x), die Summe von (3), im ganzen Intervall 
stelig. 

Daß die Forderung nach gleichmäßiger Konvergenz im obigen Satz nicht fortgelassen werden 
kann, zeigt z. B. die Reihe 

oo x? 
I —— 
n=ı (1 + a°)" 
(vgl. Nr. 428, Beispiel 8), deren Summe für x + O0 gleich 1 und für x = 0 gleich 0 ist. Zwar stellt 
die gleichmäßige Konvergenz in dem Satz eine hinreichende Bedingung dar; man darf aber nicht 


annehmen, daß diese Bedingung für die Stetigkeit der Summe einer Reihe auch notwendig ist.!) 
Zum Beispiel haben die Reihen 


OO 
Y 2x[{n? e-n’2? — (n — 1)? en -N°2], 


n=1l 

15) 
& ne _ (n — 1) (15) 
ln 1+m —- 1 


(vgl. Nr. 428, Beispiele 5 und 2) im Intervall [0, 1] die stetige Summe 0, obwohl dort beide nicht 
gleichmäßig konvergieren. 


Übrigens gibt es ganze Klassen von Fällen, bei denen sich die gleichmäßige Kon- 
vergenz als notwendig erweist. Dazu beweisen wir den folgenden, von U. Dinı stam- 
menden Satz: 


Satz 2. Die Glieder der Reihe (3) seien im ganzen Intervall X = [a, b] stetig und 
positiv. Besitzt die Reihe die ebenfalls im ganzen Intervall stetige Summe f(x), dann 
konvergiert sie in diesem Intervall gleichmäßig. 


Beweis. Wir betrachten den Rest der Reihe (3): 


Pl) 2 ule) = fe) — FalR). 
k=n+1 | 
Die Funktionen ,(x) sind als Differenz zweier stetiger Funktionen ebenfalls stetig. 
Da die Glieder der Reihe positiv sein sollen, bilden die »,(x) bei festem x eine fallende 
(nicht zunehmende) Folge 


pic) > pl) > + > la) Yanıla) 2 - 


Schließlich gilt wegen der Konvergenz der Reihe (3) im Intervall X für ein beliebiges, 
aber festes x 


lım o,(&) =0. 


Dafür, daß die Reihe gleichmäßig konvergiert, ist es hinreichend, zu zeigen, daß 
zu jeder Zahl e > 0 wenigstens ein Index n existiert, für den im ganzen Intervall die 
Ungleichung 9,(x) < e gilt (natürlich ist dann für alle Indizes >n diese Ungleichung 
erst recht erfüllt). 

Der Beweis wird indirekt geführt. Wir setzen voraus, es existiere für ein gewisses 
€ > 0 kein derartiger Index. Dann können wir für jedesn = 1, 2, 3, ... im Intervall X 


1) Vgl. Nr. 432. 
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einen Wert x = Cn finden, für den o,(x,) > e ist. Auf die Folge {x,}, deren Elemente 
alle in dem endlichen Intervall X liegen, wenden wir den Satz von BOLZANo-WEIER- 
STRASS (Nr. 41) an und bilden eine Teilfolge {x,,}, die gegen den Grenzwert x, kon- 
vergiert. 
Wegen der Stetigkeit der 9,(x) gilt lim 9,(x,,) = 9n(%) für jedes m. Andererseits 
k>0 


ist 2, = m, also Ynl&n,) Z Pn,(&n,) Ze für jedes m und hinreichend große k. Geht 
man zum Grenzwert für k — oo über, so folgt 


lm 97(&2,) = Im(%) Z E- 
k->00 


Diese Ungleichung, die für jedes m gilt, steht jedoch im Widerspruch zu der Glei- 
chung 

lim Pm(X%o) = 0. 

M>XO 


Damit ıst der Satz bewiesen. 


432. Bemerkung über die quasi-gleichmäßige Konvergenz. Wenn die Funktionenreihe (3) 
aus im Intervall 2 = [«e, 5] stetigen Funktionen besteht und in diesem Intervall gegen die 
Summe f(x) konvergiert, dann ist die gleichmäßige Konvergenz der Reihe für die Stetigkeit 
dieser Summe hinreichend, aber im allgemeinen nicht notwendig. Dinz u. a. stellten fest, daß 
schon eine gewisse „abgeschwächte‘‘ Gleichmäßigkeit der Konvergenz eine hinreichende Be- 
dingung ist: Diese Gleichmäßigkeit besteht darin, daß für jede Zahl e > 0 und jeden Index N’ 
mindestens ein von x unabhängiger Index n > N’ derart existiert, daß die Ungleichung (6) 
für alle x aus 2 gleichzeitig erfüllt ist. Bei dem Beweis von Satz 1 benutzten wir tatsächlich 
nur einen Index n, für welchen die Ungleichung (13) für alle x aus 2 erfüllt war.. 

Jedoch ist sogar diese „abgeschwächte‘“ Gleichmäßigkeit nicht notwendig für die Stetigkeit 
der Summe /(x) von (3). Sie gilt z. B. nicht bei den Reihen (15), die gegen die stetige Summe 
f(x) = 0 konvergieren. 

C. ArzeuA!) führte 1883 einen besonderen Typ von Konvergenzen ein (später quasi-gleich- 
mäßige Konvergenz genannt), bei dem die Konvergenz einer Reihe mit Hilfe der Stetigkeit ihrer 
Summe genau charakterisiert werden kann. 

Man sagt, die im Intervall X = [a, b] konvergente Reihe (3) konvergiere in 7 quasti-gleich- 
mäßig gegen die Summe /(x), wenn für jede Zahl e > 0 und jeden Index N’ das Intervall 2 mit 
endlich vielen offenen Intervallen 


(a,, b,); (a3, b.)» we, (a;, b;), u... (ar, b;) 
überdeckt werden kann und diesen Intervallen % Indizes 
N No on Nie N (> N’) 
zugeordnet werden können, so daß für alle in (a,;, ,), i=1,2,....k, liegenden x gleichzeitig 
die Ungleichung 
a) — In = len) <e 
erfüllt ist. 
Bei der oben erwähnten „abgeschwächten‘ gleichmäßigen Konvergenz wurde allen Werten 
x aus 7 ein und derselbe Index » zugeordnet, während hier alle x in Gruppen eingeteilt werden, 
denen verschiedene (endlich viele) Werte von r entsprechen, . 
Unter Benutzung dieses Begriffes stellte ArzeA den folgenden Satz auf: 


Satz 3. Die Funktionen u,(xz) seien im Intervall Z = [a, b] definiert und stetig, und die 
Reihe (3) konvergiere in diesem Intervall. Unter diesen Voraussetzungen ist die Summe f(x) der 
Reihe in X genau dann stetig, wenn die Reihe in X quasi-gleichmäßig konvergiert. 


1) CESARE ARZELA, 1847—1912, italienischer Mathematiker. 
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Beweis. Wir zeigen zunächst die Notwendigkeit. Dazu setzen wir die Stetigkeit der Funk- 
tion f(x) und damit auch die aller Reste p,(x) voraus. Wir wählen in 2 einen beliebigen Punkt 
x’. Für gegebene Zahlen e und N können wir dann stets einen Index n’ > N derartangeben, daß 


Ipmle)| <e 


ist. Wegen der Stetigkeit der Funktionen p„(x) ist auch in einer gewissen Umgebung 0’ = (x’ 
— 6’, x’ + 6’) des Punktes x’ die Ungleichung 


FE 

\pn(z)| > € 
erfüllt. Aus allen diesen offenen Intervallen o’, die wir für alle möglichen x’ aus 2 konstruieren 
können, bilden wir ein gewisses unendliches System &, welches das Intervall X überdeckt. 
' Hieraus können wir nach dem Überdeckungssatz (Nr. 88) ein endliches Teilsystem 

Pa {01 Oo, v9 o,} 
von Intervallen BE das 2 ebenfalls überdeckt. Diese betrachten wir dann als jene 
Intervalle, von denen bei der Definition der quasi-gleichmäßigen Konvergenz die Rede war. 

Wir zeigen nun, daß die Bedingung hinreichend ist. Dazu nehmen wir an, die Reihe (3) kon- 

vergiere quasi-gleichmäßig gegen ihre Summe f(x). Zu vorgegebenen Zahlen e und N’ kon- 
struieren wir Intervalle (a;, b;) und wählen Indizes n; (= 1,2,...,k) mit den in der Defi- 
nition genannten Eigenschaften. Wir nehmen ferner einen beliebigen Punkt x, € 2; er liege im 
Intervall (a;,, b;,). Wie beim Beweis von Satz 1 (vgl. (12) aus Nr. 431) können wir hier 


Ma) — fao)l S Ina) — Fol + Inkl + Pmo)l (12a) 
schreiben. Hier ist offenbar |p,,(x)| < &; liegt x ebenfalls im Intervall (a, , b;,), so gilt auch 
|9n,(2)]| < &. Nun kann man eine Zahl ö > 0 derart finden, daß (für |e — x,] < ö) nicht nur zin 
diesem Intervall liegt, sondern auch der erste Summand auf der rechten Seite von (12a) kleiner 
als & wird. Also gilt 


2) — Mzo)l < 38; 
womit die Stetigkeit von /(x) im Punkt x, bewiesen ist.!) 


Aus diesem Satz ergibt sich leicht der Satz von Din (Nr. 431). Wenn nämlich die Reihe (3) 
aus positiven stetigen Funktionen besteht und gegen eine ebenfalls stetige Summe konver- 
giert, dann ist, wie wir sahen, die Konvergenz notwendig quasi-gleichmäßig. 

Da in unserem Fall die Reste 9,(x) mit wachsendem » kleiner werden, genügt es, eine Zahl N 
zu wählen, die größer als allen; = 1,2,..., k) ist, so daß für allen > N die Ungleichung (6) 
für alle x aus X gleichzeitig erfüllt ist. Die Konvergenz ist also gleichmäßig. 


433. Gliedweiser Übergang zum Grenzwert. Wir bringen noch einen Satz, der eine Ver- 
allgemeinerung des Satzes 1 darstellt. In ihm ist 2° = {x} eine beliebige unendliche 
Menge mit einem (im Endlichen oder Unendlichen liegenden) Häufungspunkt a (vgl. 
Nr. 52); dieser Punkt braucht nicht zu der Menge zu gehören. 


Satz 4. Jede der Funktionen u,(2),n =1,2,3,..., sei im Gebiet X definiert und 
besitze, wenn x gegen a strebt, einen endlichen Grenzwert: 


lim u,(z) = c,. (16) 
2-+0 


Wenn die Reihe (3) im Gebiet £ gleichmäßig konvergiert, dann konvergiert auch die aus 
diesen Grenzwerten bestehende Reihe: 


B2i = Ö, 
n=i 


1) Wie der Leser bemerkt haben wird, wurde die Voraussetzung, daß alle Indizes n; beliebig 
groß gewählt werden können, eigentlich nirgends benutzt. 
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und die Summe f(x) der Reihe (3) besitzt ebenfalls für x — a einen Grenzwert, und zwar 
lim f(x) =C. (17) 
>00 


Beweis. Auf Grund der Bedingung für die gleichmäßige Konvergenz (vgl. Nr. 429) 
existiert zu jedem & > O eine Zahl N derart, daß fürn > N undm = 1, 2,3, ... die 
Ungleichung (8) für alle x € 2 erfüllt ist. Gehen wir unter Benutzung von (16) zum 
Grenzwert für c — a über, so erhalten wir 


\Ca+ı + En+2 +++ Cn+m| <S &; 


die Reihe (C) erfüllt also die Bedingung für die Konvergenz (Nr. 376). 

Bezeichnen wir mit C,C,, und y, wie gewöhnlich Summe, Partialsumme bzw. Rest 
von (C), so gilt © = („+ y.. Subtrahieren wir die Glieder dieser Gleichung von den 
entsprechenden Gliedern der Gleichung (11), so erhalten wir leicht 


fe) — O1 S Ile) — Cal + pre) + bral- (18) 


Wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (3) und der Konvergenz der Reihe (Ö) 
können wir für jedes e > 0 ein so großes festes n angeben, daß für alle x aus 7 


Ipn(2)| <e undauch | <e (19) 
ist. Da offenbar 
lim f,(@) =lim Su) = 3 u=0, 
za k=1 k=1 


T—>ü 


gilt, können wir, wenn wir uns auf den Fall beschränken, daß a im Endlichen liegt, ein 
solches ö > 0 finden, daß 


ne) — Onl <e (20) 


für |c — a| < 6 ist. Für diese Werte von z gilt also auf Grund von (18), (19):und (20) 
die Ungleichung 


(x) u C — BE, 
woraus (17) folgt.!) 
Die Gleichung (17) kann auch in der Form 


in 0 Fine) 


geschrieben werden (vgl. (16)); d. h., öst eöne heihe gleichmäßig konvergent, dann ist der 
Grenzwert der Summe der Reihe gleich der Summe der Reihe aus den Grenzwerten der 
Glieder, oder, mit anderen Worten, in dieser Reihe ist der gliedweise Grenzübergang 
erlaubt. 


434. Gliedweise Integration von Reihen. Wir betrachten nun die Integration der Sum- 
me einer konvergenten Funktionenreihe. 


Satz 5. Sind die Funktionen u;(x), n = 1,2, 3, ..., im Intervall [a,b] stetig und 
konvergiert die aus ihnen gebildete Reihe (3) in diesem Intervall gleichmäßig, so ist das 


1) Wir erkennen, daß diese Überlegung schon beim Beweis von Satz 1 verwendet wurde. 
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Integral der Summe f(x) von (3) in der folgenden Art darstellbar: 


b oo b 
[re)de= 3% Jule) de 


n=1 a 
b b b 
= [ ua) dx + [ u.(«) de +++ f un(z) dc + --. (21) 


Beweis. Wegen der Stetigkeit der Funktionen v,(x) und /(z) (vgl. Nr. 431, Satz 1) 
existieren offenbar alle diese Integrale. Durch Integration der Identität 


Hz) = ul®) + ul) + + Unl®) + Pul%) 


über das Intervall [a, b] erhalten wir 
b d b b b 
J fix) dx = J ulz) de + J ula)de +++ / u,(z) dx + ) o.(x) de. 


Die BAELEEH der ersten n Glieder der BR (21) unterscheidet sich somit von dem 
Integral S f(x) de durch das Restglied j o„(x) de. Zum Beweis der Gleichung (21) 


müssen wir also zeigen, daß 


b 
lim f o,(x) de = 0 (22) 


n>0 6 
gilt. Wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (3) gibt es zu jedem e > O einen 
Index N derart, daß fürn > N 
Pal <e 


gleichzeitig für alle zin dem betrachteten Intervall gilt. Es folgt dann für jene Werte 
von n 


b b 
S pn) dr) SS Ina) de < (b—a)e, 


womit die Relation (22) bewiesen ist. 
Die Gleichung (21) kann auch in der Form 


J 12 p3 Zu) de = zZ Ei f U,(x) it 


geschrieben werden, so daß im Fall der gleichmäßigen Konvergenz einer Reihe das 
Integral der Summe der Reihe gleich der Summe der Reihe aus den Integralen der Glieder 
ist, d. h., die gliedweise Integration einer Reihe ist erlaubt. 


Wie bei Satz 1 ist die Forderung der gleichmäßigen Konvergenz für die Richtigkeit der Be- 
ziehung (21) wesentlich, d. h., sie kann nicht einfach fortgelassen werden; es ist jedoch keine 
notwendige Bedingung. Die in Nr. 431 betrachteten Reihen (15) sind hierfür ein Beispiel. Beide 
konvergieren im Intervall [0, 1] ungleichmäßig gegen die Funktion f(x) = 0. Integrieren wir 
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die erste Reihe gliedweise, so erhalten wir als Summe der integrierten Reihe 
1 
lim f 2ntz .e-mede=lim(1 —e-")—=1, 


n—00 0 Nn->%X 
obwohl 
1 
Sie) dx = 0 
0 
ist; für die zweite Reihe finden wir analog 
1 
NE . _ Iin( — n nitn) _ 
] — d=] 
u Fer = iu -[ I) 
N) 


Ein interessantes Beispiel dafür, daß die gleichmäßige aa nicht notwendig ist, ist 
die Reihe 


Ust-ste-e4Mete (Sec) 
Hier gilt 
1 
dr 
re] 2=1-— An 
er n + 
0 


so daß die Reihe gliedweise integriert werden kann, obwohl sie für x =1 divergiert und in 
0<sx< 1 nicht gleichmäßig konvergiert. 


Wir beweisen nun eine Verallgemeinerung von Satz 5, in der auf die Forderung nach 
der Stetigkeit der zu betrachtenden Funktionen verzichtet wird. 


Satz 6. Sind die Funktionen u,„(z), n = 1,2,3, ..., im Intervall X = [a, b] inte- 
grierbar!) und konvergiert die aus ihnen gebildete Reihe (3) gleichmäßig, dann ist die 
Summe f(x) der Reihe ebenfalls integrierbar, und es gilt die Beziehung (21). 


Beweis. Wir zeigen zunächst die Integrierbarkeit der Funktion f(x).:Wegen der 
gleichmäßigen Konvergenz der Reihe können wir für ein vorgegebenese ein hinreichend 
großes festes n derart wählen, daß für alle Punkte des Intervalls [«, b] 


Ma) All <z oder Ale) — — <Äe) <ie) + Z (23) 


gilt. Wir betrachten ein Teilintervall [x, 8] des Intervalls [a, b], und m bzw. M seien 
die untere bzw. die obere Grenze der Funktion f,(x) in [&, |, © = M — m sei ihre 
Schwankung; die entsprechende Schwankung der Funktion f(x) bezeichnen wir mit Q. 
Wegen (23) gilt im Intervall [«, ß] 


m-— <i@)<M+5Z: also QAsSw-+e. 


Wir zerlegen nun das Intervall [a, b] in der gewohnten Weise in Teilintervalle [x;; 
%;;1] und versehen die zum ö-ten Intervall gehörigen Schwankungen mit dem Index ö. 
Dann ist 2, S w; + e und 


39-4, sy w- du; +elb— a). 


1) Im Sinne von Nr. 295. 
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Da der zweite Summand auf der rechten Seite beliebig klein ıst und der erste mit 
iA = max Ar; gegen 0 strebt, gilt dies erst recht für den Ausdruck auf der linken Seite, 
woraus die Integrierbarkeit der Funktion f(x) folgt (vgl. Nr. 297, Formel (8)). 

Die Gültigkeit der Relation (21) wird genau so wie oben bewiesen. 


Wir zeigen als Beispiel, daß eine aus integrierbaren Funktionen bestehende, aber nicht 
gleichmäßig konvergente Reihe eine nichtintegrierbare Summe besitzen kann. Wir setzen 


u,(2),n=1,2,3,..., gleich 1, wenn x durch einen echten Bruch Z (m, n teilerfremd) aus- 
n 


gedrückt werden kann, und gleich O0 in den übrigen Punkten des Intervalls [0, 1]. Diese Funk- 
tionen,die nur endlich viele Unstetigkeiten besitzen, sind in [0, 1]integrierbar, aber die Summe 
der Reihe ist bekanntlich die nichtintegrierbare Dirichletsche Funktion (vgl. Nr. 300, Beispiel 2). 

Gleichzeitig ist natürlich (wir zeigten dies an Beispielen) die gleichmäßige Konvergenz keine 
notwendige Bedingung für die Integrierbarkeit der Summe einer Reihe, die aus integrierbaren 
Funktionen besteht. Auch für diesen Fall stellte ArzeLA eine Bedingung auf, die gleichzeitig 
notwendig und hinreichend ist („quasi-gleichmäßige Konvergenz im Großen“); vgl. Nr. 432. 


435. Gliedweise Diiferentiation von Reihen. Mit Hilfe von Satz 5 aus Nr. 434 kann 
man leicht den folgenden Satz beweisen. 


Satz 7. Die Funktionen u,(x), n =1,2,3,...., seien im Intervall X = [a,b] defi- 
niert und mögen dort stetige Ableitungen u,(x) besitzen. Wenn in diesem Intervall nicht 
nur die Reihe (3) konvergiert, sondern auch die aus den Ableitungen bestehende Reihe 


Funle) = ui) +) + + (24) 


gleichmäßig konvergiert, so besitzt auch die Summe f(x) der Reihe (3) in X eine Ableitung, 
und es gilt 


f@) -3 u). (25) 


Beweis. Wir bezeichnen mit /*(x) die Summe der Reihe (24); wegen Satz 1 ist 
dies eine stetige Funktion von x. Auf Grund von Satz 5 kann die Reihe (24) gliedweise 
von a bis zu einem beliebigen Wert x aus 2 integriert werden. Wir erhalten 


LT 


[rod= 5 f u,(t) de. 


a n=1a 


Nun ist offenbar 


us di = u,(®) — unla), 


also 


x oo ee) 00 
J (de = 3 Tun(2) — u(a)] = Zune) — & unla) = fr) — Ka). 
n=1 n=1 n=1 
(Diese Umformung ist erlaubt, da die Konvergenz der Reihen }) u,(x) und > U„(a) 
von vornherein bekannt ist; vgl. 4” aus Nr. 364). Da das Integral auf der linken Seite 
wegen der Stetigkeit des Integranden eine Ableitung besitzt, und zwar f*(x) (vgl. 12° 
aus Nr. 305), hat auch die Funktion /(x), da sie sich von dem Integral nur durch eine 
additive Konstante unterscheidet, diese Ableitung. 
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Die Gleichung (25) können wir (wenn wir nach CauchY die Ableitung durch D 
kennzeichnen) auch in der Gestalt 


D | 5 ne) = 5 Dune) 


schreiben. Damit vst (unter den angegebenen Bedingungen) die Ableitung der Summe 
einer Reihe gleich der Summe der Reihe aus den Ableitungen ihrer Glieder, oder, mit an- 
deren Worten, die gliedweise Differentiation der Reihe ist erlaubt. 


Wir betrachten die Reihen 


oo 
y3 [e-1r-1°2? en e-n*2?] 
n=1 
und 
= rt ELBE 
5 In(1 +2) +2 (1 + n?2?) m 1) 
Die erste Reihe reduziert sich auf 0 für x = 0 und auf 1 für die übrigen Punkte; die Summe der 
zweiten Reihe ist überall gleich 0. Wenn wir die Reihen gliedweise differenzieren, so erhalten 
wir die uns schon bekannten Reihen (15) aus Nr. 431, die im ganzen Intervall [0, 1] gegen 0 kon- 
vergieren, obwohl beide nicht gleichmäßig konvergieren. Im ersten Fall konvergiert die Reihe 
aus den Ableitungen auch für x = 0, wo die ursprüngliche Reihe keine Ableitung besitzt, da sie 
dort unstetig ist. Im zweiten Fall führt dagegen die gliedweise Differentiation überall zu einem 
richtigen Resultat, Diese Beispiele zeigen, daß die Forderung nach der gleichmäßigen Kon- 
vergenz der differenzierten Reihe wesentlich, aber nicht notwendig ist. 


In(1+(n — 1) )) 


Der Satz 7 kann von gewissen überflüssigen Voraussetzungen befreit werden; da- 
durch wird der Beweis etwas komplizierter. 


Satz 8. Die Funktionen u,(x), n = 1,2, 3, ..., seien im Intervall X = [a, b] defi- 
niert und mögen dort endliche Ableitung u;(x) besitzen. Wenn die Reihe (3) in wenigstens 
einem Punkt, z. B. für x = a, konvergiert und die Reihe (24) aus den Ableitungen im 
ganzen Intervall X gleichmäßig konvergiert, soist die Reihe (3) im ganzen Intervall gleich- 
mäßig konvergent, und ihre Summe f(x) hat in X eine Ableitung, die sich durch (25) aus- 
drücken läßt. 


Beweis. Wir wählen im Intervall [a, b] zwei voneinander verschiedene Punkte z, 
und x und bilden die Reihe 
Ss U,(X) Be U,(Xo) . (26) 
n=1 Im Ip 
Wir beweisen, daß für ein beliebiges, aber festes x, diese Reihe für alle x =+ x, kon- 
vergiert, und zwar gleichmäßig in x. 

Auf Grund der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (24) können wir zu einem be- 
liebig vorgegebenen & > 0 einen Index N derart finden, daß fürn > Nundm =1,2, 
3, ... die Ungleichung 
n+m 


„I, Wa <e (27) 
=n+1 


für alle Werte von x gleichzeitig erfüllt ist. Wir halten nun rn und m fest und betrachten 
die Funktion 


+m 


U(x) = B3 ul); 


k=n+1 
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ihre Ableitung 
U’(e) = > u) 


ist wegen (27) a ii Betrage nach stets kleiner als e. Nun gilt offenbar 


ze le) un) _ I) - I) _ u 


k=n-+l %—% T—% \ 


wobei c zwischen x, und x liegt (nach dem Mittelwertsatz aus Nr. 112). Damit folgt 
schließlich für alex #& x, 


on Un(x) BE Un(%o) 


k=n+l x — % 


<E, 


da diese Ungleichung für alle m = 1, 2,3, ... gilt, sobald n > N ist, haben wir damit 
die gleichmäßige Konvergenz der Reihe (26) bewiesen. Hieraus ergeben sich schon alle 
für uns notwendigen Schlußfolgerungen. 

Zunächst erhalten wir, indem wir x, = a wählen, aus der gleichmäßigen Konvergenz 
der Reihe 


> Un(X) Zee Un(a) 
n=1 u — 4 


(mit ihr ist auch 2 [u„(2) — unla)] gleichmäßig konvergent; vgl. die Folgerung i in 
Nr. 429) und der Konverpähe von 2 u„(a) die gleichmäßige Konvergenz von P> Un). 


Bezeichnen wir deren Summe u f(x), so ist die Summe der Reihe (26) Sfisibit 
gleich 


f(x) — f(x) 


L —% 


wobei x, ein beliebiger Wert von x im Intervall [a, b] ist. Da in einer gleichmäßig kon- 
vergenten Reihe gliedweise zur Grenze übergegangen werden kann (nach Satz 4), er- 
halten wir, wenn x gegen x, strebt, 


f’(&0) — lim /(®) = (zo) aus 5 (lim Unl®) = | -5 u(x,); 


2>X% %—% n=1 lı>oz, % —— % 
was zu beweisen war* 


Bemerkung. Alle diese Sätze über den gliedweisen Grenzübergang, die glied- 
weise Integration und Differentiation stellen eine Analogie zwischen den Funktionen- 
reihen und den Summen endlich vieler Funktionen her. Diese Analogie wird jedoch 
durch die bekannten Bedingungen für die gleichmäßige Konvergenz von Reihen ein- 
geengt. 


436. Betrachtung vom Standpunkt der Theorie der Folgen. Wir wollen nun die er- 
haltenen Resultate vom Standpunkt der Funktionenfolgen aus betrachten. Dies er- 
laubt, einen Zusammenhang zwischen den zu betrachtenden Fragen und dem Pro- 
blem der Vertauschung zweier Grenzprozesse herzustellen, das in der Analysis eine wich- 
tige Rolle spielt. Außerdem öffnet sich ein Wegzur Verallgemeinerung dieser Resultate. 
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Wir stellen wieder die Funktionenfolge (1) und die Funktionenreihe (3) einander 
gegenüber und beachten, daß sie durch die Beziehungen 


In(&) ‚= Zul (n = 1, 2, 3, 6) 


oder 


ulx) — fı(®) z Un(?) == In(%) nn fn-1(%) (n = 2,3,.. .) 


verknüpft sind. Die Grenzfunktion der Folge ist nichts anderes als die Summe der 
entsprechenden Reihe. Also müssen Folge und Reihe beide gleichzeitig konvergent 
sein. 


I. Wir untersuchen zuerst die Frage nach dem Grenzwert der erwähnten Grenz- 
funktion. Die Menge 2 = {x}, in der alle zu betrachtenden Funktionen definiert sind, 
besitze einen Häufungspunkt a. Dann kann der Satz 4 aus Nr. 433 wie folgt formuliert 
werden: 


Satz 4*. Besitzen die Funktionen f„(x) die Grenzwerte 


lim f,(@) = fr) (EX) (28) 
und 
lim f,(x) =C, (n =1,2,3,...), (29) 


wobei im ersten Fall der Grenzübergang bezüglich x (aus X) gleichmäßig ist, dann existie- 
ren die beiden endlichen Grenzwerte 


lim f(x) und lim ©, 


ı->0 n 
und sind einander gleich. 
Die Gleichung 
lim f(x) = lim ©, 
2-0 n->00 
kann, wenn man (28) und (29) beachtet, folgendermaßen geschrieben werden: 
(1) = (ie) 


Also liefert dieser Satz für die Funktion f,(x) der beiden Veränderlichen x und n eine 
Bedingung für die Existenz und die Gleichheit der beiden iterierten Grenzwerte und 
schließt unmittelbar an die Untersuchungen aus Nr. 168 an. 

Wir überlassen es dem Leser, auch die beiden Sätze aus Nr. 431 für Folgen zu for- 
mulieren. 


II. Nun sei X das Intervall [a, b], und wir untersuchen die Frage nach dem Iniegral 
der Grenzfunktion. Analog zu Satz 6 aus Nr. 434 gilt‘ 


Satz 6*. Wenn die Folge {f„(x)} aus Funktionen besteht, die im Intervall [a, b] inte- 
grierbar sind, und gleichmäßig bezüglich x aus [a, b] gegen die Grenzfunktion f(x) konver- 
giert, so ist die Funktion f(x) in [a, b] integrierbar, und es gilt 


b b 
[ Ha) dr =lim f f.(e) de. 


>00 0 
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Die letzte Gleichung kann auch in der Form 


b 


b 
lim [ fu) de = [ ‚in al de (30) 


n>X0G a 


geschrieben werden, so daß der Grenzwert des Integrals unmittelbar auf den Inte- 
granden bezogen werden kann. Man sagt in diesem Fall, daß der Grenzübergang unter 
dem Integralzeichen erlaubt sei. 

In (30) lassen sich Grenzübergang und Integration vertauschen. Da sich auch das 
bestimmte Integral durch einen Grenzprozeß ergibt, ist die hier zu behandelnde Frage 
derjenigen aus Nr. 168 verwandt. 


III. Schließlich gehen wir zu der Frage nach der Ableitung der Grenztunktion über. 
Wir formulieren Satz 8 aus Nr. 435 nun wie folgt: 


Satz 8*. Die Funktionen f,(x) seien im Intervall [a,b] differenzierbar, und die Folge 
der Ableitungen f,(x) konvergiere in diesem Intervall gleichmäßig bezüglich x. Konver- 
giert die Funktionenfolge {f„(x)} in wenigstens einem Punkt des Intervalls [a, b], so kon- 
vergiert' diese Folge im ganzen Intervall, und zwar gleichmäßig, und die Grenzfunktion 
ist differenzierbar, wobei 


F(«) = lim fe). 
Nn>X 
gilt. 
Schreibt man diese Gleichung in der übersichtlicheren Form 


D . Fa = om {Dfn(®)} 


so sieht man sofort, daß hier von der Vertauschung von Grenzübergang und Differen- 
tiation die Rede ist. Da auch die Ableitung ein Grenzwert ist, ist dieses Problem mit 
der Vertauschung zweier Grenzübergänge verknüpft. 

Zum Schluß sei noch folgendes bemerkt. Vom Standpunkt der unendlichen Reihen 
aus kann der natürliche Parameter » nicht durch einen allgemeineren ersetzt werden. 
Anders verhält es sich bei einer Funktionenfolge. Hier kann die Funktion f,(x) durch 
eine Funktion f(x, y) von zwei Veränderlichen ersetzt werden, wobei y in dem Gebiet 
Y = {y} variiert, das den (im Endlichen oder Unendlichen liegenden) Häufungspunkt 
y, besitzt. Der Grenzübergang n — oo wird durch den Grenzübergang y — y, ersetzt. 
Die Formulierung und der Beweis der Sätze, die sich auf jenen verallgemeinerten Fall 
beziehen, sind nicht schwierig. Auf einige dieser Verallgemeinerungen werden wir in 
Kapitel XIV zurückkommen. 


437. Die Stetigkeit der Summe einer Potenzreihe. Das wichtigste Beispiel für die An- 
wendung der dargelegten Theorie ist die Untersuchung der Eigenschaften der Potenz- 
reihen. Wir beschränken uns auf Potenzreihen der Form 


Ja," = ht ac tm + - + a," tr, (31) 


n=0 


Ps 
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da, wie wir in Nr. 403 sahen, Reihen der allgemeineren Form 


PR — %)" == Gy 7 al = %o) 4 Aslx — %)” - ... u. a,(X rn Lo)” + 2 
(31*) 


durch eine einfache Variablensubstitution unmittelbar auf die Form (31) gebracht 
werden können. - 

Die Reihe (31) habe den Konvergenzradius R > 0 (vgl. Nr. 379). 

1°. Für jede positive Zahl r < R konvergiert die Reihe (31) im Intervall [—-r, r] 
gleichmäßig bezüglich x. 

Wegen r < R konvergiert nämlich die Reihe (31) für x = r absolut, d. h., es kon- 
vergiert die positive Reihe 


La" = al + al + al ++ lat. (32) 


Für |x] = r sind die Glieder von (31) dem absoluten Betrag nach nicht größer als die 
entsprechenden Glieder dieser Reihe, die also die Rolle einer Majorante spielt. Nach 
dem Kriterium von WEIERSTRASS konvergiert die Reihe (31) für diese Werte von x 
gleichmäßig. 

Obwohl die Zahl r beliebig nahe bei R liegen kann, läßt sich aus dem Bewiesenen 
nicht auf die gleichmäßige Konvergenz im Intervall (—R, R) schließen. Am Beispiel 
der Reihe aus Nr. 428, Beispiel 6, sehen wir, daß sich die Endpunkte des Konvergenz- 
intervalls als ‚„‚Ungleichmäßigkeitspunkte‘‘ erweisen können. Wir erhalten also als 
Folgerung aus Satz 1: 

2°, Die Summe f(x) der Potenzreihe (31) ist für alle Werte von x aus dem Intervall (—.R;» 
ER) eine stetige Funktion von x. 

Für jeden Wert x = x, aus dem Konvergenzintervall können wir eine solche Zahl 
r < .R finden, daß |x,| < r ist. Wenden wir den Satz 1 aus Nr. 431 auf das Intervall 
[—r,r] an, so folgt auf Grund von 1° die Stetigkeit der Funktion f(x) ım Intervall 
[—r, r] und damit insbesondere für x = x,. 

(Wir machen den Leser darauf aufmerksam, daß wir den Satz 1 nicht auf das Inter- 
vall (—R, R]anwenden, da dort die gleichmäßige Konvergenz nicht garantiert werden 
kann.) | 

Die Stetigkeit der Summe einer Potenzreihe kann zum Beweis des /dentitätssatzes 
für Potenzreihen verwendet werden (wir erinnern an den ähnlichen Satz für Polynome): 


3°. Wenn zwei Potenzreihen 
P3 Ak" = (g — 41% + GT” + ... —- AnX” — ... 
n=0 
und 
Sbr=btbetber he 4 bare 
n=0 


in der Umgebung von x = 01) ein und dieselbe Summe besitzen, dann sind diese Reihen 
identisch, d. h., die entsprechenden Koeffizienten stimmen überein: 


a=b; a, =b, Ga =b,, ...y 0.0 


1) Es braucht sich hierbei nicht nur um eine zweiseitige Umgebung (—6, ö) des Punktes x = 0 
zu handeln, sondern kann auch eine einseitige Umgebung der Form [0, ö) oder (—ö, 0] sein. 
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Setzen wir nämlich in der Identität \ 


tat =btbet 


x = (0), so erhalten wir sofort a, = b,. Dadurch heben sich diese Glieder in der Iden- 
tität fort; dividieren wir beide Seiten durch x (hier müssen wir natürlich £ == 0 voraus- 
seizen), so ergibt sich die neue Identität 


a + AsX -+- ... — b, + b,x — ..., 


die auch in der Umgebung des Punktes x'= 0 gilt, mit Ausnahme dieses Punktes selbst. 
Wir können hier also nicht x = 0 setzen, wir können jedoch x gegen 0 streben lassen. 
Nach Grenzübergang erhalten wir, wenn wir die Stetigkeit benutzen, a, = b,. Wir 
können wieder diese Glieder entfernen und durch x = O0 dividieren; so finden wir für 
z2—0 die Gleichung a, = b,, usw. 

Dieser einfache Satz, der die Hindeutigkeit der Entwicklung einer Funktion in eine 
Potenzreihe beweist, wird oft angewendet. Mit ihm ergibt sich z. B. sofort, daß die 
Entwicklung von geraden (ungeraden) H'unktionen in Potenzreihen der Form (31) nur 
gerade (ungerade) Potenzen von x enthält. 

Wir wenden uns nun der spezielleren Frage nach dem Verhalten einer Reihe in der 
Nähe der Randpunkte x = +R ihres Konvergenzintervalls zu (wobei wir von nun ab 
das Konvergenzintervall als endlich annehmen). Wir können uns auf den rechten End- 
punkt x = R beschränken; alles hierüber Gesagte kann auf den linken Endpunkt 
x = —R übertragen werden, indem man einfach x durch —x ersetzt. 

Zunächst gilt offenbar der folgende Satz: 


4°. Wenn die Potenzreihe (31) im Endpunkt x = R ihres Konvergenzintervalls diver- 
giert, dann kann die Reihe im Intervall [0, R] nicht gleichmäßig konvergieren. 

Denn wäre die Reihe gleichmäßig konvergent, so könnten wir in ihr nach Satz 3 
gliedweise zum Grenzwert für x —> R — 0 übergehen, und die Reihe 


oo 


za em tumktak?+t +," +. 


aus den Grenzwerten würde entgegen der Voraussetzung konvergieren. 
Ferner gilt der (in gewissem Sinne umgekehrte) Satz: 


5°. Wenn die Potenzreihe (31) auch für x = R (nicht notwendig absolut) konvergiert, 
so konvergiert die Reihe im ganzen Intervall [0, R] gleichmäßig. 
Wenn wir nämlich die Reihe (31) in der Gestalt 


E3 Ani" = B> „PR? (5) Osısh) 
n=0 
darstellen, dann folgt die Behauptung unmittelbar mit Hilfe des Abelschen Kriteriums, 
da die Reihe }/ a„R" konvergiert und die Faktoren (5) die monotone und gleich- 
n=0 | 
mäßig beschränkte Folge 


2 n n 
1252(5) 2. 2(5) > (5) ne 


bilden. 
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Dieser Satz erlaubt es, den Satz 1 aus Nr. 431 auf das ganze Intervall [0, R] an- 
zuwenden. Damit erhalten wir als Ergänzung zu Satz 2° über die Stetigkeit derSumme 
im offenen Intervall (—.£, R) den folgenden Satz (er stammt von Agkı)!): 

6°. Satz von ABEL. Konvergiert die Potenzreihe (31) für x = R, so ist ihre Summe 
auch für diesen Wert von x (von links) stetig, d. h., es ist 


oO oo 
lim N a," = ) a,R". 
z—>R-0 n=0 n=0 


Der Satz von ABkL wird oft angewendet. 


Ist eine Funktion f(x) nur im offenen Intervall (—R, R) durch eine Potenzreihen- 
entwicklung \ 


f(x) = I aya° (-R<xz<R) 


gegeben, bleibt die Funktion aber stetig und die Reihe konvergent in einem der End- 
punkte des Intervalls, etwa im Punkt x = R, dann gilt die Entwicklung für diese 
Funktion auch in diesem Endpunkt des Intervalls. Davon überzeugt man sich leicht, 
indem man in der angegebenen Gleichung den Grenzübergang &— R— 0 vor- 
nimmt. | 


Zum Beispiel erhalten wir im Intervall —1 < x < 1 die Entwicklung 
2 n 
niIi+2.)=r— Eu. —_— .. 4 (m EI 
2 3 N 


da wir aber wissen, daß die Reihe 
1 1 1 
De Zn —I-1_2.. 
sis at 
konvergiert, so können wir jetzt schließen, daß ihre Summe gleich In 2 ist. Genauso rechtfertigt 
sich nun die Behauptung aus Nr. 407, daß die binomische Reihe 


mim —1) „,.. mm — 1)(m — 2) --(m—n+1) 
er 1.2.3. n 


für = +1 die Summe (1 — x)” besitzt, sobald die Reihe konvergiert. 


zn —- ... 


438. Integration und Differentiation von Potenzreihen. Wir wenden nun die Sätze aus 
Nr. 434 und 435 auf Potenzreihen an. Wenn wir die in 1° und 5° bewiesenen Eigen- 
schaften mit Satz 5 aus Nr. 434 vergleichen, so erhalten wir: | 

7°. Die Potenzreihe (31) kann im Intervall [0, x] mit |x| < R stets gliedweise integriert 
werden: 


[tod =aw+ gr 4+ ger et (33) 
18) 


x kann hier auch mit einem der Endpunkte des Komvergenzintervalls zusammenfallen, 
wenn die Reihe (31) in diesem Punkt konvergiert. 
Wir gehen nun zur Differentiation von Potenzreihen über. 


!) Einen anderen Beweis dieses Satzes führten wir (unter der Voraussetzung R = 1) in Nr. 418 
im Zusammenhang mit der Frage nach der Regularität der Abel-Poissonschen Methode bei 
der Summierung divergenter Reihen. 
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8°. Die Potenzreihe (31) kann innerhalb ihres Konvergenzintervalls gliedweise diffe- 
renziert werden: 


f(x) =2 naar = a, + 203% + Sa ++ Nat tee. (34) 


Diese Behauptung gilt auch in den Endpunkten des Konvergenzintervalls, wenn dort die 
Reihe konvergiert. 

Wir nehmen ein beliebiges x aus dem Innern des Konvergenzintervalls der Aus- 
gangsreihe, so daß |x| < R ist, und wählen eine Zahl r’ zwischen |r| und R, also 
x] <r’ < R. Wegen der Konvergenz der Reihe 


Zayr'" =nFtar +? + tar 
n=l , 
ist das allgemeine Glied beschränkt: 

la,ır" sL (L = const;n =1,2,3,...). 


Wir erhalten damit für den absoluten Betrag des n-ten Gliedes von (34) die Ab- 
schätzung 


n—1 1 L n—1 
n|a,|- art =nlal-rr. |) 0 -—<on)- 
r r r' r 
Die Reihe 
L oo n—1 L Ei n—1 
2 5.2" -&f4 2]: ar 


konvergiert; davon überzeugt man sich leicht mit . des d’Alembertschen Kri- 
teriums (Nr. 368), wenn man berücksichtigt, daß < 1 ist. Damit konvergiert 


die Reihe (34) absolut. Daraus folgt, daß der K ai FR dieser Reihe nicht 
kleiner als R ist. 

Nehmen wir nun ein beliebiges r < R, so ist gleichzeitig r < R’; wegen 1° konver- 
giert die Reihe (34) im Intervall [—r, r] gleichmäßig, so daß (nach Satz 7 aus Nr. 435) 
in diesem Intervall die gliedweise Differentiation der Reihe (31) zulässig ist. Da 
r < R beliebig gewählt wurde, ist die wesentliche Behauptung des Satzes bewiesen. 

Falls die Reihe (34) etwa bei x = ER konvergiert, dann konvergiert sie im Intervall 
[0, £] gleichmäßig (vgl. 5°). Damit ist also Satz 7 auf dieses ganze Intervall an- 
wendbar; die gliedweise Differentiation ist somit für x = R erlaubt. 


Bemerkung. Wir überzeugten uns davon, daß R’ > .R ist. Andererseits sind die 
Glieder der Reihe (31), absolut genommen, nicht größer als die entsprechenden Glie- 
der der Reihe 


L na," = a0 + 2050? + ++ + na," +, 

n=1l 
die wie die Reihe (34) den Konvergenzradius R’ besitzt. Folglich gilt R > R’. Also 
ist schließlich R’ = R, d.h., die Konvergenzradien der Reihe (31) und der Reihe (34), 
die aus (31) durch gliedweise Differentiation folgt, stimmen überein. Dies folgt übrigens 
auch leicht mit Hilfe des Satzes von CAucHhY-HADAMARD (Nr. 380), wenn wir be- 


denken, daß Yn für n — 00 gegen 1 strebt (vgl. Nr. 32, Beispiel 10). 
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Da sich die Reihe (31) durch gliedweise Differentiation von (33) ergibt, besitzen 
auch diese Reihen also denselben Konvergenzradius. 


Der Datz 8° eröffnet uns die Möglichkeit, eine Potenzreihe mehrmals zu differen- 
zieren. Wir bezeichnen wie früher mit f(x) die Funktion, die durch die Potenzreihe (31) 
in ihrem Konvergenzintervall dargestellt wird. Innerhalb dieses Intervalls gilt also 


fe) = tar ta Ha? +. aan te, 

fe)=1- +2 ge +3. + tn aai ten, 

(a) =1-2:-, +2-3-030 +... + nm —1)-n:a,am-2 2 ..-, 
f()=1-2-. 3-5; +. + —2)-n—I).n:-,03t.-, 


f(x) =1-.2.3-. (n—1):n-a,+--. 


Wenn wir in diesen Gleichungen x = 0 setzen, so erhalten wir die Ausdrücke für die 
Koeffizienten einer Potenzreihe: 


„ rm n) 
= 0), a4 =f(0), =, -N, ...;. „n, 


(vgl. (7) aus Nr. 403). Läge die Reihe in der allgemeineren Form (31*) vor, so müßten 
wir 2 = x, statt x = 0 setzen. Es gilt also: 


9°, Eine Funktion, die innerhalb ihres Konvergenziniervalls durch eine Potenzreihe 
darstellbar ist, besitzt innerhalb dieses Intervalls Ableitungen beliebig hoher Ordnung. 
Die Reihe selbst ist nichts anderes als die Taylorsche Reihe dieser Funktion. 

Dieser bemerkenswerte Satz beleuchtet das Problem der schon in Kapitel XI be- 
trachteten Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe. Wir sehen: Wenn sich 
eine Funktion in eine Potenzreihe entwickeln läßt, so ist diese Entwicklung not- 
wendig eine Taylorsche Reihe; wir beschränkten uns deshalb auch auf-die Unter- 
suchung, ob es möglich ist, eine Funktion durch ihre Taylorsche Reihe darstellen zu 
können. Eine Funktion, die sich in eine Taylorsche Reihe nach Potenzen von x — x, 
entwickeln läßt, heißt im Punkt x, analytisch. 

Die dargelegte Theorie läßt sich auch auf mehrfache Potenzreihen übertragen. Wir 
beschäftigen uns aber nur mit Potenzreihen von zwei Veränderlichen: 


> al — u (y— Yo). 
i,k=0 z 


* 


Innerhalb des Konvergenzbereichs (Nr. 396) kann diese Reihe ebenfalls beliebig oft 
gliedweise nach jeder Veränderlichen differenziert werden. Damit ergeben sich wie 
oben für die Koeffizienten leicht die Ausdrücke 


of(zo, Yo) of(xo> Yo) 1 0°f(&0; Yo) 
ao = ro, Yo)» an =, agı ey ° YET) de 


und allgemein 


otkf(x,, Yo) 


1 
Air TE Dt Oy* 
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» 


Damit hat die Entwicklung von f(x), wenn sie überhaupt möglich ist, notwendig die 
Form 
2 1 Stel, 9) 
I(&, %) u Te (x — zu) (y — Yo)“. 
Auch diese Reihe heißt Taylorsche Reihe; sie knüpft natürlich an die Taylorsche 
Formel an, von der wir in Nr. 195 sprachen. Existiert für eine Funktion f(x, y) eine 
solche Entwicklung, so heißt die Funktion im Punkt (x,, Y) analytisch. 


S 3. Anwendungen 


439. Beispiele für die Stetigkeit der Summe einer Reihe und für den gliedweisen Übergang 
zum Grenzwert. 
1. Man untersuche die Stetigkeit der Summe der Reihe 


= x 
Ka) = = nP + zn 
unter der Voraussetzung, daß 7,q Z 0 und einer dieser Exponenten > 1 ist (womit die Kon- 
vergenz der Reihe für alle Werte von x gewährleistet ist). Offenbar kann man sich auf nicht- 
negative x beschränken. 
Im Fallp >1 ist nämlich für x Sx, (x, ist eine beliebige positive Zahl) die konvergente 
Reihe 


eine Majorante der gegebenen Reihe; folglich konvergiert die Reihe nach dem Weierstraßschen 
Kriterium gleichmäßig, und ihre Summe ist im Intervall [0, z,] stetig. Da x, beliebig gewählt 
war, bezieht sich dies auf das ganze Intervall [0, &). 

Ist p s1, aber g > 1, dann kann man, wenn man für x > 0 die Reihe in der Form 


1 


5 RABEN... MINEREDER 
n=1 nd — (2) np ' 
x 


schreibt, wie im vorigen Fall auf die Stetigkeit der Summe für alle x > 0 schließen. Man 
braucht also nur noch für x = 0 die Frage zu lösen. 

Mit den Methoden der Differentialrechnung findet man, daß das n-te Glied der Reihe seinen 
größten Wert bei x = n{P-®I2 erreicht und daß dieser Wert gleich 


II 
2 n(r+q)l2 


ist. Für + q > 2 ist die konvergente Reihe 


= i 
2.2 n(p+g)/2 


eine Majorante der gegebenen Reihe, womit die Stetigkeit der Funktion /(xz) für alle x, ein- 
schließlich des Punktes x = 0, gewährleistet ist. 

Es bleibt noch die Frage nach der Stetigkeit der Funktion f(x) bei x = 0 offen, falls p <1, 
q>1,aberp +92 ist. In Nr. 491, Beispiel 13, wird gezeigt werden, daß die Funktion f(x) 
unter diesen Bedingungen im Punkt x = 0 unstetig ist. 


| 
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2. Wir betrachten die Dirichletsche Reihe 
In 
n=ı N” 
(vgl. Nr. 385, Beispiel 3), wobei {a,} eine gewisse Folge positiver Zahlen ist. Wir setzen voraus, 
daß die Reihe nicht „überall divergiert“, so daß für sie eine endliche Konvergenzabszisse 
A< +00 existiert. Für jede Zahl x, > A konvergiert die Reihe 
„> In 
n=1 N” 
Hieraus folgt, daß die betrachtete Reihe für alle x > x, gleichmäßig konvergiert (Analogon zu 


"Satz 1° aus Nr. 437). Diese Behauptung folgt aus dem Abelschen Kriterium, wenn wir die Reihe 
in der Gestalt 


2.0 4 


n=i n?To NnT—To Di 


schreiben und beachten, daß der Faktor der höchstens gleich 1 ist, mit wachsendem r 


Ni—% 
abnimmt. Nach Satz 1 aus Nr. 431 ist die Summe der Reihe für alle x > x, und folglich (da x, 
beliebig ist) für alle x > A stetig (Analogon zu Satz 2° aus Nr. 437). 

Ist A endlich und die Reihe 


0 6) Ay 
n=ı nF 
konvergent, so können wir uns auf die gleiche Art von der gleichmäßigen Konvergenz der be- 


trachteten Reihe für x > A (5° aus Nr. 437) und von der rechtsseitigen Stetigkeit ihrer Summe 
im Punkt x = A (6° aus Nr. 437 Jüberzeugen. 


3. In Beispiel 6 aus Nr. 390 überzeugten wir uns davon, daß die durch die Gleichung 
X N 
Ea)=1+2 — 


n=ı n! 
definierte Funktion der Beziehung 


Ei® +) = Ele) Eiy) (1) 


genügt. Mit Satz 2° aus Nr. 437 sehen wir jetzt, daß die Funktion E&(x) im ganzen Intervall 
(—00, +00) stetig ist. Auf Grund des in Nr. 75, 1, Bewiesenen hat eine stetige Lösung der 
Gleichung (1) die Form E(x) = a?. Schließlich läßt sich die Basis a offenbar aus der Beziehung 


| 
a=Eil)=1+ 3 —=e 
1-1 N! 


bestimmen. Somit gilt E(x) = e* (vgl. (11) aus Nr. 404). 
4. Wir untersuchen noch einmal die binomische Reihe 


(m — 1) 


i+me+- mm ER 


1-2 12. n 


(vgl. (22) aus Nr. 407), die im Fall |«| <1 für jedes m absolut konvergiert. Wir wollen ihre 
Summe bestimmen. Dazu bezeichnen wir diese Summe als Funktion von m. mit (m) (bei festem 
T, |«] < 1). | 

Aus der Algebra wissen wir, daß für jede natürliche Zahl m (die Reihe bricht dann mit dem 
(m + 1)-ten Glied ab) die Beziehung g(m) = (1 + x)" gilt; wir beweisen nun, daß dies auch für 
alle m der Fall ist. 
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Wir wählen ein beliebiges k und betrachten die Reihe 


k(k — 1) kk—1):- (k—n-+1) 


SS ea u Doz au... 


mit der Summe o(k). Aus den beiden Reihen bilden wir die Cauchysche Produktreihe 


Ylm)-pk)=1+m+ker+ ww; Re 


(m +k)(m +k—1) 
1.2 


Hm + | 2: 2] en 


-=1+(m+k)x+ x 4... 


n 
Der Koeffizient von —— ist offenbar ein Polynom n-ten Grades bezüglich m und %. Sind m 
n! 


und %& beliebige natürliche Zahlen >n, dann folgt aus elementaren Überlegungen, daß dieser 
K.oeffizient die Form 
(m + km + k— 1) (m+k—m+1) 


hat. Folglich hat er (wie dies aus dem Satz über die Identität von Polynomen zweier Ver- 
änderlicher folgt) auch für alle m und k diese Form. Die gesuchte Funktion p(m) erfüllt also 
die Funktionalgleichung 


p(m) plk) = plm + k). 


Wir beweisen nun die Stetigkeit der Funktion o{m). Sie folgt aus der gleichmäßigen Kon- 
vergenz der binomischen Reihe für alle Werte von m, die dem Betrage nach nicht größer als eine 
beliebige Zahl m, > 0 sind; für diese Werte wird nämlich die binomische Reihe durch die kon- 
vergente Reihe 
— B 1) x]? di. MM + 1) (mo + 2) x]? E 


1+m |] + ns5 


majorisiert. Für dieses m gilt aber, wie wir wissen (vgl. 1 aus Nr. 75), notwendig om) = aM. 
Wegen a=g(l)=1-+ x folgt schließlich g(m) = (1 +2)". 


5. Die schon bekannte logarithmische Reihe (vgl. (17) aus Nr. 405) können wir aus der bi- 
nomischen Reihe (vgl. (22) aus Nr. 407) mit Hilfe der Beziehung 


na=limk(fa-1) (k=1,2,3,... 
k->00 


(vgl. Nr. 77, Beispiel 5b) erhalten. 
Wir setzen a = 1 + x (wobei |x] < 1 sei) und entwickeln (1 + x)Y/k in eine Potenzreihe: 


Ar x ) 

1 k\k 

1 1/k — ——  EERESETESEENEEIZTE SEE 2 ... 
(i-+e) l+7z2+ za 


Elster) 
ee 3% 77 


Dann erhalten wir In (1 + x) als Grenzwert des Ausdrucks 


Kara h)42 (et) 2)- 


PR 20 EBRRL. | U RREHE.E, SIR 7 DHENREINNEE: OBERE, WESER 
Ten li z)(* x) ( ut er 
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fürk > ©. Die Glieder dieser Reihe enthalten (bei festem x) den natürlichen Parameter & als 
Veränderliche. In seinem ganzen. Wertebereich konvergiert die Reihe (2) bezüglich % gleich- 
mäßig; dies folgt (nach dem Weierstraßschen Kriterium) daraus, daß in der Majorante 


212 3 n 
[el +44 es +4 (2 = const; |x] < 1) 


k nicht enthalten ist. Damit können wir auf Grund von Satz 4 aus Nr. 4331) in der Reihe (2) 
gliedweise zur Grenze für k — oo übergehen, was zur logarithmischen Reihe führt. | 


6. Ein in diesem Zusammenhang sehr interessantes Beispiel ist die Herleitung der in Nr. 404, 
Formel (11), angegebenen Exponentialreihe aus der Beziehung 


x \k 
e” — lim ( +5) (k=1,2,3,...). 


k—-% 


Wir erhalten, wenn wir das Binom nach der Newtonschen Formel entwickeln, 


k k(k -—1)/[x=\? k(k—1).--(k—n+1)[x\"r 
TREE U PERE, BSR: FERRARI Swan 1 u ee N en ee 
Ba a nr 0 Ba ann nr Tora 4 3 

re He u 

leder zlh-f-ir 


Nun sind natürlich für jedes & nur endlich viele (nämlich & + 1) Glieder vorhanden; wir können 
aber von einer „unendlichen Reihe“ sprechen, wenn wir die restlichen Glieder als O annehmen. 
Diese ‚‚Reihe‘ konvergiert gleichmäßig für alle k,.da sie offenbar von der Reihe 


el, le el" = 
tee 


majorisiert wird. Wir können somit nach Satz 4’ aus Nr. 433 in der „Reihe“ (3) gliedweise zum 
Grenzwert für k > oo übergehen. Das (n + 1)-te Glied ist gleich 0, solange k < n ist. Für 
k zn hat es die Form 


an 1 er I a. 
ni! k k 


N 
und sein Grenzwert für k > oo ıst —. Wir erhalten somit auf diesem Wege wieder die Ent- 
a 


wicklung der Exponentialfunktion e*. 
7. Ausgehend von der Moivreschen Formel leiteten wir in Nr. 408 die Formel 


m(m — 1) (m — 2) 


cosR-3 2 sin?z + -- 
1-2-3 a 


sin mz = m cosM-1zsinz — 


her..Wir zeigen jetzt, wie sich hieraus die Entwicklung der Funktion sin x in eine Potenzreihe 


ergibt. Dazu setzen wirz = ®_ und ziehen cos” X. vor die Klammer; die Formel lautet damit 
m m 


2 \3 
1 2 (m tan 
PERRIREREEN.. 3, VETRRR ER, U OIERE.A | | GPRS 5 MEBBHRL.. Au. Ser 
mM m m m 3! 


ı) Wir erinnern daran, daß der Wertebereich 2° der Veränderlichen x, von dem im Satz 4 aus 
Nr. 433 die Rede war, passend gewählt werden konnte; insbesondere konnte er die Fölge der 


natürlichen Zahlen sein (damit a = +00 ist). 
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.. “ .. . x 
Nun gehen wir zunächst formal bei festem x zum Grenzwert für m > oo über. Wegen cos” — 


— 1 (vgl. etwa Nr. 79, Beispiel 4, für A = 0) und m tan es ergibt sich als Grenzwert tat- 
sächlich die geforderte Entwicklung “ 


(vgl. (12) aus Nr. 404). 
Es bleibt noch zu beweisen, daß der Grenzübergang in der Klammer erlaubt ist, da zwar die 
Anzahl der Glieder für jedes m endlich ist, aber mit m gegen unendlich geht (vgl. Beispiel 6). 


1 i 2 j 
Wir wählen einen Wert x zwischen — 2” MyTe und 2 mot; ferner sei m > m,. Es läßt sich nun 


leicht zeigen, daß der absolute Betrag von m tan — mit wachsendem m abnimmt und folglich 
beschränkt ist: = 


sL=m Al (m > m,)- 
Mg 


m tan 
m 


Damit wird der Ausdruck in der eckigen Klammer durch die konvergente Reihe 


Und 


L® 
rer 


majorisiert. Die Überlegungen werden dann wie in Beispiel 6 weitergeführt. 
Analog kann man die Entwicklung von cos x in eine Potenzreihe finden. 


Bemerkung. Die Beispiele 5 bis 7 wurden unter Verbesserung der Beweise für die Ent- 
wicklungen der elementaren Funktionen dem Buch von L. EULER, ‚‚Introductio in analysin in- 
finitorum“ (1748) entnommen. 


8. Man beweise die folgenden Beziehungen: 


on (— 1 yn-1 gr 


(a) lım = —In2, 
2-0 3 N 1+.a” 2 
n 
(b) lim (2) B> (— Sur z —— I; 2. 
<>1-0 n=1 u 


(a) Essei 0 <x< 1; da die Reihe 


oo (—1)H1 


2 


n=i n 


n | 
konvergiert und der nach oben durch 1 beschränkte Faktor n z - mit wachsendem n mono- 


ton abnimmt, konvergiert auf Grund des Abelschen Kriteriums die Reihe im Intervall (0, 1) 
gleichmäßig. Gehen wir in ihr gliedweise (Satz 4 aus Nr. eu) zum Grenzwert für 2e—1—0 
über, so erhalten wir das geforderte Resultat. 


(b) Es sei auch hier 0 <x< 1; nun gilt 


= n — x) a" a" 
2, zo _ 20 - 2ı- ltr + 2+. ad 


oo 
Hier konvergiert zwar die Reihe 3 (—1)"-! nicht, aber ihre Partialsummen sind beschränkt. 


n=1 n 
Dafür nehmen jedoch die Faktoren —{7 ______ nicht nur monoton ab, sondern 
EI 
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streben auch für alle x aus (0, 1) gleichmäßig gegen 0, denn es ist 
n n 

x < x 2 a 1 

12 a Ip een 


Damit konvergiert auf Grund des Dirichletschen Kriteriums die Reihe gleichmäßig, so daß der 
gliedweise Grenzübergang für x > 1 — 0 gestattet ist, usw. 


9. Sprechen wir von Potenzreihen, so verstehen wir darunter stets Reihen, deren Glieder 
nach wachsenden Exponenten geordnet sind. Dies hat innerhalb des Konvergenzintervalls 
keine Bedeutung, da dort die Reihe absolut konvergiert, doch bleibt z. B. der Satz von ABEL 
ohne diese Einschränkung nicht gültig. 

Man verifiziere dies an der Reihe 


7 VE: ‚BER: ‚> BE: >, ZB 
2 4 3 6 8 


die sich durch Umordnen der Glieder der logarithmischen Reihe ergibt (vgl. Nr. 388, Beispiel 1). 


10. Wir beweisen nun den Satz über die Multiplikation von Reihen (Nr. 392) mit Hilfe des 
Satzes von ABEr (Nr. 437). Dazu betrachten wir die beiden konvergenten Reihen 


A= 5a, (A) 
und 
B= 5 b, (B) 
n=1 


und setzen voraus, daß die Cauchysche Produktreihe 
oo 
C=)c, (C) 
n=1 


wobei c, = ab, + agbu-ı + + a,b, ist, ebenfalls konvergiert. Man beweise die Relation 
AB=(C. 

Aus der Konvergenz von (A) können wir wegen des Hilfssatzes aus Nr. 379 sofort schließen, 
daß die Reihe 


Alz) = F aya (Ar) 
n=1 


für |x] < 1 absolut konvergiert, so daß der Konvergenzradius R dieser Reihe sicher —1 ist. 
Damit gilt in jedem Fall die Beziehung 


je,e) 
im Aßk)=A= a, 
z>1—0 n=1 


und zwar für R = 1 (nach dem Satz von Ask; Nr. 437) und für RE > 1 (nach Satz 2° aus Nr. 
437). Betrachten wir analog (für |x] < 1) die Reihen 


b(x) = 5 Dr (B*) 
n=1 e 

la) = I oyar, (C*) 
n=1 


so folgt für sie dasselbe wie für die Reihe (A*). Wenden wir nun auf die absolut konvergenten 
Reihen (B*) und (C*) den Satz von Cavcay (Nr. 389) an, so erhalten wir 


A(z) B(x) = C(x). 


21*: 
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Wir brauchen hier nur noch zum Grenzwert für x — 1 — 0 überzugehen, um das geforderte 
Resultat zu erhalten: 


AB=Ü. 


440. Beispiele für die gliedweise Integration von Reihen. 


_— 1\72 
1. Die Reihe 5 ! nr können wir folgendermaßen summieren: 


n=0 ON 
oo {__1ır oo —_.1)7 
2 EI - lim N" anti 
n=09n +1 <A-0on=osn ti n 
I x 
— lim F (trade im FE 
1-0 / n=0 1-0 J 1+ 
0 0 
z>1-0 | 6 —c+1 Y5 er 6/3 


1 
Fr T 


a 


Wir verwendeten zunächst den Satz von ABEL (6° aus Nr. 437) und dann den Satz über die 
gliedweise Integration einer Reihe (7° aus Nr. 438). 


2. Die gliedweise Integration der Reihen 


5 —- 1—x 4- LE — 1. 4 (—1)#-1 at -. 1 
1 
eg”) -1- tm. + (DR)... 


im Intervall [0, x] (mit |x] < 1) liefert sofort die Entwicklungen 


P7 
dr [eh 
un rn Fi Ze “.. —— -1__ ... 
1755 =Iıhi+n)=x = + ee 


z 


dr a ale 
—_ - ardtandz =r — — 4 — .. 4 (9) - ... 
iE + 22 3775 (4 n—1 en 


0 


die wir in Nr. 405, (17), und Nr. 404, (15), auf komplizierterem Wege erhielten. Die Gültigkeit 
der ersten Entwicklung für x = 1 und der zweiten für x = +1 ergibt sich zusätzlich mit Hilfe 
des Satzes von ABEL (Nr, 437, 6°). 


3. Wie wir wissen, ist die Ableitung der Funktion arcsin x gleich 
1 
yi <= 
Für sie gilt die Entwicklung 


1 (+ 5 (2m — 1)t! 


Meta 3 ech 
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(vgl. (24) aus Nr. 407). Wir erhalten durch gliedweise Integration dieser Reihe die für uns neue 
Entwicklung 


L 
dr : © (n—1)i am 
=araıır =rc + 2 —1<r<1). 
Ir = (2n)!! 2n +1 E 
0 


Da diese Reihe für x = +1 konvergiert (vgl. Nr. 370, Beispiel 5(a)),!) gilt die Entwicklung 
nach dem Satz von ABEL auch in diesen Punkten. Für x = 1 finden wir insbesondere eine 
Reihe für die Zahl r: 


0 — 1)! 

RER EIN, (2n — 1)!! 1 
Analog ergibt sich, wenn wir die. Ableitung 

[In (x - yi + =2)) — s 
yi + 22 
in eine Reihe entwickeln und diese gliedweise integrieren, die Entwicklung 
(2n — I)! „2er 

(2n)!! 2n +1 


d.h. die Funktion Arsinh x, die Umkehrfunktion von sinh x (vgl. Nr. 49, Beispiel 4, sowie die 
Bemerkung aus Nr. 339). 


ne+fir@)=2+r(-1 (-1<r si), 
n=1l 


4. Mit Hilfe der gliedweisen Integration von Reihen "ergeben sich die Potenzreihenent- 
wicklungen gewisser Integrale, die sich nicht in geschlossener Form durch elementare Funk- 
tionen ausdrücken lassen (vgl. Nr. 272). So erhalten wir, wenn wir von der bekannten Ent- 
wicklung 


en Me ni 72% 
e nern am 
(vgl. (11) aus Nr. 404), ausgehen, 
zZ 
x? 1 2 1 at 
a ee en Ir er 
E ea ra rer 


11) 


Wir stellen uns die Aufgabe, mit einer Genauigkeit von 0,0001 das Integral 
1 
V= f e-"" dr 
0 


1) Übrigens kann jetzt die Konvergenz der Reihe 


© (2n — 1)!! 1 
1-4) nt 8 
„1 (An)! Anl 
einfacher bewiesen werden. Für jedes m gilt nämlich 


m” (nn — I) A 
er ann mi 


und durch Übergang zum Grenzwert für x — 1 erhalten wır 
nm (In — 1)! j Te 

1+ 2 m ——s{, 
72, (2n)!! 2n-+1 2 


woraus (vgl. Nr. 365) das Gewünschte folgt. 


’ TC 
<oaresın? < p% 
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zu berechnen. Dadurch, daß wir für die obere Grenze des Integrals den Wert 1 gewählt haben, 
erhalten wir für W eine alternierende Zahlenreihe, deren Glieder dem absoluten Betrag nach 
abnehmen: 
1 1 1 1 1 1 1 
ae tr tzie 1320 9300 Tao 


Da das achte Glied schon beträchtlich unter der gegebenen Genauigkeitsgrenze liegt, be- 
schränken wir uns auf die ersten sieben Glieder. Die entsprechende (negative) Korrektur A läßt 
sich leicht abschätzen: 

1 1,5 


A — I, 
= 75600 > 10° 


Die Berechnung der angegebenen Glieder auf fünf Stellen nach dem Komma ergibt 


1 1 
1 + — = 1,10000 — = 0,33333 
+ n r (-+) 
1 1 
— — 0,00463 (—) — = 0,02381 (—) 
216 49 
ne 0,00011 (—) BR 0,00076 (—) 
9360 1320 ° 
1,104 74 0,357 90 


1,10474 — 0,35790 = 0,74684. 
Berücksichtigen wir alle Korrekturen, so ergibt sich 
0,746 81 < W < 0,74685, W = 0,7468...; 
alle angegebenen Dezimalstellen sind genau (vgl. Nr. 328, Beispiel 5). 


5. Analog ist 


2 
sin i x3 23 zen-1 
— d=r — — u NER a a a ... 
f t 313 "5135 ri (2n — 1)! (22 — 1) 7 
0 
wegen 
sin x ri 2 g2n-2 
 r—— So | — — — — 006 | ni... 
x 3 5 = an 


(vgl. (12) aus Nr. 404). Wir wollen nun mit Hilfe dieser Entwicklung das Integral 


B. 
„- (a 
x 
0 


mit einer Genauigkeit von 0,001 berechnen. 
Es ergibt sich, wenn wir x = x setzen, 


4 1 1 1 1 
h,=r- —n + —o — —_ 7 BEE HER © HERE EEIRHEREESER 1 ERBEENEEREERTS, |; | ..., 
2 18 600 3020 Ze an te 


d. h. wieder eine alternierende Reihe, deren Glieder dem absoluten Betrag nach abnehmen. 
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Da das sechste Glied kleiner als 0,0007 ist, beschränken wir uns auf fünf Glieder. Die Rech- 
nung liefert: 


x = 3,1416 (—) 
1 1 
— 5 — 0,51 En 
600 00 (+) 15 = 1,7226 (—) 
— 78 — 0,0091 (+) 12 = 0,0856 
326590 FETT 
3,6607 1,8082 


3,6607 — 1,8082 = 1,8525. 
Berücksichtigen wir die Korrekturen, so folgt schließlich 
1,8517 < u < 1,8527, u= 1,852 + 0,001. 


6. Man bestimme die Reihendarstellungen der Integrale 
: 1 
(a) [ en: ar, (b) f x? de. 
0 
0 


(a) Mit der Entwicklung des Arkustangens ergibt sich 


1 1 
arctan x 1 1 1 
—de>= 1-— — X + — er — — .. 
f | Fe se 7 + )d 
0 


T 


Da die Reihe unter dem Integralzeichen für x = 1 konvergiert, ist die gliedweise Integration 
erlaubt (7° aus Nr. 438). 
Wir erwähnten schon (vgl. Nr. 328, Beispiel 6), daß der Wert 


G = 0,915965 ... 


dieses Integrals unter dem Namen Catalansche Konstante bekannt ist. Wir sehen nun, daß 


ee) (— 1)y*-1 
en =2 (2n — 1)? 


gilt. 
(b) Wir schreiben den Integranden in der Form e-*1nz und entwickeln ihn in die Exponen- 
tialreihe 


et en 
1 
die für O<z <1 gleichmäßig konvergiert, da das Maximum der Funktion |x In x] gleich — — 


ist (wie sich mit Hilfe der Differentialrechnung leicht beweisen läßt). Die Reihe besitzt also die 
Majorante 


oo ij /\n 
zarte) 
n=0 N. e 
1) Für x = 0 ersetzen wir die Glieder der mit n = 1 beginnenden Reihe durch ihre Grenzwerte, 
d.h. durch 0. 
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Somit ist die gliedweise Integration erlaubt. Wegen 
1 


[* Int x de = (—1)" 
0, R 
(vgl. Nr. 312, Beispiel 4) folgt schließlich 


1 
1 
-2de = rn 
[ x x z ns 
0 j 
7. In Nr. 414 hatten wir die Entwicklung 


00 { 1! 2 p 
arctanz = _ | z sr sIiI) 
1+ x „0 (2p +1)!! 1— 


n! 


(n + 1er 


(vgl. dort Formel (8)) hergeleitet. Setzen wir nın = J und verwenden. wir die 
Relation, (Nr. 50) 1. 
arctan = arcsin y, 
Le 


so finden wir 


aresiny Sm; (2p)!! 
y1 — Bi »=o 2p +1)! 


Wir integrieren diese Gleichung von 0 bis y, wobei wir die Integration rechts gliedweise durch- 
führen: 


y?p+l ( Sys =) 


A tresih y” = 5 __ ap)! ypr+? [2m — 1)]!! yam 
“ po Ep +! 2p+2 m=ı (2m—1)!! 2m 


Dieses Resultat kann man auch in der Gestalt 


2(arcsin y”’® = ee 
'm=l 2m 


(2y)?m 


schreiben. Für y= Re erhalten wir hieraus 


„ (m—-i m 


u 2m! 18° 
Nun sahen wir früher (vgl. (13) aus Nr. 395; auch Nr. 416), daß 
= 4 m — 1)! 
Si, 2 lmonı 
n=1 N m=1 2m! 
ist, so daß schließlich 
oo i 12 
n=] n? u 6 " 


en Auf dieses interessante, von EULER gefundene Resultat werden wir noch mehrmals zurück- 
ommen. 


8. Man berechne das Integral 


1 
ı- (ar 
T 


0 
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Mit Hilfe der logarithmischen Reihe (vgl. (17) aus Nr. 405) erhalten wir für den Integranden 
die Entwicklung 


1 BR. ER —_ 4 (mL ga-ı 4 .., 
2 3 N 


die im ganzen Intervall [0, 1] gilt. Durch gliedweise Integration finden wir 


EZ. 
=] 


N? 


I-1 EU u (al ı ee 
n? 


n 


Mit Hilfe der obigen Beziehung (4) folgt hieraus 
im 


oo 1 00 T 
ra 2, = 
n=1 N n=ı (2n)? 12 


Damit gelangen wir zu einem Ausdruck für das gesuchte Integral / in geschlossener Form: 


9. Man berechne das Integral (ja| < 1) 


T 


[ In(1-+acosx) de 


COS X 
N) 
2) 
(Beiix = Z ist für den Integranden der Wert a, d. h., sein Grenzwert für € — Se zu schrei- 
ben.) 


Bei Benutzung der logarithmischen Reihe erhalten wir 


In(1l -+acosz) -a+ Fig" 
n=1 


cos? x. 
1 


COST [} 


ar+l 

2 
Diese Reihe konvergiert im Intervall [0, r] gleichmäßig. Nun gilt (vgl. (8) aus Nr. 312) 
rel? 


T rn 
2m — 1)!! 
[errtza@=0, [or zde=2 | ee 


(Zm)!! s 


damit ergibt sich durch gliedweise Integration 


4 
T 


In(1 +acos«) _ 89 (m—1)!! azm+1 
f COS X nn r|a 72 (Zm)!! 2m+i r 


Diese Reihe ist uns als Entwicklung für den Arkussinus bekannt (vgl. Beispiel 3). Also folgt 
schließlich (in geschlossener Form) 


7 
In(l Facosa) dr = r arcsin «a. 
cos z 
0 
10. Wir-betrachten für |r| < 1 die Entwicklung 
1—r 


oo 
—_—-1+2) rrcosae. (5) 
1 — 2rcosr + r? | . 
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Sie läßt sich leicht verifizieren, wenn wir die rechte Seite mit 1—2r cosx + r? multiplizieren; 
dann erhalten wir nämlich 


00 00 oO 
1—2rcsz +r? +2 % rPcosnze — 2 % r"t!2cosnrcose +2 N r"t2cosne. 
n=1 n=1 n=1 


Ersetzen wir nun 2cosnxcosxz durch cos(n +1)x + cos(n — 1)x und zerlegen wir die 
zweite Summe entsprechend in zwei Summanden, so heben sich alle Glieder bis auf 1 — r? fort, 
was zu beweisen war. 


00 
Da die Reihe }/ |r|* (für |r| < 1) konvergiert, ist die Reihe auf der rechten Seite von (5) im 
=1 


n 
Intervall [—r, rn] gleichmäßig konvergent. Wir integrieren nun links und rechts von —r bis r, 
wobei die Integration der Reihe gliedweise durchgeführt werden kann. Wegen 


7 
f cos nz de = 0 
_T 
erhalten wir 


T 


[ EHER. 1... dre9n 
1 — 2rcose + r? 
_T 
(vgl. Nr. 309, Beispiel 8). 
Analog ergibt sich, wenn wir beide Seiten der Identität (5) mit cos mx (m = 1, 2,3, ...) 
multiplizieren und gliedweise integrieren, 


2 e 
COS MX yn 
— (17 aaa Ir . 
1 — 2rcosxr + r? 1—r 
u 1 7 


Dabei benutzen wir die aus Nr. 304, Beispiel 4(d), bekannten Beziehungen 


er 0 füüm#n, 
f cosmxcosneder= I 
re nr für men. 


11. Wenn wir in der Identität (5) den Summanden 1 auf die linke Seite bringen und dann (5) 
durch 2r dividieren, so erhalten wir 


coor—r ER 
Din Tree 20 2COBNT. 
1—2rcsce+r „=ı 


Nun sei x beliebig, aber fest, und r variiere im Intervall (—1, 1). Wir integrieren beide Seiten 
der Gleichung nach r von 0 bis zu einem beliebigen r aus diesem Intervall, wobei wir die Potenz- 
reihe auf der rechten Seite gliedweise integrieren; da auf der linken Seite der Zähler (bis auf 
einen Zahlenfaktor) die Ableitung des Nenners ist, finden wir 
X pn 
nl —2rcsz+r)=—2)5 — c0I NT (rl <1). 
n 


n=1 


Nun nehmen wir r als konstant an und lassen x von 0 bis : variieren. Wie wir leicht sehen, 
konvergiert die Reihe auf der rechten Seite bezüglich x in diesem Intervall gleichmäßig, so 
daß wir gliedweise integrieren können (Satz 5 aus Nr. 434). Nach Integration gelangen wir zu 


T 
[ni -2rcsz+r)de=0 (r| < 1) 
0 


(vgl. Nr. 307, Beispiel 4; Nr. 314, Beispiel 14). Hieraus erhalten wir, wie wir schon sahen, auch 
leicht den Wert des Integrals für |r| > 1. 
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12: Die von x abhängenden Integrale 
re[2 
J,(x) = = [ cos (x sin 6) d®, 
T 
0 


r/2 
2x° . 
J.(x) — (On — Mile f COos (x sın 0) cos??? 9 de (n = 1; 2, 3, is) 
0 


stellen die sogenannten Besselfunktionen!) dar (vgl. Nr. 395, Beispiel 14). Durch Entwicklung 
der Integranden nach Potenzen von x sin 0 und gliedweise Integration erhalten wir leicht die 
schon bekannte Entwicklung dieser Funktionen nach Potenzen von x. 

Zum Beispiel führt die Integration der Reihe 


= x2k sin?k 0 
cos (esin6) = 1-+ F (1) —— 
k=1 (2k)! 
unter Berücksichtigung der Formel 


sc/2 


he (2k — 1)!! r 
[ sin#*8d9 = SITuR 07 > (6) 
5) 


(vgl. (8) aus Nr. 312) auf die Besselfunktion nullter Ordnung 
m2k 


_ lg _ 
EEE es ner 


13. Wir begegneten schon den sogenannten vollständigen elliptischen I ntegralen erster und 
zweiter Gattung (vgl. etwa Nr. 315): 


r/2 


r/2 
Kik)= [| —— EL, Ei = | MR. 
yl — A sin?o 
0 0 


Wir wollen sie nun nach Potenzen des Moduls &k entwickeln (O<k<1). 


Setzen wirx—= —k? sin? pin (24) aus Nr. 407, so erhalten wir 
— 1)! 
1 ei z> (2n — 1)!! ken sinn g 


Y1 — A sin? op n=ı (Zn)! 


Diese Reihe konvergiert bezüglich p gleichmäßig, da sie für alle Werte von 9 durch die konver- 
gente Reihe 


© (m — ji 
en — 11° 20m 
Ir2 Tan 


majorisiert wird. Folglich ist nach Satz 5 aus Nr. 434 die gliedweise Integration erlaubt. Führen 
wir die gliedweise Integration durch und benutzen wir wieder die Formel (6), so finden wir 


* q/2 


do BR: © ee]. 
an) [ Yyı — sin? o 2 t ne | (2n)!! 


1) FRIEDRICH WILHELM BEsSEL, 17 84-1846, deutscher Astronom. 
N 
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Analog ergibt sich, wenn wir von (23) aus Nr. 407 ausgehen, 


rı/2 
era sie T = (2n — 1)!! 2 ken 
k) = 1 — 2sin?odo =—I1 — ) I—— | ——- |, 
en 25 u; >| Z| (Zn)!! In —1 
0 


Diese Reihen können auch zu Näherungsrechnungen benutzt werden. Als Beispiel betrachten 
wir die Reihe 
1\_ r j 1 3, 5 175 u 
2) 2 8 256 2048 262144 2097152 


Wenn wir uns auf die angegebenen Glieder beschränken, so ist die entsprechende Korrektur 
negativ und kann wie folgt abgeschätzt werden: 


a IL _[ı 0,00024 En 
| <(en) Ei als nr ae )< 


Wir können also drei richtige Stellen nach dem Komma erwarten. Das ist auch tatsächlich der 
Fall; denn rechnen wir mit fünf Dezimalstellen, so erhalten wir: 


Te zu | 
— = 1,57080 (— — — = 0,19635 (— 
= 0,01841 (—) 
2 256 
nr 5 
— —— = 0,00383 
2 2048 (rn 
= 15 __ 0,0105 (—) 
2 262144 
r 441 
— —__ = 0,00033 
2 2097152 (n 
0,21997 


1,57080 — 0,21997 = 1,35083, 


1,35057 < E[—| < 1,35085, 
Y2 


N 
E (—| = 1,350... 
(W 


(vgl. Nr. 328, Beispiel 4). 

Wir betonen, daß sich die obigen Reihen eigentlich nur für kleine Werte von k zur Be- 
rechnung der vollständigen elliptischen Integrale K(k) und E(k) eignen. Es existieren jedoch 
Transformationen, durch die die Berechnung der Integrale auf die Berechnung solcher mit 
kleinem k zurückgeführt werden kann (vgl. Nr. 315). 


» 


14. Man kann die Entwicklung der Funktion E(k) zur Berechnung des Integrals 


rl2 

zn u) : 
[ I _ Fe sine sin 6 d O<h<1) 
0 
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benutzen. Zunächst verifiziert man leicht, daß die Entwicklung 


Ek) rf, . yıı 1.3\2 1.3. 512 
= i + hin 2 - m 
1—K >| (2) ” Fer + (0) + | 


© I (2n — 1)!! 7 
-7|\ me I | 


gilt, indem man die Gleichung mit 1 — %® multipliziert. 
Setzen wir nun k = h sin 9 und multiplizieren wir noch mit sin 0, so können wir gliedweise 


u a : ' 
nach 6 (von O bis 5, integrieren, da die erhaltene Reihe innerhalb dieser Grenzen gleichmäßig 


| 
> 


konvergiert (sie hat. z. B. die vorhergehende Reihe für k = h als Majorante). 
r/2 


sinn ggg — 


(2n + 1)}! 


) 
(vgl. (8) aus Nr. 312) finden wir 


r/2 
ST mar ge Hr er] 


1 — Ah? sin? O 


-z|: +5 u rau 


Vergleichen wir den Ausdruck in den Klammern mit der Formel (24) aus Nr. 407, so erhalten 
wir für das gesuchte Integral sogar einen Ausdruck in geschlossener Form: 


r/2 
BR —_ 9) sindd# = Bu ! R 
1 — A sin? 2 yı — 3 


0 


15. Zum Schluß betrachten wir die Entwicklung der Funktion y = arcsin (1 — x) nach 
(nicht ganzen!) Potenzen vnxfür2e >20!) _ 
Wir erhalten (mit Hilfe der binomischen Reihe) 


1 1 1 


ee a 
Yı -(1-:2) = ji. 


, 


| 


1 1 3 

BER. EEE Er ER 

| euer: | 
1 1 3 


2 BR 32% 


Hierbei konvergiert die Reihe, wenn man das erste Glied, das für x = 0 unendlich wird, fort- 
läßt, im Intervall [0, x], wobei 0<x< 2 ist, gleichmäßig. Die Stammfunktion des ersten 


_Gliedes ist —Y2 xU2; für die übrige Reihe ergibt sich die Stammfunktion durch gliedweise Inte- 


gration. Da für = 0 offenbar y =, sein muß, finden wir schließlich die folgende (für 


23/2 — 011 


1) Es kann sich hier nicht um die übliche Entwicklung nach ganzen positiven Potenzen von x 
handeln, da sonst (nach Satz 9° aus Nr. 438) unsere Funktion auch für x = 0 eine endliche 
Ableitung besäße, was in Wirklichkeit nicht der Fall ist. 
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0 <xr< 2 gültige) Entwicklung nach gebrochenen Potenzen von x: 


y-.-Wel- - s zöl? — ».., 


23l2 — 
6Y2 soy2 
Analog ergibt sich auch die Entwicklung 


1 1 1 
arcsin ik Tape — y2 [2 =g en Se en urn ze + | 


fürr0O sr<1l. 
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1. Wir betrachten wieder die Funktion 


20% 
y=E@)=1+2 — 
n=1 R! 


(vgl. Nr. 390, Beispiel 6; Nr. 439, Beispiel 3). Wir können jetzt leicht ihre Ableitung bestim- 
men; dazu brauchen wir nur diese Reihe gliedweise zu differenzieren (8° aus Nr. 438). Wir er- 
halten die Relation Z’(z) = E(x), so daß die zu betrachtende Funktion die Differential- 
gleichung y’ = y erfüllt. Hieraus folgt y = C'e*; da für x = 0 offenbar y = 1 ist, finden wir 
schließlich E(x) = e*. 


2. Ein analoges Verfahren führt uns zur Summe der binomischen Reihe 


een a) m re 
1-2 


(hier ist m fest, und x variiert im Intervall (—1, 1); vgl. Nr. 439, Beispiel 4). Differenzieren wir 
die Reihe gliedweise, so erhalten wir 


(m— 1) (m— 2) . 


ra=m|t +(m —-1)2+ -. ea 
m dm dm... 
e 1:2... «+ |. 


Wir können uns leicht davon überzeugen, daß die Beziehung (1 + x) f(x) = mf(x) gilt.!) Die 
Funktion y genügt also der Differentialgleichung (1 + x) y’ = my. Hieraus folgt y = C(1 + x)”. 
Da für x = 0 offenbar y = 1 ist, wird die Konstante C gleich 1, also schließlich 


y=la)=(1+z)m. 
3. Wir wissen schon, daß die Summe der Dirichletschen Reihe 
00 
Pl) = 2 = 
n=ı N 


(vgl. Nr. 385, Beispiel 3) für x > A (wobei die Konvergenzabszisse A endlich ist, A < +00) eine 
stetige Funktion ist (vgl. Nr. 439, Beispiel 2). 


1) Bei Multiplikation von //(x) mit 1 + x ist die Eigenschaft 


m -Y)(m—-2)--(m— n)  m-iNm-—-2) - (m— n-+i1) 


1-2... n + 1-2.-(n —|1) 
_ mm N) (m—n-+I1) 
1-2..n 


der Binomialkoeffizienten zu benutzen; diese Eigenschaft ist ein Spezialfall der bekannten 
Beziehung 


Fe 


1 
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Durch gliedweise Differentiation finden wir die Ableitung dieser Funktion: 


a 

Pa)=—L —ınan (>). 
n=1 N 

Wir erhalten zunächst dieses Resultat rein formal. Um es zu verifizieren, brauchen wir uns nur 

zu vergewissern, daß die letzte Reihe für alle x > x,, wobei x, eine beliebige (aber feste) Zahl 

> ist, gleichmäßig konvergiert. Dies ergibt sich wie in Nr. 439, Beispiel 2, mit Hilfe des Abel- 


schen Kriteriums, wenn wir beachten, daß die Faktoren ı 


abn = 2 mit wachsendem 
nT-% 


abnehmen, wobei sie alle durch die Zahl In 2 beschränkt sind. Jeder Wert x > A kann zwischen 
x’ > A und x’’ > x’ eingeschlossen werden, und auf das Intervall [z’, x”’] läßt sich der Satz 7 
aus Nr. 435 anwenden. 

Auf diese Art können wir uns auch von der Existenz beliebig hoher Ableitungen der Funk- 
tion g(x) überzeugen; wir erhalten sie in Gestalt einer Reihe. Dies gilt auch insbesondere für 
die Riemannsche Z-Funktion 

u 
(d)=2L — 
n=1 NR 
fürz >V0. 


4. Wir beschäftigten uns schon mit der Potenzreihenentwicklung der Besselfunktion nullter 
Ordnung 


oo 7,2k 
Jo(z) =1 +2 (ee. 22% IT 


(vgl. Nr. 395, Beispiel 14; Nr. 440, Beispiel 12). 
Wir zeigen nun, daß diese Funktion die Besselsche Differentialgleichung 


u’ +wW + u=0 
erfüllt. Wir erhalten mit v = J,(z) 


(2k)? 


un ph = 
(kt)? . 22% 


00 
zu= F(-1jkt 
k=i 


und dann durch zweimalige gliedweise Differentiation der Entwicklung von % 


u DA ht, 
k=1 (kt)? . 22% 
00 2k(2k — 1) 
Pe 11, —— 2k-1, 
NT ae ze 
Addieren wir diese drei Gleichungen, so finden wir als Koeffizienten von z2k-1 den Ausdruck 
(1) 
————— [2k(2k — 1) + 2k — (2k)?] = 0, 
nn gar [EKl2k — 1) +26 — (aM) 


womit die Behauptung bewiesen ist. 
Analog kann man zeigen, daß die Besselfunktion J,(x) mit beliebigem natürlichem Index, 
von der oben schon die Rede war, die allgemeine Besselsche Differentialgleichung 


zu’ + zu + (a? — n?) u = 0 
erfüllt. 


5, Lehrreicher ist eine andere Aufgabenstellung: Man bestimme diejenige Funktion, die 
sich für alle x in eine Reihe entwickeln läßt und die Besselsche Differentialgleichung erfüllt. 
Wir führen dies z. B. für den einfachsten Fall n = 0 durch. Dazu schreiben wir die gesuchte 
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Funktion als Reihe mit unbestimmten Koeffizienten, 


oo 
um.) U... 
m=0 
und nehmen an, daß sie überall konvergiere, so daß wir zweimal gliedweise differenzieren 
können. Setzen wir diese Entwicklungen in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir 


(6°) 
a + I (man + Am.) ar! = 0. 
m=?2 


Nach Satz 3° aus Nr. 437 folgt daraus a, = 0, m’a, + Am-a = 0 (m = 2, 3, ...). Wir sehen so- 
fort, daß die Koeffizienten mit ungeradem Index verschwinden, d.h. ag. , =0(k=1,2,3,...) 
ist, und daß sich alle Koeffizienten mit geradem Index, also a,,, mit Hilfe einer Rekursions- 
formel durch a, ausdrücken lassen: 


un) 


Wir gelangen also (abgesehen von dem beliebigen Faktor a,) wieder zu der Funktion J,(z). 
Daß die erhaltene Reihe tatsächlich überall konvergiert, läßt sich unmittelbar nachprüfen, 
und aus der Methode ihrer Herleitung wird sofort klar, daß die durch sie dargestellte Funktion 
die Differentialgleichung erfüllt. 
(Wir machen den Leser auf die eigenartige Verwendung der Methode der unbestimmten 
Koeffizienten aufmerksam; wir hatten hier unendlich viele Koeffizienten und mußten damit 
den Identitätssatz für Potenzreihen statt des Identitätssatzes für Polynome verwenden.) 


6. Gauss führte die Funktion 
aA +1) (an —- VPE HI -- (An — 1) m 
| My HD YHR—N) 


ein, die sogenannte hypergeometrische Reihe (vgl. Nr. 372; Nr. 378, Beispiel 4). Differenzieren 
wir sie zweimal gliedweise unter der Annahme |x| < 1, so können wir zeigen, daß die Funktion 
die sogenannte hypergeometrische Differentialgleichung 


zz —-1)u”—- y—- la +ß+1)2]wW +oaßu= 0 


erfüllt. Wir überlassen diese umfangreichen, aber leichten Rechnungen dem Leser. Auch hier 
kann die Aufgabenstellung wie in Beispiel 5 verändert werden. 


7. Wir definieren für 0 <x< 1 eine Funktion f(x) durch die Beziehung 


f oo 
u=F(a,ß,y,2)=1 + > 
n=1 


00 g% 
fa)= 2% —. 
n=ı R 
Wir wollen zeigen, daß diese Funktion für 0 < x < 1 der interessanten Funktionalgleichung 
fa&) /1—-z) +inz-n(l—-2)=(C = const 4 


genügt. Dazu brauchen wir nur zu beweisen, daß die Ableitung der linken Seite identisch ver- 
schwindet: 


fall) + —In es)- 


nr=0. 


Differenzieren wir die Reihe, durch die die Funktion f(x) definiert ist, gliedweise, so finden wir 


yes 2 zeintes): . 
n=1 R% x 
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ersetzen wir x durch 1 — z, so erhalten wir 


Inz. 


fi-9=-— 


—%L 


Damit ist der Beweis beendet. 

Den Wert der Konstanten C können wir leicht bestimmen, indem wir in der bewiesenen 
Relation x gegen 1 streben lassen. Nach dem Satz von Agzı besitzt ihre linke Seite den Grenz- 
wert u 


lim f(x) = fl) = $ 
s>1—0 n=1 


2 
(vgl. Nr. 440, (4)). Folglich ist € = . 
8. In Nr. 400, Beispiel 4, betrachteten wir das unendliche Produkt 


© sin 
Deo +0. 
=1 107] 


Setzen wir 0<p< ri voraus, so folgt durch Logarithmieren dieser Gleichung (vgl. 4° aus 
Nr. 401) 


> P 
& Incs—=Insing — Ino 
n=1 27 


und durch gliedweise Differentiation der Reihe die Beziehung 
je e) 
PH ne = En cotY. 
n=12" 2 9 
Da die differenzierte Reihe die konvergente geometrische Reihe als Majorante besitzt, waren 
wir berechtigt, gliedweise zu differenzieren. 
9. In Nr. 408 leiteten wir die Entwicklung von sin x in ein unendliches Produkt her: 
i oo x? 
sınce=x/JJ ( u) 
n=1 R 


Durch Übergang zum Absolutbetrag erhalten wir 


oo 

sin «| = Ial- I7 

n=1 

Ist x verschieden von kr (k=0, +1, +2, ...), so gelangen wir durch Logarithmieren zu der 
unendlichen Reihe 


6 


1 


oo 
In |sinx] = In |e| + & In ik 
n=1 NT 


Gliedweise Differentiation liefert die Entwicklung 


COS X 1 © 2x 
5 = otr=—+ } —7>z° 
sin x x 1a —- nn 


Zum Beweis ihrer Richtigkeit genügt es, wenn wir uns davon überzeugen, daß die erhaltene 
Reihe in jedem endlichen abgeschlossenen Intervall, das Punkte der Form kr (kk=0, +1, 
-+2,....) nicht enthält, gleichmäßig konvergiert. Nun ist in einem solchen Intervall der abso- 


M 
lute Betrag von x beschränkt: |x| < M, so daß für alle n > z 


2% 0 2le| 2M 
2 — nl nm— jet ° nn: — M? 
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gilt. Da die Reihe 
2M 
BER ner? —— M? 
konvergiert, ergibt sich das geforderte Resultat mit Hilfe des Weierstraßschen Kriteriums,. 
Wir können die Entwicklung von cot x auch in der folgenden Form schreiben: 


8 + | \ zu - ) 


sin x x — NT z 4 nn 


dies ist die Partialbruchzerlegung der Funktion cot x, die den einzelnen Nullstellen O0 und tnr 


des Nenners sin x entspricht. 
Mit Hilfe der Formel tanr = —cot (? _ 2) ergibt sich die Partialbruchzerlegung der 


Funktion tan x: 


= 1 1 = 22 

anne ee ee Fe ee Fe 

; a (eat, FE (2n — 1)? n2 

2 2° 4 
Benutzen wir die Beziehung 

2 er cot— + tan ; 

sine 2 2 2 
so können wir auch di& Partialbruchzerlegung für — angeben: 
in x 

1 1 > 1 1 ed > 2X 

—=—4 nr ( r + N 
sın X ne x — nn x I nn A | x — NT 


Durch gliedweise Differentiation der Partialbruchzerlegung von cot & (wir überlassen es dem 
Leser, sich davon zu überzeugen, daß dies erlaubt ist) erhalten wir noch eine sehr nützliche 
Partialbruchzerlegung: 


1 1 > 1 1 
sin a2 r2 F — nn)? r (x + nr)? | 
10. Gehen wir von der Produktdarstellung der Funktion sinh x aus (Nr. 408), so finden wir 
analog die ee 


2x 1 1 > 2X 
th = —_— 0 B_—-— 1)? —_—, i 
zz erz x? + n?n® sinhz x wer x? + n’n? = 
11. Für die Funktion I'z) erhielten wir in Nr. 402 die Weierstraßsche Produktdarstellung 
(vgl. dort (16)) 


1 0 x 
u nunsn Bor —_le-z/n 
T@+ı) A (+) 


beachten wir, daß I’{x +1) = x/‘«) ist, und logarithmieren wir beide Seiten, so erhalten wir 
leicht, wenn x von 0 und allen negativen Zahlen verschieden ist, 


) 


In |7@)| = —ı le] — Cı + 5 El 1+— 


n=l 


Gliedweise Differentiation liefert rein formal 


I(@) _ 1 a | 1 
Te) T u n=1 | ) 
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Wir beweisen nun, daß die Reihe auf der rechten Seite in jedem endlichen Intervall, das 
keine negative ganze Zahl enthält, gleichmäßig konvergiert. Ist x beschränkt, |x] < .M, so gilt 
für allen > M 
4 1 


N cn 
Da die Reihe 


[«! __H 
n(n+xz) 'nn —M) 


3 


EIN... SER 

n>Mm nn — M) 
konvergiert, ist nach dem Weierstraßschen Kriterium die gleichmäßige Konvergenz gewähr- 
leistet. Auf Grund von Satz 7 aus Nr. 435 existiert also die Entwicklung der Ableitung von 


In |7(&)| und folglich auch die von /'(z), usw. 
Addieren wir zu der rechten Seite der Formel die Reihe 


+ 2 ( -—)=0, 


n=ı\n + 1 N 


so können wir sie auf die Gestalt 


rd; 5 - 
I‘x) ‚oer+i xc-+» 
bringen. Wir können leicht feststellen, daß für die Funktion I'(x) Ableitungen beliebig hoher 
Ordnung existieren. 


442. Die Methode der sukzessiven Approximation in der Theorie der impliziten Funktionen. 
Um eine Anwendung der Theorie der Funktionenreihen (oder Funktionenfolgen) zu zeigen, 
betrachten wir noch einmal die Frage nach der Existenz impliziter Funktionen (vgl. Nr. 206ff.). 
Wir beschränken uns der Einfachheit wegen auf den Fall einer Gleichung 

Fix, y)=0, Ä (7) 


aus welcher eine eindeutige Funktion von x bestimmt werden soll. Jetzt verwenden wir die 
Methode der sukzessiven Approximation, die uns nicht nur die Existenz dieser Funktion be- 
weist, sondern auch Hinweise zu ihrer tatsächlichen Berechnung gibt. 

Die Funktion F(z, y) sei nebst ihrer Ableitung F,(x, y) in einem Quadrat 


D=[n — 4,% +4;Y — A, yo + 4] 
mit dem Mittelpunkt im Punkt (x, Yo) stetig; dabei sei 
Fix, Y) =0, aber F (X Yo) 0. (8) 


Dann ist y durch die Gleichung (7) in der Umgebung des Punktes (x,, Y,) als endeutige und stetige 
Funktion von x definiert, die für x = x, den Wert y, besitzt. 
Wir betrachten zunächst den Spezialfall, daß die Gleichung (7) die Form 

y=YyHt 9, Y) 7) 
besitzt, wobei die Funktion @ nebst ihrer Ableitung p, dieselben Stetigkeitsbedingungen wie F, 
aber statt (8) die Bedingungen . 

9 Y) = d; Ip,(2o; Y0)] < 1 (8*) 
erfüllt. Auf Grund der Stetigkeit der Ableitung können wir von Anfang an das Gebiet D so klein 
annehmen, daß in seinem Innern allgemein 

9, y)| <A 9) 


gilt, wobei A eine gewisse Konstante <1 ist. Dann müssen wir noch (unter Beibehaltung des 
Intervalls, in dem y variiert) das Intervall, in dem x variiert, durch ein so kleines Intervall 


28* 
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[29 — 6, 29 + 6] ersetzen, daß in seinem Innern die in z stetige Funktion p(z, y,), die fürz = z, 
verschwindet, die Ungleichung 


ea, y)l <(1—A)A (10) 
erfüllt. Wir haben damit ein Gebiet 
Dr =[, —6,% +6;% — 4,9% +4] 


erhalten, auf das wir unsere weiteren Untersuchungen beziehen werden. 
Ersetzen wir auf der rechten Seite der Gleichung (7*) y durch die Konstante %,, so erhalten 
wir eine gewisse Funktion von ?: 


Yyı = Yıla) = Y + 9%, Yo)- 
Analog setzen wir nacheinander 

Ya = Yılz) = Y + 9% Yı)> 

Y = Yalz) = Yo + Pl, Yo)» 


und allgemein 
Yn = Ynl®) = Y + 9% Yn-1)» (11) 


Diese Funktionen y,(2), Yg(&)s «++, Yn(&); --. bilden eine Folge von Näherungen für die gesuchte 
Funktion y(x). Um dies zu beweisen, brauchen wir nur zu zeigen, daß sie alleim Intervall [y, — 4, 
Y + A]liegen, denn würde eine von ihnen im Außeren dieses Intervalls liegen, so dürften wir 
sie ja nicht auf der rechten Seite der Gleichung (7*) für y einsetzen. 

Wir führen den Beweis durch vollständige Induktion. Es gelte etwa 


Y-4s Yn-ı Sy +4. 
Aus (11) folgt 
Yn —% > oz, Yn-ı)» 
Nun gilt 
plz, Ya-)l S IPl&, Yn-1) — Pl Yo)l + IP Yo)l- 


Der erste Summand auf der rechten Seite kann mit Hilfe des Mittelwertsatzes und der Be- 
ziehung (9) in 


IP(%, Yn-ı) — 9% Yo)l = \py(2 n)* (Yn-ı — Yo)| < AA 
umgeformt werden; der zweite Summand ist wegen (10) kleiner als (1 — A) A, so daß insgesamt 
Yn —Yl <Ad+il—-N)A=A 


folgt, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


Gleichzeitig läßt sich induktiv beweisen, daß alle auf diese Art konstruierten Funktionen 
stetig sind. 


Wir wenden uns nun der Frage nach dem Grenzwert der Funktionenfolge {y,} zu. Dazu ist es 
bequemer, die Reihe 


Yo + & m — Yn-1) (12) 
zu betrachten. Aus der Konstruktion der Folge ergibt sich 


Yan — Yn-ı 7 oz, Yn-ı) = oz, Yn-2) 
Verwenden wir nun wieder den Mittelwertsatz und die Ungleichung (9), so finden wir 


IYn = Yn-ıl < Alyn-ı Yn-.| . 
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Hieraus erhalten wir schließlich, wenn wir n nacheinander durch n —1,n — 2,... ersetzen, 
wegen (10) 

IYn — Yml <A |yı — Yo SAMUL— 9). 
Die Reihe (12) besitzt also die geometrische Reihe 


y HAN Fam (13) 


n=i 


als Majorante und konvergiert demzufolge im Intervall [x, — 6, 2, + 6] gleichmäßig in x. 
Damit ist nach Satz 1 aus Nr. 431 auch die Grenzfunktion 


y = y(x) = lim y,(a) 
Nn>009 


in diesem Intervall stetig. 

Gehen wir in der Gleichung (11) zur Grenze über, so können wir uns leicht davon überzeugen, 
daß y der Ausgangsgleichung genügt. Es bleibt also nur noch zu zeigen, daß außer dem kon- 
struierten % keine weiteren existieren, die die Gleichung (7*) erfüllen.Wäre dies für gewisse x 


der Fall, so würde neben (7*) noch 5 = y, + p(z, 9) gelten. Subtrahieren wir beide Gleichun- 
gen und schätzen wir die Differenz der g-Werte wie üblich ab, so erhalten wir 


y - dl = ep y) - PA <Ay— 5], 


was aber für y = 9 unmöglich ist. 
Hieraus folgt auch 


y(z) = %Y05 


dies ergibt sich übrigens auch unmittelbar daraus, daß alle y,(x,) gleich %, sind. 
Damit ist der Satz für den betrachteten Spezialfall bewiesen. Der allgemeine Fall läßt sich 
leicht auf den Spezialfall zurückführen; die Gleichung (7) kann nämlich in der Form 


F(x, y) | 
untl en 
2 S F y(To> Yo) 
geschrieben werden. Sie ist, wenn wir 
Fix, y) 
o&,y)=Y—- Ya — — —— 
. F y(%o» Yo) 


setzen, mit (7*) identisch. Diese Funktion erfüllt die Forderung (8*), insbesondere die zweite, 
da p,(20 4.) verschwindet. 

Wie wir schon erwähnten, gestattet das Beweisverfahren auch die praktische näherungsweise 
Berechnung der gesuchten Funktion y(x). Die Abweichung der Funktionen y(z) und y,(x) von- 
einander kann leicht abgeschätzt werden, da der Rest der Reihe (12)'nach dem n-ten Glied 
höchstens gleich dem entsprechenden Rest der geometrischen Reihe (13) ist. Hieraus folgt auch 


ly(z) — ya) <A (n=1,2,3,...). 


Es ist sehr interessant, diesen Beweis des Satzes über implizite Funktionen mit dem in 
Nr. 206 geführten Beweis zu vergleichen. Dort haben wir es mit einem reinen „Existenzbeweis“ 
zu tun, hier dagegen mit der Konstruktion der gesuchten Funktion. 

Ähnlich lassen sich auch die allgemeinen Sätze aus Nr. 208 konstruktiv beweisen. Wir be- 
schränkten uns auf den einfachsten Fall, um die Beweismethode klarer herausarbeiten zu können. 


443. Analytische Definition der trigonometrischen Funktionen. Wir haben gesehen, welche 
wichtige Rolle die trigonometrischen Funktionen in der Analysis spielen. Sie wurden indessen 
auf Grund rein geometrischer Überlegungen eingeführt, die der Analysis nicht angemessen 
sind. Es ist deshalb von prinzipieller Bedeutung, ob die trigonometrischen Funktionen aus 
ihren Grundeigenschaften ausschließlich mit den Mitteln der Analysis hergeleitet werden kön- 
nen. Die unendlichen Reihen sind das Werkzeug, mit dessen Hilfe diese Untersuchung durch- 
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geführt werden kann. Wir beschäftigen uns also jetzt mit einer neuen Anwendung der oben dar- 
gelegten Theorie, mit der analytischen Definition der trigonometrischen Funktionen. 

Wir betrachten die beiden Funktionen C/(x) und $(x), die formal durch die für reelle x überall 
konvergenten Reihen 


5 Er „20 R z > (m yan-ı 
Nr TE nd 


definiert seien und die wir einstweilen nicht mit den schon bekannten Funktionen cos x bzw. 
sin x identifizieren. Wir hatten schon früher mit den so definierten Funktionen zu tun (vgl. 
Nr. 390, Beispiel 7); mit Hilfe der Reihenmultiplikation haben wir dort gezeigt, daß für sie zwei 
grundlegende Formeln gelten: 


C(z +3) = Ca) O(y) — S(z) S(y), (14) 
S(z + y) = Se) Cly) + Ca) SQ), (15) 


und zwar für alle Werte von x und y. | 
Wir setzen die Untersuchung der Eigenschaften von C/(x) und $(x) fort. Ersetzen wir x durch 
— z, so sehen wir sofort, daß C(x) eine gerade und $(x) eine ungerade Funktion ist; 
C(-2) = (le),  S(-2) = —S(e). j 
Setzen wir x = 0, so finden wir 
0(0)=1, Ss(0)=0. 


Behalten wir in (14) die Veränderliche x bei und nehmen wir y= —z, so erhalten wir unter. 
Berücksichtigung der eben aufgestellten Gleichungen eine algebraische Beziehung zwischen 
beiden Funktionen: 


0:2) + 82(2) =1. (16) 


Ebenso leicht ergeben sich auch die Formeln für die Verdoppelung oder die Halbierung des 
Arguments, 

Aus Satz 2° (Nr. 437) und 9°(Nr. 438) schließen wir, daß die beiden Funktionen C(x) und 
S(x) stetig und beliebig oft differenzierbar sind. Differenzieren wir die Reihen, durch die die 
Funktionen definiert sind, gliedweise, so können wir uns leicht davon überzeugen, daß 


Ok) = Se),  Sla) = Ola) (17) 


ist. Die eben aufgezählten Eigenschaften ergeben sich sehr leicht. Etwas schwieriger ist der 
Beweis der Periodizıtät dieser Funktionen, dem wir uns jetzt zuwenden wollen. Wir wollen zu- 
nächst zeigen, daß im Intervall (0, 2) eine einfache Nullstelle der Funktion C/(x) liegt. Zunächst 
wissen wir nämlich, daß C(0) = 1 ist; der Wert von C/(2) kann, wenn wir die ersten drei 
Glieder der entsprechenden Reihe abtrennen und die übrigen Glieder paarweise zusammen- 
fassen, in der Form \ 


22 924 26 28 
tl) “ 
geschrieben werden. Da alle Klammern positiv sind, 
Yan 92n +2 920 | 2.9 
_— _ ol —)>0, 
Zn! (M-2) in! (2n +1) (2n + 2) 


RI 1: ; n 1 
und die Summe der ersten drei Glieder gleich — Ey ist, gilt C(2)< — ey Ad. h., C(2) ist offen- 


bar negativ. Wegen der Stetigkeit der Funktion C(x) folgt hieraus, daß im Intervall (0, 2) tat- 
sächlich mindestens eine Nullstelle dieser Funktion liegt. 
Andererseits bleibt in diesem Intervall die Funktion 
2 5 gi 
Ss 1 — 1 FERIEN Je FEREN 1 PER EID BIPVE er 
(«) ( Tr + 


. 
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stets positiv und also die Ableitung 0’(x) = —$(x) negativ; folglich fällt die Funktion C(x), 
wenn sich x von 0 bis 2 ändert, und hat dort nur eine einfache N IRRE 

Wir bezeichnen nun die erwähnte Nullstelle der Funktion C(x) mit — c= wobei wir hier die 


Zahl x zunächst vollkommen formal einführen, ohne sie mit dem Verhältnis von Umfang zu 
Durchmesser eines Kreises zu identifizieren. 
Nun gilt also 


ofz)-- afä)- 


die letzte Gleichung folgt aus (16) und der Tatsache, daß S(z) für0 <x Ss 2 positiv ist. 


Setzen wir in den Formeln (14) und (15) zunächt = y = — und dann 2 = y=r, 80 
finden wir z 


C(r) = —1, Sr) = 0, C(2r) =1, S(2r) =0. 
Lassen wir in (14) und (15) x variabel und setzen wir y = rn bzw. y = 2r, so erhalten wir 
Ce+tr)= Ce, Ske+r)= —S(ke) (18) 
und schließlich 
C(z + 2r) = Ci(x), S(z + 2r) = S(e). 


Diese Gleichungen zeigen, daß die Funktionen C’(x) und $(x) die Periode 2r besitzen. 

Wir könnten leicht weitere „Rekursionsformeln‘‘ herleiten, überlassen dies jedoch dem 
Leser. 

Wir versuchen nun, die Übereinstimmung der betrachteten Funktionen C(x) und S(z) mit 
den trigonometrischen Funktionen cos x und sin x zu beweisen und die formal eingeführte Zahl r 
mit der Zahl = zu identifizieren, die eine so wichtige Rolle in der Geometrie spielt. 

Zu diesem Zweck betrachten wir die Kurve mit der Parameterdarstellung 

= (it), y= St), 
wobei der Parameter t zwischen 0 und 2r variiert. Wegen (16) genügen die Punkte dieser Kurve 
der Beziehung x? + y? = 1, d.h., sie liegen auf einem Kreis mit dem Radius 1 um den Ko- 
‘ordinatenanfangspunkt (Abb. 61), also auf dem Einheitskreis. Wir zeigen, daß dabei jeder ihrer 
Punkte nur einmal auftritt; ausgeschlossen ist natürlich der Anfangspunkt A der Kurve, der 
den Werten t = 0 und t = 2x entspricht. 

Wir sahen, daß S$(t) für 0<ts2 und folglich erst recht O< zn positiv ist. Ersetzen 
wir in der zweiten Formel (18) x durch —t, so erhalten wir 2 


S(r —t) = Sit); 
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hieraus erkennen wir, daß 8() auch für = <t<w positiv ist, d. h., die Funktion Ct), deren 


Ableitung gleich —S(t) ist, nimmt a ab, wenn sich # von O0 bis r ändert, und zwar 
durchläuft sie genau einmal alle Werte von +1 bis —1. Daraus folgt, daß dem Wertebereich 
[0, sr] des Parameters i eineindeutig der obere Halbkreis entspricht. Eine entsprechende Aus- 
sage können wir über dem Wertebereich [r, 2r] des Parameters # und den unteren Halbkreis 
machen, denn es ist (vgl. (18)) 


Ct +r)= —-Cl), St+r)= -Si). 


Nun berechnen wir mit Hilfe der Formel (4) aus Nr. 329 die Länge des Bogens AM ‚ wobei 
wir annehmen, daß der Punkt M dem Parameterwert t entspricht. Mit (17) und (16) erhalten 
wir 


t 
st)= [NICHT +WEWPA =. 
0 


Dies beweist, daß t dem Winkel 0 = & AOM (im Bogenmaß) entspricht. Damit gilt 
C(0) = x = cos6, S(0)=y= sind. 


Gleichzeitig ist nach der obigen Formel die Länge des ganzen Umfangs gleich 2r; folglich ist die 
von uns eingeführte Zahl vr mit der Zahl r identisch, die in der Geometrie betrachtet wird. 


444. Beispiel einer stetigen Funktion ohne Ableitung. Das erste bekannt gewordene Beispiel 
einer stetigen, nirgends differenzierbaren Funktion stammt von WEIERSTRASS (eine frühere 
Arbeit von BoLZAno wurde erst sehr viel später zugänglich); er definierte die Funktion durch 
die Reihe 


Hz) = 5 a" cos (b*rx), 


n=0 
wobei 0<a<1 ist und 5 eine ungerade une Zahl (mit > 1 + —n) bezeichnet. 
Diese Reihe wird von der konvergenten Reihe E a” majorisiert und URL: folglich gleich- 


mäßig (vgl. Nr. 430; Nr. 431, Satz 1); ihre ame ist eine überall stelige Funktion von x. 
Durch eine mühsame Untersuchung gelang es WEIERSTRASS, zu zeigen, daß diese Funktion 
nirgends eine endliche Ableitung besitzt. 

Wir geben noch ein einfacheres Beispiel von VAN DER WAERDEN!) an, das im wesentlichen 


nach derselben Idee konstruiert wurde; nur sind hier die Schwingungskurven y = cos wx 
durch Polygonzüge ersetzt. 


2 —1 0 7 2 X 
b) 


Abb. 62 


1) BARTEL LEENDERT VAN DER WAERDEN, geb. 1903, holländischer Mathematiker. 
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Wir bezeichnen mit w,(z) den Absolutbetrag der Differenz zwischen der Zahl x und der ihr 


am nächsten liegenden ganzen Zahl. Diese Funktion ist in jedem Intervall |, - oı ‚ wobei 
2 2 | 


s eine ganze Zahl ist, linear; sie ist ferner stetig und hat die Periode 1. Ihre graphische Dar- 


stellung ist ein Polygonzug (vgl. Abb. 62a); die einzelnen Strecken dieses Polygonzugs haben 
den Steigungskoeffizienten +1. 


Fürk =1,2,3,... setzen wir dann 
_ü(4r) 
ul) = Ze 
s s+t1i1 
j 2.44’ 2.48 
Periode gE° Ihre graphische Darstellung ist ebenfalls ein Polygonzug, jedoch mit kleineren 


Diese Funktion ist in Intervallen der Form linear; sie ist stetig und hat die 


„Zähnchen“. In Abb. 62b ist z.B. die Funktion «,(x) angegeben. In allen Fällen sind die 
Steigungskoeffizienten der einzelnen Strecken gleich +1. 
Wir definieren jetzt für alle reellen x eine Funktion f(x) durch 


f(«) = }> u(®). 
k=0 


1 
Da offenbar 0 <S u.(x) S WIT (k = 0,1,2,...) ist, die Reihe also durch die konvergente 
a i 
Reihe SERT: majorisiert wird, ist (ebenso wie im Fall der Weierstraßschen Funktion) die 
k=0 #* 


Reihe gleichmäßig konvergent und die Funktion f(x) überall stetig. 

Wir betrachten nun einen beliebigen Wert x = x,. Berechnen wir ihn mit einer Genauigkeit 
von —- (n = 0,1,2,...), so können wir ihn folgendermaßen zwischen zwei Zahlen ein- 
schließen: 


Sn 
St ; 
I. Try, gm 


Dabei ist s, eine ganze Zahl. Offenbar sind die abgeschlossenen Intervalle 


Ss 9%t+l1 = 
A, = Fra n=V0, 1, 20%) 


ineinander enthalten. In jedem von ihnen läßt sich ein Punkt x, derart angeben, daß sein 
Abstand vom Punkt x, gleich der Hälfte der Intervallänge ist: 
 — 1 ® 
|%n —— Tol = An+1’ 


damit ist klar, daß die Folge der x, mit n — 00 gegen x, strebt. 
Wir bilden nun den Differenzenquotienten 


/(&,) Er (20) 22 z ur(z,) = Urlxo) s 
In 7% k=0 In Ip 


1 
Für k>n ist die Zahl — ein ganzzahliges Vielfaches der Periode m von u,(2), so daß 


url&,) = Urlx,) ist, die entsprechenden »Glieder also verschwinden und fortgelassen werden 
können. Im Fall k < n ist die im Intervall A, lineare Funktion v;(x) auch in dem in A; ent- 
haltenen Intervall A, linear, wobei \ 


nen) u) _ 41 (k=0,1,...,n) 


In — Io s 
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ist. Wir finden schließlich 
x.) u (20) = Et), 


In % 
d. h., dieser Quotient ist gleich einer geraden ganzen Zahl, wenn n ungerade, und gleich einer 
ungeraden ganzen Zahl, wenn n gerade ist. Also kann der Differenzenquotient für n — oo 
keinen endlichen Grenzwert besitzen, so daß die Funktion f(x) für x = x, keine endliche Ab- 
leitung hat. 


$ 4. Ergänzende Ausführungen über Potenzreihen 


445. Operationen mit Potenzreihen. Dieser Abschnitt ist den (in den Grundzügen 
schon bekannten) Operationen mit Potenzreihen gewidmet und Ausgangspunkt für 
weitere Überlegungen. 

Wir betrachten die beiden Reihen 


J ayen =ntar + ar -+ a ui 177 Ale (1) 
n=0 
53 br =b, +bc + br? 4 + + bar nee; (2) 
n=D 


ihre Konvergenzradien seien von 0 verschieden, und den kleineren von beiden be- 
zeichnen wir mit r. Dann können für |x| < r, wie wir wissen (vgl. 4° aus Nr. 364; 
Nr. 389), diese Reihen gliedweise addiert, subtrahiert und multipliziert werden, wo- 
bei sich die Resultate wieder als Potenzreihe in x schreiben lassen: 


F ayar + Y bar = 5 (a, + b,) ar, 
n=0 n=0 n=0 


14 


2, Au" ’ 2 dn2* - 2, (ad + adr-ı r Aydn-. r 2 zn Anbo) x". (3) 


Nehmen wir an, die Reihe (2) sei identisch mit (1), so erhalten wir, daß eine 
Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzintervalls folgendermaßen ins Quadrat: er- 
hoben werden kann: 


n=0 


oo 2 00 7 
(£ 0x2") u 2 (Ayln + Alnı ++ AnQg)X" i 
n=0 


Wenn die letzte Reihe nach der oben angegebenen Regel nochmals mit der Reihe (1) 
multipliziert und dies beliebig oft wiederholt wird, so kommen wir zu dem Schluß, 
daß eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzintervalls ganz allgemein in die m-te 
Potenz erhoben werden kann, wobei m eine beliebige natürliche Zahl ist; das Er- 
gebnis ist ebenfalls eine Potenzreihe: 


(3 au = Yamı (m=1,2,3,.... (4) 
n=0 n=0 


Der Koeffizient a{®) hängt von den Koeffizienten a,, a,, ..., a, der Ausgangsreihe 
ab und ergibt sich, wie aus (3) folgt, nur durch Addieren und Multiplizieren. Diese 


Bemerkung werden wir später verwenden. = 
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Wir beschäftigen uns nun besonders mit der Addition unendlich vieler Potenzreihen, 
mit der wir noch oft zu tun haben werden. Gegeben sei eine unendliche Folge von 
Potenzreihen 


> Anmt" (m 2 0, 1, 2, .. ): 
n=0 


aus ihnen bilden wir die zweifache Reihe 


2 ! 2, mir}. (5) 
m=0 \n=0 

Ist für einen bestimmten Wert x die entsprechende Reihe aus den Absoluibeträgen kon- 
vergent, so konvergiert auch die Reihe (5), und ihre Summe A(x) kann einfach durch 
Zusammenfassen der Glieder mit gleichen Potenzen von x als Potenzreihe geschrieben 
werden: | 


oo 0 
Alx) = % A," mit A, =) Am (a 1 De 
n=0 m=0 
Der Beweis erledigt sich durch Verweis auf Satz 3 aus Nr. 393. 


Die Wichtigkeit dieses Satzes erläutern wir an Beispielen. 
1. Man entwickle die Funktionen 


_il_#_ „ce 
a he) En he 


(x) <1,0 <a << 1) nach Potenzen von x. 
(a) Es gilt | 


am 6,0) 1 4 
nn — — 1\r am 2n+ x n 
1 + a2m 2 ER 


und damit (durch Einsetzen und Änderung der Reihenfolge der Summierung) 


oO 1 © 00 © „(an+ı)m 
fl) = 2 — E (Dr almtdmzen = 5 (Dr ar 2 — 
m=0 M: n=0 n=0 m=0 M: 
= > (—1j" eatntiyen, 
n=0 
Da die zweifache Reihe 


| = (27+1)m 20 
— u x 


m=0 M! n=0 


wegen 
oo joe) oo m 1 1 
>> En y aantılmy nm — 7 SBREFENER .SPEBIER < e 


konvergiert, ist die Änderung der Reihenfolge der Summierung erlaubt. 
(b) Analog ist 


00 
fe) = EIN eat. 
n=0 2 
2. Gehen wir von der Zerlegung der Funktion x cot x in Partialbrüche aus (vgl. Nr. 441, Bei- 
spiel 9), so können wir diese Funktion jetzt in eine Potenzreihe entwickeln. Zur Vereinfachung 


P4 
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ersetzen wir x durch rz, so daß 
x? 
recotne=1—2 5 ——— 
m=ım? — 


ist. Im Fall |z] < 1 gilt für jedes m = 1, 2,3, ... 


x? 
x2 m? y2\n 
m? — x? ca rn (=) , 
m? 


‚Da alle Glieder positiv sind, erhalten wir auf Grund des Satzes sofort 


oO x? 00 Q . 
La Lt mit = z R (n=1,2,3,...). 
mi un n= 


Somit ist für |x] < 1 


oo 
recotne= 1 — 2 N sl”. 
n=1 
3. Vollkommen analog erhalten wir, wenn wir von der Zerlegung der Funktion x coth x in 
Partialbrüche ausgehen (vgl. Nr. 441, Beispiel 10), die Entwicklung in eine Potenzreihe 


L oO 
nz cothrz = 1-+ 2 X (—1)"!s,,2” (| <1). 
n=1 
In Nr. 449 wird noch ein anderer Ausdruck für die Koeffizienten der Entwicklungen in Bei- 
spiel 1 und 2 angegeben werden. 


4. Der Satz gilt auch dann, wenn die unendlich vielen zu addierenden Reihen in gewöhnliche 
Polynome ausarten. Als Beispiel leiten wir die logarithmische Reihe her, indem wir von der 
binomischen Reihe und der Exponentialreihe ausgehen. 

Für |x] < 1 und beliebiges « gilt 


a(@ — 1) ER Be Ze 


1-2 1-2-3 = 


1+2?=1+orH+ 
(vgl. (22) aus Nr. 407). Für ein festes x können wir die Glieder dieser Reihe als Polynome in & 
auffassen. Da die Reihe 
ka — — 1) ol (| + N (al +2) 


1 + ja] Je] + _— 


li? + 2]? + 


konvergiert (davon können wir uns mit Hilfe des d’Alembertschen Kriteriums leicht über- 
zeugen), lassen sich in der vorhergehenden Reihe die Glieder mit gleichen Potenzen von « zu- 
sammenfassen: 


2 
i1+2)=1 +al@-545- -)+ Br 
Nun ist offenbar 
+2). =ehttd- I +olni+R)+ 


Da beide Entwicklungen identisch sein müssen, erhalten wir, wenn wir die Koeffizienten bei & 
vergleichen, 
2 3 
In (1 —- x) =2- +7 - a 


3 
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Der bewiesene Satz läßt sich unmittelbar auch auf mehrfache Reihen übertragen, 
z. B. auf die Reihe 


oO oo 
>, | SD Ankm et. 
k=0,m=0 \n=0 


Man braucht nämlich nur die Doppelreihe durch eine einfache Reihe zu ersetzen, um 
zu dem schon betrachteten Fall zu gelangen. 


# 


446. Substitution einer Reihe in eine andere. Wir betrachten die Funktion y = f(x), 
die sich im Intervall (—R, R) in eine Potenzreihe (1) entwickeln läßt. Außerdem sei 
eine Funktion o(y) gegeben, die ebenfalls in eine Potenzreihe 


o(y) = 2, Amy" = thythf? + + hy" + (6) 
m= 
für y-Werte aus (—o, oe) entwickelt werden kann. R 


Ist |a,| = |f{0)] < o, so ist auch |/(y)| für hinreichend kleines x kleiner als o, so daß 
die mittelbare Funktion o(f(x)) einen Sinn hat. 


Unter der einzigen Bedingung |a,| < oe läßt sich die Funktion ol («)) in der Umgebung 
des Punktes x = 0 als Potenzreihe in x schreiben, wenn man in (6) statt y die Reihe (1) 
einseizt und dann, nachdem man für die Potenzen die Beziehung (4) verwendet hat, 
Glieder mit gleichen .Potenzen von x zusammenfaßt. 


Beweis. Unter der Annahme |x| < R betrachten wir die Reihe 
& |aya®] = Jaol + Tail 1al + aal>IalR + + land et bes 


auf Grund der Stetigkeit ihrer Summe (vgl. 2° aus Nr. 437) ist wegen |a,| <e für 
hinreichend kleine x die Ungleichung 


> lan2"| < 0 (7) 
n=( 
erfüllt, so daß die Reihe 


ul + im 2 ala)" 
ml n=0 


konvergiert. 
Wir setzen analog zu (4) 


(2 anl ° air) z— 20m el 

n=0 n= 

und können damit die vorhergehende Reihe in der Gestalt 
el + 3 int 228° 1a) 


schreiben. Da sich die a!” aus Ja,|, |ayl; ..., |a,| genau so wie die a”) aus a,, a, 8 
durch Addieren und Multiplizieren (Nr. 445) ergeben, Ist offenbar la] <S «,®. In- 
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folgedessen ist für alle |x] < R auch die Reihe 
al + Rn ( Soja Te) 


konvergent, und auf die Reihe 


+ 


00 00 m oo 00 
hot 3 Im | PR 0,2") —ho + tm | P3 air) 
m=1 n=0 m=1 


n=0 


läßt sich die letzte Behauptung aus Nr. 445 anwenden. Damit ist der Satz bewiesen. 

Der Wertebereich der Veränderlichen x, in dem die Entwicklung der Funktion 
olf(z)) nach Potenzen von x möglich ist, läßt sich also außer durch die selbstverständ- 
liche Ungleichung |x] < £ noch durch (7) charakterisieren. Für R = +00 braucht 
man die erste Einschränkung nicht, für e = +00 entfällt die zweite. 

Bei den meisten Anwendungen des Satzes genügt es zu wissen, daß die Entwick- 
lung für kleine Werte von |x| gilt. Interessiert man sich für den ganzen Anwendungs- 
bereich einer Reihe, so bedarf es einer eingehenderen Untersuchung. 


Wir wenden z. B. den Satz in einem einfachen Fall an. Wir betrachten die Funktion 
| oo 
oy)= 23 y" 
m=0 


im Intervall (—1,1), oe = 1, und setzen statt y die Funktion f(x) = 22 — @® (R= +oo) ein. 
Die mittelbare Funktion 


1 1 


a) a 


ist nur dann sinnvoll, wenn 
-1<iıx:—- 2<1, dh 1-NR<xr<i+Y, abe +1 


ist. Ihre Entwicklung nach Potenzen von x lautet bekanntlich!) 


1 
ee an nen 


Diese Reihe konvergiert für -—1<x< 1. Also gilt die Gleichung 
(0/6) 
Ei — am =1+22 +32 + 
m=0 


unter der Bedingung 


1-VY<x<i. 


Es ist interessant, dies dem Ergebnis unserer obigen Überlegungen gegenüberzustellen. Damit 
müßten wir 


2lel+le?<i oder 1-PR<a<Y2-1 
fordern (vgl. (7)). Wie wir sehen, ist jedoch die obige Gleichung in einem größeren Bereich 
gültig. 


1) Hin Nr. 390, Beispiel 1. Sie ergibt sich auch durch gliedweise Differentiation (8° aus Nr. 438) 
er Reihe 


Te ud 
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Auch hier sei noch darauf hingewiesen, daß der Satz weiter verallgemeinert werden 
kann. Gegeben seien z. B. die für |y] < e, |z] < e konvergente Doppelreihe 


oo 
oy2)= % Kumytz" 
k,m=0 
und die beiden für |x] < RE konvergenten Reihen 
y=fk)=- Var, z=gle) = be. 
n=0 n=0 


Dann kann unter der Bedingung lao] < 0; |dol < E die mittelbare Funktion o(f(e), g(x)) 
in der Umgebung von x = 0 als Potenzreihe in x geschrieben werden, wenn wir stati y 


und z die entsprechenden Reihen einsetzen und nach Potenzieren und Multiplizieren die 
Glieder mit gleichen Potenzen von x zusammenfassen. 


447. Beispiele. 


1. Man bestimme die Anfangsglieder der Entwicklung von Z (1 + z)YU* nach Potenzen 


von. e 

Für |x] < 1 ist ; 
 dssiieien nt = ex LEE on 
R e 2 a gegeı 


14-42-8248 -84.) 


1 x x? 23 a* 2 1 x 2° 3 
a a a ae a a ) 

1 x x? 4 1 x 5 
Er er arg ) 

1 11 7 2447 959 
a = 22 — — 23 — ai an .. 

re Tr Br 


(Von ähnlichem Typ sind die schon in Nr. 125 betrachteten Aufgaben.) 


2. Man leite die binomische Reihe her, indem man von der logarithmischen Reihe und der 
Exponentialreihe ausgeht. 


Für |«2] < 1 und ein beliebiges « ist offenbar 


(1 + x)% — ealnli+r) — exp E er -)) / 
2 23 2 2 23 2 
ER tal@-5+5 - "J+le-5+5- -) A 


ern 


Die Gestalt der ersten Koeffizienten läßt sich sofort angeben. Den Koeffizienten von x" kann 
man mit Hilfe folgender Überlegungen errechnen. Es ist unmittelbar klar, daß er ein Polynom 
n-ten Grades in « ist, etwa Q,(«). Da für = 0, 1,2,...,n — Lin der Entwicklung kein x" auf- 
tritt, muß dieses Polynom in diesen Punkten verschwinden und demzufolge die Gestalt 


Qua) = cl I) (a —n +1) 
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haben. Für & = n ist der Koeffizient von x” gleich 1, 
Q,(n) = 1. 


Daraus folgt c = und schließlich 
n! 


Ada —1)(a—r+]1) 
Ynla) = 1:-2:.n i 


3. Es sei /(x) eine Funktion, die sich in eine Reihe ohne absolutes Glied entwickeln lasse: 
fa) za ta? + +aat te; 
dann kann man nach dem allgemeinen Satz für die gleichen x-Werte die Funktion g(x) = ef(?) 
in eine Reihe entwickeln, deren absolutes Glied offenbar gleich 1 ist. Man gebe diese Entwicklung 
an. 
Wir zeigen, daß hierzu die Meihode der unbestimmten Koeffizienten benutzt werden kann. Es 
sei 


ga)=efd=1+br +b? br te + bat hen. 
Durch Differenzieren erhalten wir 

ef). Pix) = bi + 2652 + 3,0? + I nb,ati 
oder, wenn wir auf der linken Seite die Entwicklungen einsetzen, 

(1 -Hb,2 + br? + +) (a, + 20,2 + 303%? + +) = bi + 2b,2 + 36,0? + +. 
Damit gelangen wir zu dem Gleichungssystem 


Oı — b,» 
20, — a,b = 2b,, 
3a; + 2a;b, + a,bz = 3b;, (8) 


na, + (n — 1) An-ıdı + +. + 2056,-2 + Ada = nd,» 


aus dem sich die unbekannten Koeffizienten 5; sukzessiv bestimmen lassen. 
Dieses Verfahren verwenden wir zur Lösung des folgenden Problems (WEIERSTRASS). Wir 
wollen beweisen, daß die Entwicklung der Funktion 


2 m-1 
BD el- pl ++ +— 
1 2 m—|1 
m 
mit 1 — = + ++ beginnt und alle Koeffizienten dem absoluten Betrage nach kleiner als 1 
sind. | 
Schreiben wir g(x) in der Gestalt 


2 m-1 
Kt = ) 


m—|1 


ae zur 
PER, ... f} 
m m-+i 


so ist der erste Teil der Behauptung klar. Der zweite Teil kann durch Induktion nachgewiesen 
werden. Alle Koeffizienten b, mit k < n seien dem absoluten Betrag nach kleiner als 1. Da in 
diesem Fall 


+=0 für k<m und = -—- (ka,.= —iI) für k zm 


gilt, zeigt die n-te der Gleichungen (8), daß auch |b,| < 1 ist. 
(Die hier erwähnte Methode wende man zur Übung auf die Beispiele 1 und 2 an.) 
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4. Die Gleichungen (8) können auch bei einem anderen Problem benutzt werden. Gegeben sei 
die Entwicklung 


ga)=1+rberbet bar tr bar te, 
gesucht ist 
fix) = In gle) = ae + apa? Fa +. tagen te 


Es ist leicht einzusehen, daß die Koeffizienten a; und 5; durch dieselben Beziehungen (8) ver- 
knüpft sind, nur müssen hier die Koeffizienten a; bestimmt werden. 


5. Man zeige, daß das unendliche Produkt 
os I Id) =S Ui it) (ei<l) 


für hinreichend kleine x nach Potenzen von x entwickelt werden kann, und bestimme die 
Koeffizienten dieser Entwicklung. 

Für || < 1 konvergiert das Produkt und hat einen positiven Wert. Durch Logarithmieren 
finden wir u | 


In F(x) = ‚Zn (1 + gma) = 5 > (a Mg - Zgirem ER -). 


m-—1i 


Insbesondere konvergiert diese Reihe, wenn alle Glieder in den Klammern durch ihre absoluten 
Beträge ersetzt werden. Daraus folgt (vgl. Nr. 445), daß In F(z) in der Umgebung des Null- 
punktes nach Potenzen von x entwickelt werden kann und damit man en Satz auf S. 445) 
auch der Ausdruck 


Für hinreichend kleine x gilt 
F(e) = 1+ b,x — b,x?  .. + b„x" ten 


mit noch zu bestimmenden Koeffizienten b,, ba, -.., dy, -.. Am einfachsten ist es, von der offen- 
bar gültigen Relation 


F(&) = (1 + 42) F(ge) 
auszugehen, die auch mit Hilfe der Entwicklung in der Gestalt 
(1 + din + ba? + + bat he Ä 
—= (1 +ge) (1 + bige + bag? + + bngrat +) | 
geschrieben werden kann. Nach dem Satz über die Identität von Potenzreihen folgt hieraus 


d,q + q - b;» 
d:0? + bi? = b,, 3 


db,” + du." = bu» 


oder | 
2 
u u b,q eh d.-19 
i—gq 1— € 1 — g® 
und schließlich 
3 r(n+1)/2 
See. ER = — ——, ..n,9 b, = ——I 
1-4 1—-91—-) 1-)1—-P)-- (1 gq") 
i 
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sin 


6. Wir betrachten die Zerlegung der Funktion “in ein unendliches Produkt (Nr. 408) 


x 
und die Entwicklung in eine unendliche Reihe (vgl. Nr. 404, (12)) und vergleichen ihre Log- 
arithmen (4° aus Nr. 401): 


00 2 2 4 
In Si je jehn bee de u 
x n’r? 


n=1l 
oder 


Ne, a x? T 1 (x? % 2 
rt )-(@ 1207 \+2[% 1207 \+- 


Entwickeln wir beide Seiten nach Potenzen von x (Nr. 445, 446) und vergleichen wir die 
Koeffizienten, so gelangen wir zu den Gleichungen 


181 1 11 1 
cn 6° Ant Zın 180 


n=1 


daraus folgt 
u | „2 1 un | zei 
im) Sim 
=1N 6 zu 90 


Diese Formeln werden wir übrigens später (Nr. 449) durch andere Überlegungen herleiten. 


7. Läßt sich eine Funktion f(x) im Intervall (—R, R) in eine Potenzreihe (1) entwickeln und ist & 
ein beliebiger Punkt dieses Intervalls, so ist in seiner Umgebung die Funktion nach Potenzen von 
x — % entwickelbar. 


Setzen wir nämlich in (1) x = & -+ y, so können wir nach dem allgemeinen Satz (wenn wir x 


und % vertauschen) für |x] + |y] < R oder |y] < R — |%| zur Entwicklung nach Potenzen von 
y, d.h. nach Potenzen von & — & übergehen: 


00 00 
Z Ay? = LI Ada — ZF. 
k=0 
00 
Rechnen wir iin der Reihe 3 a,(2& + y)" die Glieder aus und ordnen wir sienach Potenzen von y, 
n= 
so können die Koeffizienten dieser Entwicklung leicht bestimmt werden; es ist also 
oo 
A=3 a" = !(&) 
n=0 


und allgemein 


ee. 
a 


ER nn —1)-- Beisein, 
Kia k! 


Dieses Resultat war wegen 9° aus Nr. 438 zu erwarten.“ 

Nur aus Gründen der Einfachheit entwickelten wir die Ausgangsreihe nach Potenzen von 2; 
es würde sich nichts geändert haben, wenn die Funktion f(x) nach Potenzen von x — x, ent- 
wickelt gewesen wäre. 


Wie wir wissen, heißt eine Funktion /(x), die sich in der Umgebung des Punktes x = x, nach 
Potenzen von x — x, entwickeln läßt,?) in diesem Punkt analytisch. 


‚*) Dieses Resultat ist uns schon bekannt (vgl. (4) aus Nr. 440). 
?) Diese Entwicklung ist notwendig die Taylorsche Reihe von f(x); vgl. 9° aus Nr. 438. 
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Wir haben also bewiesen, daß eine in einem beliebigen Punkt analytische Funktion auch in 
einer gewissen Umgebung dieses Punktes analytisch ist. 


Diese Behauptung kann auch auf eine Funktion mehrerer Veränderlicher übertragen werden. 
8. Als letztes Beispiel betrachten wir die Entwicklung der Funktion 
1 


a re 


nach Potenzen von & bei beliebigem, aber festem x. Eine solche Entwicklung wird durch den 
obigen Satz garantiert, sobald |]? +2 |e] - [a] < 1 ist. Der Koeffizient von a" (n > 1) ist, wie 
wir leicht sehen, ein gewisses Polynom P, = P,(x) vom Grad n, so daß 


11 = EZ 1+ Pa + Po? ++ Pot + (9) 

ist. Zur Bestimmung dieser Koeffizienten differenzieren wir (9) nach «: 
z—& 

(Ni a Fa) 
Ein Vergleich mit (9) ergibt leicht 

(1 — 22% +2) (PR, +2P, +. +nP,amı +...) 

= (@«—o)(1l+Pıx + Po? + -- + Por +). 
Wir vergleichen nun die Koeffizienten bei gleichen Potenzen von &. Zunächst finden wir 


322 — 1 
re; 2P,— 2ı2P,=-—-1+eıeP, also Ps 2 o 


= P,+2P,.a + .. + nProt1 nr 


Allgemein ist 


(n + 1) Par — 2nzP„ + (nr — 1) Pu = Pu — Pa 
oder 


(nn +1) Pan - Zr +V)aP,„+nPoi >= 0. 


Kennen wir die ersten beiden Polynome, so können wir mit Hilfe dieser Rekursionsformel die 
übrigen sukzessiv berechnen. 

Es fälltauf, daß P, und P, mit den ersten beiden Legendreschen Polynomen übereinstimmen 
und die eben angegebene Formel mit der analogen Beziehung (11) aus Nr. 320 identisch ist, aus 
der sich die Legendreschen Polynome berechnen lassen. Daraus schließen wir, daß die Koeffi- 
zienten der Entwicklung (9) genau die Legendreschen Polynome sind. 

Die von den beiden Veränderlichen & und x abhängige Funktion 


PREBE.. ERHR 
Y1 — 22% + 0? 


heißt die erzeugende Funktion der Legendreschen Polynome. Die Entwicklung (9) kann bei der 
Untersuchung der Eigenschaften dieser Polynome mit Erfolg verwendet werden. 


448. Division von Potenzreihen. Ein wichtiges Beispiel für die Anwendung des Satzes 
von der Substitution einer Reihe in eine andere ist die Division von Potenzreihen. 

Das absolute Glied a, der Reihe (1) sei von 0 verschieden; wir können dann (1) ın 
der Gestalt 


alt + Harte) =a1+Y) 
0 Ag 


ag 


29* 
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schreiben, wenn wir 


An 
je are zen 
47, 77 Gy 
setzen. Damit ıst 
1 _ 1 1 
tat tat Mm1+Y 


u 


77 


Die letzte Reihe spielt die Rolle von (6), wobei hier o — 1 ist. Auf Grund des all- 
gemeinen Satzes kann dieser Ausdruck nach Potenzen von x entwickelt werden: 


1 
Fact ta” 


und zwar mindestens für hinreichend kleine z, z. B. für jene, die der Ungleichung 


=o+Gr + - + ng — ..., 


. |x1? + ..4+ . Ix|" +... <l1l 


ar 


1771 Q, 
177 ag 


genügen. 
Wir betrachten eine zweite Potenzreihe 


+ br +ba? + +ba" te 
mit von 0 verschiedenem Konvergenzradius. Dann kann der Quotient 
b+bc +. +5,20" + 
gTac+ ++ Anic" to. 
für hinreichend kleine y durch das Produkt 
(d, + bır +52" +) tote Home") 


ersetzt und foglich als Potenzreihe 


do +tde + de? + + de" ter 
j \ 


dargestellt werden. Die Koeffizienten dieser Reihe lassen sich am einfachsten mit 
Hilfe der Methode der unbestimmten Koeffizienten bestimmen, wenn von der Be- 
ziehung 


vtrar+ ++ anX" Fe) (do +dcr + +d,2"+-) 
=b +rbe + +ba" 
ausgegangen wird, in der die Koeffizienten a; und b, bekannt sind. Multiplizieren wir 


die Reihen auf der linken Seite nach der allgemeinen Regel (Nr. 445) und vergleichen 
wir dann die Koeffizienten bei gleichen Potenzen von x, so gelangen wir zu den un- 
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endlich vielen Gleichungen 


Aydy = bo, 
ad ta =b,, _ 
Ayd, + aıdı + a,dı, = b,, (10) 
Aydın Fr A,da-ı ee = An-1dı 2 Andy = b, . 
| z 
Wegen a, =#*.0 erhalten wir aus der ersten Gleichung sofort d, = > die zweite 
ergibt a 
bi — Qıdo @gdı — Abo 
d, u a  — ee Ten 
a. a2 


usw. Sind ım allgemeinen Fall schon n Koeffizienten d,, di, ..., d„-ı gefunden, so er- 
laubt die (rn + 1)-te Gleichung, die die einzige Unbekannte d, enthält, den Wert von 
d, zu berechnen. So lassen sich durch die Gleichungen (10) alle Koeffizienten des 
Quotienten sukzessiv bestimmen, und zwar eindeutig. 


Beispiele. 
1. Man bestimme den Anfang der Entwicklung des Quotienten 
Den sn en a 
1 u RE © u 0. 
] SA oe Eh ı BE Ser ar SCHE Re EN 
er er Snegeın 


Die Gleichungen (10) nehmen hier die Gestalt 


h=1; 
d Per — 0 
1 2 o Va 
1 1 
d —d —d,=0, 
217 ıT7 0 
1 1 1 
wir ar, et 
\ 
1 1 1 
an; daraus folgt d, = 1, Me dz 15° d, = ——, ... Also ist 
x = 1 L 5 ns 
a 7 
In 
1i—x 


2. Man bestimme die Entwicklung von tan x in der Umgebung des Nullpunktes und benutze 
dazu die Darstellung von tan x als Quotient von sin x und cos x, deren Entwicklungen bekannt 
sind (vgl. (12), (13) aus Nr. 404). 

Die Existenz dieser Entwicklung ist auf Grund des allgemeinen Satzes von vornherein ge- 
sichert. Da tan x eine ungerade Funktion ist, enthält die Entwicklung nur ungerade Potenzen 
von x. Den Koeffizienten von x?"-1 in der gesuchten Entwicklung setzt man zweckmäßig in der 


/ 
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Form nn an. Dann ist 
(2n — 1)! 
tan 2 = 5 BERNIE (11) 
n=1(2n — 1}! 

und 

oo 2an—l oo 2% 09 2n—1l 

ET, ———: I (1)? — = I (m —, 

n=1 (2n — 1)! 2=0 (22)! ns (2r — 1}! 


Offenbar ist T,= = 1. Zur Bestimmüng der übrigen T', vergleichen wir die Koeffizienten bei 2?*-1 
und erhalten eine Folge von Gleichungen 


Ta = Ta 1 ar Ta 1 ee re 
(2n —- 1)! (2n—3)! 2! (2% —5)! 4! (2n — 1)! 
n=2,3;.) 
oder, nach Multiplikation mit (2r — 1)!, “ 
2n —1 (2n — 1 
7." 4", mann. 
2) 4 
Da alle = . ’ ganze Zahlen sind, können wir uns sukzessiv davon überzeugen, daß auch 


die Koeffizienten 7, ganz sind. Die ersten Koeffizienten lauten 
Tl; Is=.2, T, = 16, 1, =:212, T, = 7936, 


Damit ist 
tanz=2+— Zn De 
uRT: 2835 
Im nächsten Abschnitt werden wir eine andere Methode zur Berechnung der Koeffizienten 
dieser Entwicklung und den genauen Anwendungsbereich angeben. 


449. Die Bernoullischen Zahlen. Entwicklungen, in denen sie auftreten. Wir untersuchen 
noch ein Beispiel für die Division, das für die Anwendungen wichtig ist: 


n en x _ 1 
5 ZE x* u x Ze 
a ee EHRE 


Gemäß der allgemeinen Behauptung aus Nr. 448, läßt sich dieser Quotient mindestens für hin- 
reichend kleine x-Werte als Potenzreihe 


ur Ehen (12) 
et — 1 _ın! 


darstellen. Ihren Koeffizienten geben wir die Form ß,/n!, da dies für ihre sukzessive Berech- 
nung zweckmäßiger ist. 
In der Se 


(1+3 ir arar tet) 


vergleichen wir die Koeffizienten bei den verschiedenen Potenzen x” (n = 1,2, 3, ...). Wir er- 
halten dann Gleichungen der Gestalt 
Pi 1 


ß, Pa-ı Ba-kaı = 
all (m _ pa Tr Pr IELOIK er zeenTg 
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oder, nach Multiplikation mit (n + 1)!, 
n+1 n-+i1 1 
( 1 + ( 2 An + = +; Par + nr + Ja+ı =(. 


Diese Gleichungen können wir symbolisch als 
PH — pPn=0 (n=1,2,3,...) 


schreiben, wenn wir die Ähnlichkeit mit der binomischen Formel ausnutzen. Nach Ausrechnen 
der ersten Potenz mit Hilfe der üblichen Regel ("#1 hebt sich fort) müssen die Potenzen ßk 
hier durch die Koeffizienten ß, ersetzt werden. Damit erhält man zur Bestimmung der Zahlen 
Pa (n=1,2,3,...) das unendliche Gleichungssystem 


29, +1=0, 

3B, +38, +1=0, 

4; + 6, +4 +1=0, 

Pa + 108; + 108, +58, +1=0, 


Aus ihm finden wir 


i 1 1 
ßı 2 2° en Ps = 0, Bi 39° = 0, 
= 0 B=0, h=-2 h=0 Bo=o 

42 ö 30’ ur 66° 
691 1 

Pu == 0, Pia Zn 2730 ’ ßıs 3 14 — 6’ Pıs —— 0, 

3617 43867 174611 

eeeree =0(, Fee =Q(, za " 
16 510 Pr 18 798 Pıs Pzo 330 


Die Zahlen f, sind sämtlich rational, denn sie sind durch lineare Gleichungen mit ganzen 
Koeffizienten definiert. Daß alle $, mit ungeradem Index (außer ß,) verschwinden, läßt sich 


leicht allgemein feststellen. Bringen wir nämlich in (12) das Glied A auf die linke Seite, so. 
steht links offenbar die gerade Funktion 2 


x X zei zei! tet? x x 
— = — Do _ 0  — coth—. 
=_1173 2 et —1 2 e?l2 _ e72/?2 ,” 2 


In diesem Fall kann ihre Entwicklung keine ungerade Potenzen von x enthalten, was zu be- 
weisen war. | 

Für die Zahlen ß, mit geradem Index führen wir nun eine gewohntere Schreibweise ein, in- 
dem wir 


Ben == (1) B, 


setzen;!) dann ist 


1 1 i 1 5 691 
B, =—, = |, mm, B, =; B,=-; B. = —— 
mg Bag B 2° 90 66° 2730 
7 3617 43867 174611 
B = ss m N) B = pe B — 3 00. 
gr gt FT T7gg 2330 


1) Wir können uns schnell davon überzeugen, daß alle B, positiv sind. 
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Die Zahlen BD, werden die Bernoullischen Zahlen!) genannt (nach JACcoB BERNOULLI), der als 
erster auf sie stieß, als er Summen von Potenzen aufeinanderfolgender natürlicher Zahlen mit 
ebenfalls natürlichen Exponenten untersuchte). Die Bernoullischen Zahlen spielen in vielen 
Problemen der Analysis eine wichtige Rolle. 
Ersetzen wir also aus Gründen der Zweckmäßigkeit noch x durch 2x, so erhalten wir schließ- 
‚lich die für hinreichend kleine x gültige Entwicklung 


_ 22B, ,„ 2 RD m 
ee ha ea: + (—1) am“ + 
00 en 
U, (—yn-ı2 Br Pr (13) 


Aus Nr. 445, Beispiel 3, kennen wir schon die Entwicklung 


00 
re cothre =1-+2 Y (—1)r1s,,02r, 
n=1 
in der mit s,, die Summe der Reihe } bezeichnet ist. Ersetzen wir auch in (13) x durch rz, 
m=1 m . 


receothne=1+ 2 (171 ET Bn „on, 
n=1 (2n)! 
so finden wir, da beide Ausdrücke identisch sein müssen, die Beziehung 
2(2n)! 


\ 


so daß sich alle B, als positiv erweisen. Da für n — oo offenbar s,, gegen 1 geht, ist aus dieser 
Formel ersichtlich, daß die Bernoullischen Zahlen mit wachsendem n unbeschränkt wachsen.) 
Wir erwähnen noch einige nützliche Ausdrücke für die Summen s,,: 


> (27e)2" 


Sn = = —— B, 
man 22m)! " 
insbesondere (vgl. Nr. 447, Beispiel 6) x 
o 1 72 © 1 Zi 
69 = wer; = um. 77 = —— — 


Wir erinnern nun daran, daß auch für xx cotxz eine Entwicklung existiert (vgl. Nr. 445, 
Beispiel 2), deren Koeffizienten ebenfalls von den s,, abhängen: 


oO 
necotne=1— 2 5 8,28. (14) 
n=] 
Ersetzen wir hier nz durch x und s,, durch den obigen Ausdruck, so erhalten wir 
oa 92n 
zeotz=1— I Pr, (15) 


Da wir von der Entwicklung (14) wissen, daß sie für x] < 1 richtig ist, muß (15) für a] <r 
gelten. Nun wächst für x —> +r die linke Seite von (15) unbeschränkt: folglich kann die Reihe 


!) Die Bernoullischen Zahlen werden in der Literatur unterschiedlich definiert; vgl. K. Kxopr, 
Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 4. Auflage, Springer-Verlag, Berlin—Heidel- 
berg 1947, S. 145f. — Anm. d. Red. 

*) JacoßB BERNOUDLLI, 1654—1705, Schweizer Mathematiker. 


®) Jedoch wachsen sie, wir wir sahen, nicht monoton, sondern nach einem überaus undurch- 
sichtigen Gesetz. 
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rechts für x = x (und erst recht für |z] > x) nicht konvergieren. Ihr Konvergrenzradius ist 
also genau gleich rr.!) 
Hieraus folgt unter anderem, daß auch der Konvergenzradius von (13) gleich x ist, während 
die ursprüngliche Reihe (12) den Konvergenzradius 2r hat. 
Mit der Identität 


tanz = cotz — 2 cot ?r 


erhalten wir aus (15) wieder eine Entwicklung für tan x: 


ee) 22% (22n EN 1) 
tanz = J) —B I. 

Sie stimmt mit der früher erhaltenen überein (vgl. (11)), aber sie wird bevorzugt in dieser Form 
geschrieben, da die Bernoullischen Zahlen eingehend studiert wurden und für sie umfangreiche 


Tabellen existieren. Der Konvergenzradius der Reihe für tan x ist —. Dies wird aus der Art 
ihrer Herleitung klar. 2 ü \ 

Mit den Bernoullischen Zahlen sind auch viele andere nützliche Entwicklungen verknüpft. 
Zum Beispiel erhalten wir durch gliedweise Integration der Reihe 


” , p} 
x sin x x x n=ı (2n)! 


(für |e]| < r) die Beziehung 


; \ 
sin x 2 .220B.2:% 


—— — 


x u (On)! 2m 


Analog ergibt sich aus (16) durch gliedweise Integration (für x] < 3) 


00 2an/’92n __ 1 B en 
Iıncsz= —) a DB a i 
I 39 Mi Mm 


an z Überhaupt sind diese Reihen sehr 
x 


Diese Formeln liefern leicht die Entwicklung für In 


nützlich für die Aufstellung von Tafeln für die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen. 
Wir kommen zum Schluß auf die in Nr. 425, Beispiel 6, betrachtete divergente Reihe 


Ein (m + 1) 


zurück. In Nr. 425 zeigten wir, daß diese Reihe mit Hilfe der Cesäroschen Methode k-ter Ord- 
nung summierbar ist, aber ihre ‚‚verallgemeinerte Summe“ (wir,bezeichnen sie mit A(k)) hatten 
wir nicht bestimmt; wir wollen dies jetzt durchführen. Übrigens werden wir die Reihe mit Hilfe 
der Abel-Poissonschen Methode summieren, was, wir wie wissen (vgl. Nr. 424, 2), zu demselben 
Resultat führen muß. 


1) Übrigens lassen sich alle Fragen, die mit der Bestimmung des Konvergenzradius einer Po- 
tenzreihe verknüpft sind, mit Hilfe des Satzes von CAUcHY-HADAMARD (Nr. 380) beant- 
worten. Zum Beispiel gilt für die Reihe (15) 


'2n 2n | 
[an B / 920 927%)! j 2r 
Qen-ı = 0; O2an = '_ V ee) San = = V2sen >» 


(an)! NY (En)! (2m)?r 


0. lim 0, = 
m—00 


al 


> R-1L-.. 
4 
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Für t> 0ist 0 < e-!< 1, und durch Summierung erhalten wir 


oo ei 1 1 2 
=} N {n+1)i peesund — om BEER 
2 m 1+et e-+-1 e—1i1 et-—1 
1 t 1 2 


Mit Hilfe von (12) finden wir für hinreichend kleine t 


n=0 n=1 n! 


Wir differenzieren nun beide Reihen k-mal gliedweise. Bei der Potenzreihe auf der rechten Seite 
stützen wir uns auf Satz 8° aus Nr. 438; er dient uns als Grundlage für die Differentiation der 
Reihe auf der linken Seite, die auch in eine Potenzreihe übergeht, wenn wir die Veränderliche 
z = eo"! einführen. Das Resultat lautet 


= kat) ee k 
aa (n + 1 et = (— 1)" 2, ee (n — 1) (n — k)im-kA1, 
n= Nn= . 


Lassen wir nun ? gegen 0 (also x gegen 1) streben, so erhalten wir auf der linken Seite das ge- 
suchte A(M) und rechts das absolute Glied 


(—1)k+1 (22(K+1) BE 1) Pr+ı 
k+i1 
Beachten wir, daß die Zahlen ß; mit ungeradem Index >1 alle verschwinden und mit geradem 
Index auf die Bernoullischen Zahlen führen, so gelangen wir schließlich zu den Formeln 


Alm) _ 0, Alam) — (—1)m- TB, (m >11). 


450. Das Lösen von Gleichungen mit Hilfe von Reihen. Wir kehren zu dem Problem 
der Bestimmung der Veränderlichen y als Funktion von x aus der Gleichung 


Fa,y) = (17) 
(vgl. Nr. 206 und 442) zurück, aber in anderer Aufgabenstellung: 


Wir setzen voraus, daß sich die Funktion F(x, y) in der Umgebung des Punktes (x,, Yo) 
in eine Reihe nach Potenzen von x — x, und y — y, entwickeln lasse, deren konstantes 
Glied gleich O und deren Koeffizient von y — y, von O verschieden ist!) Dann läßt sich 
auch die aus (17) zu bestimmende Funktion y = y(x). in der Umgebung des genannten 
Punktes in eine Reihe nach Potenzen von x — x, entwickeln. 


Mit anderen Worten, wenn die auf der linken Seite der Gleichung (17) stehende 
Funktion F im Punkt (x,, y0) analytisch ist, so erweist sich auch die aus dieser Gleichung 
zu bestimmende Funktion y = y(x) im Punkt x, als analytisch. Es ist also hier nicht 
nur von der Existenz oder der Berechnung des Wertes der gesuchten Funktion die 
Rede, sondern auch von ihrer Analytizität. 


Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir 9=y=0 an- 
nehmen; dies läuft darauf hinaus, daß wir als neue Veränderliche die Differenzen 
c— 2% und Y — %, wählen, aber die alten Bezeichnungen beibehalten. Bringen wır 


!) Dies entspricht genau der üblichen Forderung 
F(zo %) = 0, F (x %) #0. 


450. Das Lösen von Gleichungen mit Hilfe von Beihen 459 


das Glied mit der ersten Potenz von y (in der Entwicklung von F) auf die andere 
Seite und dividieren wir durch den Koeffizienten von y, so können wir die gegebene 
Gleichung in der Form | 


Y— 610% + E28” + O0 Y + Co Y? + Cz0C° + CRY + Osry? + CyP + --- 
ge (18) 
schreiben. Die Reihe für die Funktion y von x suchen wir in der Gestalt 
Yyzar- a ta +. (19) 


Zunächst ist folgendes klar: Existiert in der Umgebung des Nullpunkts eine solche 
Entwicklung, dann werden ihre Koeffizienten durch die Beziehung (18) eindeutig be- 
stimmt. 


‚Ersetzen wir nämlich in ihr y (unter den angegebenen Voraussetzungen) durch 
die Entwicklung (19), so erhalten wir 
ACH Age? + age? + + = CC 4 690%? + C118laı% + Qyr? + ++) 
+ C9g(@1C + A502 + ++)? + C59X° 
+ 97a +) + Onrlaız + +)’ 
_ Co3(a1% —- ...)3 — ..., (18a) 
Nach dem Satz auf 8.445 können wir für hinreichend kleine x rechts alle Poten- 
zierungen ausführen und Glieder mit gleichen Potenzen von x zusammenfassen. Ver- 
wenden wir danach den Identitätssatz für Potenzreihen und setzen wir die Koeffl- 
zienten bei gleichen Potenzen von x links und rechts gleich, so gelangen wir zu dem 
(unendlichen) Gleichungssystem 
04, = Cp» 
A = Cap + Cr + 09} (20) 
Az = Cy1@ + 26gglyz + Co + C210ı + C12@1 + 6039] > 


für die gesuchten Koeffizienten a,, 03,43, ...,@n, ... Dan (18) alle Glieder auf derrechten 
Seite, die y enthalten, mindestens die Dimension 2 besitzen (d. h., sie enthalten ent- 
weder höhere Potenzen von y oder y in der ersten Potenz, aber multipliziert mit einer 
beliebigen Potenz 1 von x), wird in der n-ten Gleichung des Systems (20) der 
Koeffizient a, durch die Koeffizienten mit kleinerem Index a,, a3, ..., Q-ı (und be- 
kannte Koeffizienten c;,) ausgedrückt. Damit ist die Möglichkeit gegeben, die Ko- 
effizienten a, sukzessiv zu bestimmen: 


a, = C10> 
A, = Co + CrıCıo + CnCio> 
Ag = (Cıı + 2602610) (Co + Co T 92610) (21) 
+ 630 + 21610 + C12Cho F ©0260» 
\ 
In diesem Zusammenhang machen wir eine für das Folgende wichtige Bemerkung. 


Da bei der Auflösung der Klammern in (18a) zwischen den a; und den c;, keine an- 
deren Operationen als Addition und Multiplikation vorgenommen werden, treten 
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auf den rechten Seiten von (20) diese Koeffizienten als Polynome mit bekannten posi- 
tiven (sogar natürlichen) Koeffizienten auf. Damit sind also auch die rechten Seiten 
von (21) bezüglich der c;. Polynome mit ebenfalls positiven Koeffizienten. 

Wir bilden nun die Reihe (19) mit den aus diesen Formeln berechneten Koeffizien- 
ten a,. Diese erfüllen formal die Beziehung (18a). Wenn wir die Konvergenz dieser 
Reihe für hinreichend kleine x bewiesen hätten, so brauchten wir. nicht mehr zu 
zeigen, daß die durch sie dargestellte Funktion die Bedingung (18) erfüllt, denn in 
diesem Fall wären die Gleichungen (20), denen die Koeffizienten dieser Reihe ge- 
nügen, völlig gleichwertig mit (18a). Es kommt also nur darauf an, zu beweisen, daß 
die Reihe (19), deren Koeffizienten durch (21) bestimmt werden, in einer gewissen Um- 
gebung von x = 0 konvergiert. 

Wir betrachten zusammen mit (18) die analoge Beziehung 


Yy = Yıot 4 Y20X? + Yırty + Yory? + Ya? + Ya?y + Ya? + Ya? +, 
(18%) 
deren Koeffizienten y;; alle positiv sind und außerdem die Ungleichung 


cal Z Yu (22) 


{ 
erfüllen. Für sie konstruieren wir nach dem formal gleichen Bildungsgesetz analog zu 
(19) die Reihe 


yzorta® + + te" tee, (19*) 


wobei also die zu (21) ähnlichen Koeffizienten durch 


%, = Yıo 
% = Yo T Yıyıo + YorYio» 
% = (Yır + 2Yo2Yı0) (Yao + YırYyıo + Y02Yio) (21*) 


+ Yo + Yaıyıo + YızYlo r Yo3Y}o» 


‘bestimmt werden. Nach dem oben Gesagten sind die «; auf Grund ihres Bildungs- 
gesetzes positiv. Außerdem sehen wir, indem wir sie mit (21) vergleichen und (22) be- 
achten, daß auch (für alle r) 


al Son (23) 


ist. Wenn wir die positiven Koeffizienten y;, so finden könnten, daß sie nicht nur die 
Bedingungen (22) erfüllen, sondern daß auch die entsprechend konstruierte Reihe 
(19*) einen von O verschiedenen Konvergenzradius besitzt, so wäre dies wegen (23). 
auch für die Reihe (19) der Fall, und der Satz wäre bewiesen. Wir beschäftigen uns 
nun mit der Wahl der Zahlen y;:. 

Es existieren positive Zahlen r und o derart, daß die Doppelreihe 


Icio] r + le2ol ** + Je re + leo] + --° 
konvergiert, so daß also ihr allgemeines Glied |ec;,| riok gegen 0 strebt und folglich be- 


schränkt ist: |c;,| rio® < M; daraus folgt |c;.| < —-. Wir setzen y;, = rn und be- 
< rto* ik rto* 
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———— nn 0 von Kotenzreiioen HL 


trachten, entsprechend dem oben Gesagten, die Beziehung 


M : M 
Ve a 2 a 
Bo 
r & N 
und schließlich 


EE. : Er 
Tree ern 


Hier haben wir die Möglichkeit, tatsächlich eine Funktion y = y(x) anzugeben, die 
die Gleichung erfüllt, insbesondere jenen Zweig, der für x = 0 verschwindet. Lösen 
wir die quadratische Gleichung (für |x| < r), so erhalten wir 


= -— I — |, _ı, _ Me) x ]» 
2(e +'M) 0? r—xı 


Führen wir zur Vereinfachung die Beziehung 


0 2 
rn =r (a) (24) 


ein, so erhält der Ausdruck für .y die Gestalt 


” 02 2 \12 x \-12 
’%e+M) 1-(1-5) 1-4) k 


woraus sofort klar wird, daß er mit Hilfe der binomischen Reihe für |x] < r, < r nach 
Potenzen von x entwickelt werden kann. Da die erwähnte Entwicklung mit (19*) 
identisch sein muß, ist damit die Konvergenz der Reihe (19*) und folglich auch der 
Reihe (19), zumindest für |x| < r,, bewiesen. 

Wir bemerken, daß dieser Satz nur die Entwicklung von y nach Potenzen von x 
(oder im allgemeinen Fall nach Potenzen von x — x,) in der Nähe von x = 0 (bzw. 
x = x,) gewährleistet. Die genaue Bestimmung des Konvergenzintervalls dieser Ent- 
wicklung erfordert eine besondere Untersuchung. 

Auf ähnliche Art kann der allgemeine Fall behandelt werden, bei dem sich das 
Funktionensystem aus einem Gleichungssystem bestimmen läßt. | 

Die hier verwendete bemerkenswerte Methode geht auf CavcHaY zurück. Sie be- 
steht im wesentlichen in der Ersetzung gegebener Potenzreihen mit einer oder meh- 
reren Veränderlichen durch Majorantenreihen, die sich für die Untersuchung besser 
eignen und deren Koeffizienten alle positiv und größer als die absoluten Beträge 
der entsprechenden Koeffizienten der gegebenen Reihe sind. Deshalb trägt diese 
Methode den Namen Methode der Majorantenreihen. Sie wird in der Theorie der 
Differentialgleichungen oft benutzt. 


451. Umkehrung von Potenzreihen. Als Spezialfall des eben gelösten Problems unter- 
suchen wir nun die Frage nach der Umkehrung von Potenzreihen. Die Funktion 


1!) Hier muß vor der Wurzel das Minuszeichen stehen, damit für x = 0 auch y = 0 ist. 
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y = f(x) werde in einer gewissen Umgebung des Punktes x = x, durch eine Reihe 
dargestellt, die nach Potenzen von x — x, geordnet ist. Wir bezeichnen das absolute 
Glied, das den Wert von y an der Stelle x = x, angibt, mit y, und schreiben die Ent- 
wicklung in der Gestalt 


Y-YzHR— Ho) tar — Hr tm a)" ter. 


Für a, #0 kann x in der Umgebung von y = y, als Funktion von y bestimmt werden, 
die sich ihrerseits wieder in eine Reihe nach Potenzen von y — y, entwickeln läßt; d. h., 
‚ist y im Punkt x, eine analytische Funktion von x, so ist (unter den gemachten V oraus- 
selzungen) auch die Umkehrfunktion in dem enisprechenden Punkt y, analytisch. ’ 


Dies folgt unmittelbar aus dem bewiesenen Satz. Setzen wir zur Vereinfachung 
% = % = 0 und schreiben wir die Beziehung (18) zwischen x und y in der Form 


z=by-+ 0X? + cz? + cat + + ,}) 

so können die Koeffizienten der gesuchten Entwicklung 
ebyrby’ by’ 

sukzessiv aus den folgenden Gleichungen bestimmt werden: 

b, =b, 

b, — 6b} N 

b, = 2c,b)b, + c3b}, 

b, = @(2b,b, + 53) + 3c,bib, + c,b1, 

b; = 20,(b,d4 + b2bz) + 303(6jd3 + b1b3) + 4c4bjb, + 5b}, 


Zum Beispiel können wir aus der bekannten Entwicklung des Sinus 


y-ina-2-—r ER. ZUR: RIENEN 


die Entwicklung 


z=aany=y+by +by + -- 


herleiten (wir brauchen nur die ungeraden Potenzen von y aufzuschreiben; denn da die Funk- 
tion y = sin x ungerade ist, muß offenbar auch die Umkehrfunktion eine ungerade Funktion 
sein). Die Gleichungen für die Koeffizienten 5; haben hier die Form 


1 1,01 1 3 
set, Dee dei ce 
2 ı 6 6 92 29017400 


"Wir geben noch ein zweites Beispiel an. Es sei 


y vo 


a2 a 
u ee — — ... 
y=e 1 Pe s 
woraus 


z=lmn(i+y)=5by+by +by + 


1) Wir beachten, daß (im Vergleich zu Nr. 450) x und y ihre Rollen vertauscht haben. 
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folgt. Die Koeffizienten b; lassen sich sukzessiv bestimmen: 


u =-1l,b= -— = -—. b, = —b,b, -— -—, 

De (2b, + b3) -— U, 5, = -—, 

= — (bb + 5ob,) —— (bb, + 5,53) 32, - =, 
Also ist 

ni+Ney- Zur te In Hlpe 


Der Variationsbereich von %, in dem die Umkehrfunktion existiert und ihre Entwicklung 
tatsächlich möglich ist, kann aus den Überlegungen von Nr. 450 errechnet werden, erweist 


sich aber oft als zu eng. Wenn wir etwa in dem ersten Beispiel die Gleichung zwischen x und y 
in der Form (18) schreiben, 


zd 


a 
a rer 


und x und yso beschränken, daß sie die Ungleichungen |x| s-—Z, yl <1 erfüllln,dh.oe=-—, 
r = 1 wählen, so erhalten wir M = 1 und nach Formel (24) 2 2 


1 2 
T 
— +2 
es 


wogegen der wirkliche Variationsbereich für das erhaltene Resultat das Intervall [—1, 1] ist. 


Bemerkung. Es ist sehr nützlich, sich über die Bedeutung der Bedingung 
aA, #0 klarzuwerden, unter der allein die oben formulierte Behauptung richtig ist. 
Es sei a, = 0, aber a, = 0, etwa a, > 0; in der Nähe von x = 0 (wir setzen zur Ver- 
einfachung x, = % = 0) gilt dann 


ya tat, 


so daß dort y > 0 ist. Bezeichnen wir mit y!/®2den positiven Wert der Wurzel, so sehen 
wir, daß 
a4 


I Ve FR FF ke ir Berker de 
Q 2 


gilt, wobei das positive oder das negative Vorzeichen gewählt wird, je nachdem, ob x 
positiv oder negativ ist. Nach dem Satz aus Nr. 450 kann die letzte Wurzel ın der 
Nähe von x = 0 als Potenzreihe mit dem absoluten Glied 1 dargestellt werden. Wir 
erhalten also schließlich, wenn + nach links gebracht wird, 


-+Yy = ac + ae? +, 


wobei a, = Va, > 0 ist. Auf Grund des Satzes von $. 458 (hier spielt die Größe +Yy 
die Rolle von %) erhalten wir zwei verschiedene Entwicklungen für x, je nach der 
Wahl des Vorzeichens: 


| | 1 
2, = biyil® + buy + Baypl® + bye 4 > 0 (6 72> ) 
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und 
= by! by — by? by <O0. 


Wir betonen, daß die Umkehrfunktion zweideutig und daß jeder ihrer Äste nicht 
nach ganzen, sondern nach gebrochenen Potenzen der Veränderlichen y entwickelt ist. 


452. Die Lagrangesche Reihe. Wir wenden den Satz aus Nr. 450 auf die spezielle Gleichung 


y=a- xzoly) (25) 
an, wobei die Funktion o(y) im Punkt y = a analytisch sein soll. Dann ist, wie wir wissen, für 
hinreichend kleine Werte von x die durch (25) definierte Funktion y(z) im Punkt x = 0 ana- 
lytisch und in diesem Punkt gleich a. 

Es sei ferner u = f(y) eine im Punkt y = a analytische Funktion. Wenn wir hier statt y die 
erwähnte Funktion von x einsetzen, so ist u eine Funktion von x, die auch für x = 0 analytisch 
ist. Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Entwicklung von vw nach Potenzen von x, also Aus- 
drücke für die Koeffizienten dieser Entwicklung zu finden. 

Wir bemerken zunächst, daß sich y bei veränderlichem a aus (25) als Funktion der beiden 
Veränderlichen x und a schreiben läßt, die im Punkt (0, a) analytisch ist.!) Dann ist auch die 
Veränderliche x eine Funktion von x und a. 

Differenzieren wir (25) nach x bzw. a, so finden wir 


1-2), Uri) Y=1; 


daraus ergibt sich offenbar 


0Y 0Y 

MY I 2 

Di. o(y) = (26) 
und für vu = /(y) allgemein 

ö 

Free — Noy- — (262) 


Andererseits gilt für Eu Funktion F(y), für die eine Ableitung nach y existiert, 
ö 
[rw&]-z 702] 27) 


Hiervon können wir uns unmittelbar durch Differenzieren und Verwendung der Identitäten 
(26) und (26a) überzeugen. 
All diese Beziehungen benötigen wir zum Beweis der für das Weitere wichtigen Formel 


"u rl ou 
ii mi n m P} 28 
0x” dar! E y | (28) 


Für n = 1 führt sie auf (26a). Wir nehmen nun an, sie sei für einen gewissen Wert n = 1 richtig, 
und beweisen ihre Gültigkeit für die (n + 1)-te Ableitung. Differenzieren wir (28) nach x und 
‚vertauschen wir rechts die Reihenfolge der Differentiation (vgl. Nr. 190), so erhalten wir 


a ER a WR 
| 


Wegen (27) und (26a) gilt 
Tan I 2% | _ | unrı,, % 
=? W) | za |# a) 2=l |. 


1) Diese Behauptung setzt voraus, daß sich der Satz aus Nr. 450 auf den Fall übertragen läßt, 
daß in der Gleichung drei Veränderliche auftreten und eine von ihnen als Funktion der beiden 
übrigen bestimmt werden kann. 
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Setzen wir dies in die vorhergehende Beziehung ein, so finden wir 


ou 0° ou 
na 4) |. 
OR da” Io y e 


Damit ist (28) durch vollständige Induktion bewiesen. 

Wir wenden uns nun schließlich der uns interessierenden Entwicklung der Funktion u nach 
Potenzen von x zu. Bei konstantem a hat sienotwendig die Form einer Taylorschen Entwicklung 
(vgl. 9° aus Nr. 438) 


"-u+2[(%) Ra (=) ee oe, 
0 0 


x) 21 \02), n! 


wobei der Index 0 andeutet, daß die Funktion und ihre Ableitungen an der Stelle x = 0 ge- 
nommen sind. Ferner wird y bei x = 0 gleich a, also u, = f(a), und mit (28) folgt 


ve 0 — [9*(a) F(a)]. 


9x” dar-i 


Setzen wir diese Werte für die Koeffizienten ein, so gelangen wir zu der Entwicklung 


d?-1 
dar! 


[p*a) Fa] +; 
(29) 
die unter dem Namen Lagrangesche Reihe bekannt ist. Sie ist deshalb bemerkenswert, weil ihre 
Koeffizienten explizite Funktionen von a sind. 
Ist insbesondere f(y) = y, so ergibt sich 
d y% gn-ı 


a] + + a] +. (29a) 


’ 2 d , n 
fy) = Ka) + zpla) Fa) + 7 re Fl + + 


y2 
y=a-xola) io Fr 


Zwischen dem hier behandelten Problem und dem Problem der Umkehrung von Potenz- 
reihen besteht ein enger Zusammenhang. Schreiben wir unter der Voraussetzung o(a) = 0 die 
Gleichung (25) in der Form 


rather 


so ist das Lagrangesche Problem gleichbedeutend mit der Umkehrung dieser Potenzreihe in 
y — a. Wenn umgekehrt die Aufgabe gestellt ist, die Potenzreihe 


yzasz tag? ta + (a, # 0) 
umzukehren, so geben wir dieser Beziehung zunächst die Gestalt 
y = x(a, + Ag + a0? +) 


und bezeichnen die Summe der Reihe in den Klammern mit y(x). Das liefert eine Gleichung 
vom Typ (25) 


| 


= y—; 
vr) 


hier ist a = 0 und y(x) = en und außerdem sind x und y vertauscht. Die letzte Bemerkung 
x 


ist wichtig, da sie erlaubt, sofort die allgemeine Formel für die Umkehrung gemäß (29a) an- 
zugeben: 


_„i,sfald . ra .. 30) 
et Fe nr [dam ya) lem \ 


x 


30 Fichtenholz II 


466 XII. Funktionenfolgen und Funktionenreihen 


Beispiele. 
1. Wir beginnen mit der Anwendung der Formel (30). Gegeben sei die Gleichung 


=2ıa+2) (a#+0) ode z=y 


a-+ 2 
Wegen 
BL: Gas EEE. 2: "Inn +1) --- (2n — 2) 
EI R7 ErWe u Er 
gelangen wir zu der Entwicklung 
2 _ 9 n 


. Dieselbe REIN finden wir, wenn wir die sh Gleichung in x lösen, indem wir 
jenen Wert wählen, der mit y verschwindet. 


2. Wir gehen von einer Gleichung vom Typ (25) aus: 


y-a+—. 
Y 
Hier ist o(y) = 2 Setzen wir f{y) = y*, so finden wir nach der Lagrangeschen Reihe (29) 
Y 
1 1 k , #kk+3) a kk +4) (k +5) 
Ab EHO)EHN 
4t ak+s 


Da die gegebene Gleichung auf die quadratische Gleichung 
—-ay—r=0 
führt, ist offenbar 


a a? ») / 
y-7r V7+? 


Ist zum Beispiel a = 2, so ergibt sich nach Multiplikation mit 2* die Entwicklung 


2 k )  ,&2, ke+3)/z\? Ke+4)(k+5)/x\® 
vr) ERNETTT (7) 31 (7) + 


3. In der theoretischen Astronomie spielt die Keplersche?) Gleichung 
E=M-e.sinE 


eine wichtige Rolle; dabei ist E die exzentrische Anomalie des Planeten, M seine mittlere Anoma- 
lie und & die Exrzenirizität der Planetenbahn. Mit Hilfe der Lagrangeschen Reihe (29a) können 
wir E nach Potenzen der Exzentrizität entwickeln, wobei die Koeffizienten Funktionen von M 
sind: 
E=M-e: sin M + Z sine 7 + + an en sin" M + .. 
2!dM n! dM"- ame-ı 

Hier ist es wichtig, den genauen Wert des Konvergenzradius zu kennen: LArLAor°) stellte 

als erster fest, daß diese Reihe für e < 0,6627 ... konvergiert. 


1) Vor der Wurzel muß das positive Vorzeichen stehen, denn für x = 0 muß y = a sein. 
2) JOHANNES KEPLER, 1571—1630, deutscher Naturforscher und Astronom. 
3) PIERRE SIMON LAPLACH, 1749— 1827, französischer Mathematiker, 
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4. Zum Schluß betrachten wir die Gleichung 
& 

y-2+ZzW-DN) 
Ihre Lösung, die für & = 0 gleich x ist, lautet 
1—-Y1—2or +0? 27: —o 

o 14 lM- Der .. 
Die Entwicklung dieser Funktion nach Potenzen von & hat die Gestalt 


& 1 /a\?d(a® — 1)? 
=27+—(® —-1) +—I—|) — 
y at ir (2) 2 
1 3 n dN-1(22 — 1) 
n!\2 dar-1 
Differenzieren wir beide Seiten dieser Beziehung nach x (wobei wir aus dem analytischen Cha- 


rakter von y als Funktion der beiden Veränderlichen & und x schließen können, daß die glied- 
weise Differentiation der Reihe zulässig ist), so erhalten wir 


yY- 


+ + 


1 1 da? —1i) 1 da — 1)2 
ee ed Sn RE I oe ER CRESEREEE EEE ERROR 
Yi — 2ax + 08 u a STE Pr 
n(»2 _ 1\n 
a en. 


n! 2" dr" 


Ihre Koeffizienten sind, wie wir in diesem Fall unmittelbar sehen (vgl. Nr. 447, Beispiel 8), die 
Legendreschen Polynome 


EM Hm) 


a ni 2n dr? 


S 5. Elementare Funktionen einer komplexen Veränderlichen 


458. Komplexe Zahlen. Obwohl dieses Buch an sich den reellen Veränderlichen und reellen Funk- 
tionen gewidmet ist, wollen wir uns doch in diesem Paragraphen mit den elementaren Funk- 
tionen einer komplexen Veränderlichen beschäftigen: Die Untersuchung dieser Fragen schließt 
an die Theorie der Potenzreihen an, da sie ihrerseits gewisse prinzipielle Aspekte hervorhebt. 
Außerdem ist die Bekanntschaft mit den Funktionen einer komplexen Veränderlichen für die 
reelle Analysis auch in rechnerischer Hinsicht nützlich (vgl. die Beispiele in Nr. 461 und das 
Kapitel XIX in Band III, das den Fourierreihen gewidmet ist). _ 

Wir setzen voraus, daß die komplexen Zahlen schon aus der Algebra bekannt sind, und be- 
schränken uns deshalb auf einen kurzen Überblick über die grundlegenden Eigenschaften dieser 
Zahlen. 

Eine komplexe Zahl z hat die Form z = x + iy, wobeii = Y—1 die imaginäre Einheit ist und 
x und y reelle Zahlen sind; x heißt der Realteil und y der Imaginärteil der Zahl 2, in Zeichen 


x = Rez, y = Im. 


Zwei komplexe Zahlen & + iy und x’ + iy’ sind dann (und nur dann) gleich, wenn jeweils 
x= x und y = y ist.?) Addition und Multiplikation komplexer Zahlen wird nach folgenden 


1) Hier spielt & die Rolle von a und & die Rolle von z. 
2) Mit anderen Worten: Auch hier läßt sich die Gleichung auf eine einfache Identität zurück- 
führen (vgl. Nr. 2). 


30* 
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Formeln durchgeführt: 
@.+y)+@+iy)=ktr)tivry) 
(x + iy) (@’ + iy’) = (a8 — yy’) + iay’ + a’y). 
Auch läßt sich leicht nachprüfen, daß für die Differenz bzw. den Quotienten 
@+y)-@+y)=k@-a)+iy—Y) 
"z+iy _ et 9y ER 2 Bei 3 
+ N rg” 
gilt, und zwar die zweite Beziehung unter der Voraussetzung 
x +iy #0, d.h. 2? +y?>0. 


Daher gelten für die komplexen Zahlen alle Rechengesetze, die nicht mit den Begriffen „‚größer“ 
oder ‚‚kleiner‘‘ zusammenhängen (diese Begriffe existieren für komplexe Zahlen nicht). Ge- 
nauer gesagt, es gelten die Eigenschaften 2a)—d) aus Nr. 3 und 3a)—e) aus Nr. 4. 

Legen wir in die Ebene ein’ rechtwinkliges z,y-Koordinatensystem (Abb. 63), so kann jeder 
komplexen Zahl z=x-iy ein Punkt M(x,y) dieser Ebene zugeordnet werden, wobei die 


Koordinaten dieses Punktes der Real- bzw. der Imaginärteil dieser Zahl sind. Offenbar wird 
auch umgekehrt durch jeden Punkt der Ebene eine komplexe Zahl vollständig bestimmt. Die 
in diesem Zusammenhang betrachtete Ebene heißt die Ebene der komplexen Veränderlichen z 
oder kurz die komplexe Ebene.!) 

Den reellen Zahlen x = x + iO entsprechen die Punkte der x-Achse (denn für sie ist y = 0) 
und den rein imaginären Zahlen iy = 0 + iy («= 0) die Punkte der y-Achse. Diese Achsen 
heißen auch reelle bzw. imaginäre Achse. 

Eine wichtige Rolle bei der Darstellung der Zahl z = x + iy spielen die Polarkoordinaten r, 
© (vgl. Abb. 63). Die nichtnegative Zahl r nennen wir den absoluten Betrag oder Modul der 
komplexen Zahl z und schreiben r = |z|. Der absolute Betrag ist durch die komplexe Zahl z 
eindeutig bestimmt, 


2 = ++ 3%, 
und verschwindet genau dann, wenn z = 0 ist. Der Winkel © heißt das Argument der kom- 
plexen Zahl z, in Zeichen © = Argz. Für z # 0 läßt es sich aus den Gleichungen 


x 
cs =—, ine = 
r r 


1) Sie wird auch oft als G@außsche Ebene bezeichnet, da C. F. GAauss als erster die komplexen 
Zahlen entscheidend verwendete, obwohl es vor GAvss noch andere Mathematiker gab, die 
sich mit komplexen Zahlen beschäftigten. — Anm. d. Red. 
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bestimmen, jedoch nur bis auf einen Summanden 2kr (k ganz). Fürz = 0 ist das Argument nicht 
definiert. Schließt man diesen Fall aus, so existiert für jede Zahl z genau ein Argument 6, 


das die Ungleichung m <0 sr erfüllt; es heißt der Hauptwert des Arguments und wird mit 
arg 2 bezeichnet. Ist 8 < r, so gilt 


und der Winkel arg z kann durch die Gleichung 


Y 
x + Ya? + y® 


definiert werden; sie gilt für alle komplexen Zahlen außer den reellen negativen, Zahlen (und 
der Null). 


Wir erwähnen noch, daß die absoluten Beträge der komplexen Zahlen z=x -+iy und 
2’ = x’ + iy’ der Ungleichung 
?+:]skl+l] z 


genügen, die auch für die absoluten Beträge reeller Zahlen gilt. Im vorliegenden Fall führt sie 
nämlich auf die bekannte Ungleichung 


argz = 2arctan 


Hr +YtY® Ste tg H4 Very", 


die einen Spezialfall der Minkowskischen Ungleichung (vgl. (7) aus Nr. 133) darstellt; vgl. auch 
die Fußnote auf S. 324 von Band I. Richtig sind auch die aus ihr gezogenen Folgerungen (vgl. 
Nr. 17). 

Setzen wir in der komplexen Zahlz2 = x + iy 


xz=1rc0s809, y=rsin®, 
so erhalten wir die sogenannte trigonometrische Form einer komplexen Zahl: 
z=r(cos® +-isin®). 
Wählen wir eine zweite komplexe Zahl 2’, ebenfalls in trigonometrischer Form 
2’ = r’(cos ’ +isin ©°), 
dann lautet das Produkt zz’ in trigonometrischer Form 
2x2’ = rr'[cos (9 + ©’) +isin (© + 0°)]; 
dies folgt unmittelbar aus den Additionstheoremen des Kosinus und des Sinus. Hieraus ergibt 
sich 
lzz|” = |z] - |27], Arg 22’ = Argz + Argz’. 
Analog finden wir für den Quotienten der Zahlen z und 2’ (unter der Voraussetzung 2’ =F 0) 
2 


, 


I} Arg — — Arg 2 — Arg Age 
z 


— — 
‚ 
2 | 


z 


Aus der Formel für das Produkt ergibt sich die Formel für die Potenz mit natürlichem Ex- 
ponenten n: 


2% — r"(cosn® +isinnO); 
der Spezialfall r = 1 liefert die Moivresche Formel 
(cos 9 + isin 0)" = cosnd +isinn®. 
Schließlich gilt für die n-te Wurzel aus 2 


Y — Yr (0: +isin), 
N 


470 XII. Funktionenfolgen und Funktionenreihen 


wobei Yr der positive Wert der Wurzel aus r ist. Setzt man hier der Reihe nach 
O=9, 0 + 2t, 0 +Ar, 0 +2(n —1)r, 


so erhält man n verschiedene Werte der Wurzel Yz (natürlich unter der Voraussetzung z = 0); 
für andere Werte von © werden diese Werte der Wurzel nur wiederholt. 


454. Die komplexe Zahlenfolge und ihr Grenzwert. Wir betrachten eine Folge {z,} von kom- 
plexen Zahlen z, = x, + iy„ (n = 1,2, 3, ...), und die Veränderliche 2 durchlaufe diese Werte 
in der Reihenfolge wachsender Indizes. | 

Der Grenzwert dieser komplexen Zahlenfolge wird mit denselben Bezeichnungen definiert 
wie bei einer reellen Zahlenfolge (vgl. Nr. 23): 

Die konstante Zahl c = a + ib heißt Grenzwert der Zahlenfolge {2 = z,}, wenn für jede be- 
liebig kleine Zahl e > 0 eine solche Zahl N existiert, daß alle Werte 2, mit n> N die Un- 
gleichung 


rn —el<e 
erfüllen. Man schreibt dafür 
limz,„=c oder 2,>c. 


Genauso lassen sich auf den zu betrachtenden Fall die Definitionen der dem Betrage nach 
unendlich kleinen und der unendlich großen Größen übertragen. 

Wir heben hervor, daß man jetzt nicht mehr sagen kann, eine Zahlenfolge strebe mit einem 
bestimmten Vorzeichen gegen oo, da komplexe Zahlen kein Vorzeichen besitzen. Wenn z, 
über alle Grenzen wächst, d.h. |z,| > +00, dann sagt man, z, strebe gegen oo (ohne Vor- 
zeichen!). 

Wir betrachten als Beispiel die Folge der Zahlen z, = 2”, wobei z eine komplexe Zahl sei. 
Wenn |z| < 1 ist, so strebt z, gegen 0, aber im Fall [2| > 1 gilt 2, — oo. Man sieht leicht, daß 
die Zahlenfolge für |2] = 1 (aber z = 1) keinen Grenzwert besitzt. 

Für komplexe Zahlenfolgen kann man leicht die grundlegenden Sätze aus der Theorie der 
Grenzwerte beweisen, indem man die früheren Überlegungen fast wörtlich wiederholt. Anderer- 
seits lassen sich alle diese Behauptungen auf Grund des folgenden einfachen Satzes automatisch 
auf komplexe Zahlenfolgen übernehmen: 

Eine Folge komplexer Zahlen 2, = x, + iy, strebt dann und nur dann gegen den Grenzwert 

= a4 + ib, wenn die reellen Zahlenfolgen {x,} und {y„} gegen die Grenzwerte a bzw. b streben. 

Der Beweis folgt sofort aus den Ungleichungen 


ytsin-d- En a + m — OR Sim —al + yn— bl. 


Iyn — bl 


Damit kann die Untersuchung einer komplexen Zahlenfolge durch die Untersuchung zweier 
reeller Zahlenfolgen ersetzt werden. Insbesondere läßt sich auf diesem Wege das Konvergenz- 
prinzip (Nr. 39) für eine komplexe Zahlenfolge beweisen. 

Wir betrachten jetzt die unendliche Reihe 


00 

2 On =(G — Ca I ... + Ca + ... 

n= 
mit den komplexen Gliedern c, = a, + ib„. Der Grenzwert der Partialsummen 

Rn 
0,=% % 
k=i1 

heißt auch hier, falls er existiert, die Summe der Reihe. Da z. B. für die geometrische Reihe 


Sr-itzi2r.tzir.. 
n=0 
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(wobei z eine komplexe Zahl =+1 sei) die n-te Partialsumme 


G=-.if=- 


ist, sehen wir sofort, daß die Reihe für 2] < 1 die Summe 
1 


1—z 


(= 


und für |2| = 1 keine (endliche) Summe besitzt. 
Alle Grundbegriffe und Sätze aus Nr. 362 und 364 (sowie deren Beweise) bleiben erhalten. 
Die Untersuchung einer komplexen Reihe kann nach dem folgenden grundlegenden Satz durch 
die Untersuchung zweier reeller Reihen ersetzt werden: 


Die Konvergenz der komplexen Reihe 
ı 


o 00 
Zo=% (a, + id,,) (C) 
n=1 n=1 
gegen die Summe C = A + iB ist gleichbedeutend mit der Konvergenz der beiden reellen Reihen 
oo 
2 4 (A) 
n=1 
und 2 
°o 
2 bn (B) 
n=1 


gegen ihre Summen A bzw. B. 

Diese Behauptung ist offenbar nur eine Übertragung des oben in der Terminologie der 
Zahlenfolgen bewiesenen Satzes. 

Wir beweisen nun einen Satz, der dem aus Nr. 377 entspricht: 

Ist die positive Reihe 


z len (C*) 


aus den absoluten Beträgen der Glieder von (C') konvergent, so konvergiert auch die Reihe (C). 
Wegen der offenbar gültigen Ungleichungen 


Een 


zieht nämlich die Konvergenz der Reihe (C*) die der beiden Reihen 
[0/07 oO 
Zla,| und 2% |b,| 
n==1 n==1 


nach sich. Hieraus folgt (vgl. Nr. 377), daß die Reihen (A) und (B) konvergieren. Damit ist 
(auf Grund des vorhergehenden Satzes) auch die Reihe (C) konvergent. 

Falls die Reihe (C*) konvergiert, heißt die Reihe (C) absolut konvergent. Dann konvergieren 
auch, wie wir eben sahen, die Reihen (A) und (B) absolut. 

Dank dieses Satzes gilt z. B. das d’Alembertsche Kriterium (Nr. 377) auch für komplexe 
Reihen, Für absolut konvergente komplexe Reihen bleiben auch der Satz aus Nr. 387 über die 
Vertauschbarkeit der Glieder und der Satz aus Nr. 389 über die gliedweise Multiplikation von 
Reihen gültig. Im ersten Fall ergibt sich der Beweis durch Zurückführung auf reelle Reihen, 
im zweiten Fall kann man sich im Prinzip an den früheren Beweis halten. 

Schließlich können in analoger Weise die grundlegenden Begriffe und Sätze aus der Theorie 
der Doppelreihen auf den komplexen Fall übertragen werden. 
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455. Funktionen einer komplexen Veränderlichen. Die komplexe Veränderliche z= x + iy 
nehme alle Werte einer gewissen Menge £ = {z} an, die sich geometrisch als Gebiet (oder Be- 
reich) in der komplexen Ebene interpretieren läßt. Sind jedem Wert z aus dem Gebiet # ein 
oder mehrere Werte einer anderen komplexen Veränderlichen » = u + iv zugeordnet, so heißt 
w die (eindeutige oder mehrdeutige) Funktion von z im Gebiet X, und man schreibt 


w=f(2) oder w= g(z) 


usw. Beispielsweise sind die Funktionen |2| und 2" (n natürliche Zahl) oder allgemein die ganzen 
rationalen Funktionen, d.h. die Polynome 


2" + ce + +2 Ft 


mit beliebigen komplexen Koeffizienten c,, €, ..., c„ eindeutige Funktionen (in der ganzen 
komplexen Ebene). @ebrochene rationale Funktionen, d. h. unkürzbare Quotienten zweier Poly- 
nome, sind ebenfalls in der ganzen komplexen Ebene definierte eindeutige Funktionen, die aber 
in den Punkten, die den Nullstellen des Nenners entsprechen, über alle Grenzen wachsen. Bei- 


spiele für mehrdeutige Funktionen sind Arg 2, Yz. In Nr. 457 bis 460 werden wir weitere wich- 
tige Funktionen einer komplexen Veränderlichen kennenlernen. 

Im folgenden werden wir, wenn nichts anderes gesagt ist, stets eindeutige Funktionen be- 
trachten. 

Ist w= u + iv im Gebiet # = (} eine Funktion von z2= x + iy,so sind offenbar auch 
und v Funktionen von z oder, was dasselbe ist, in einem entsprechenden Gebiet &* = {(x, y)} 
Funktionen von x, y (geometrisch wird dieses Gebiet durch dieselbe Figur wie & dargestellt): 


u= ul, y), v=vlr,Y). 


Zum Beispiel gilt für die reellen Funktionen w = |2| und w = arg z 


u=Ye + y® bzw. u= 2% aretan — I—— =0); 
x + Ya + y2 
für die Funktion w = 2" = (x + iy)* ist offenbar 
Re RE any ER 
n(n — 1) (n — 2) 


EEE Nn-3,,3 ar 
vandy 1.2: 3 5 ade? a 
Es sei nun c ein Häufungspunkt des Gebietes #. Wir sagen, die Funktion w = f(z) besitze, 
wenn 2 gegen c strebt, den Grenzwert Ct) falls für jede Zahl e > O eine Zahl ö > 0 derart existiert, 
daß |f(z2) — C| < e ist, sobald |2 — c| < ö (und 2 =#.c) gilt. Man schreibt diese Tatsache wie 
üblich in der Gestalt 
lim w = lim /(z2) = C 
z—>C > 
Diese Definition läßt sich auch leicht für den Fall formulieren, daß c (oder C') unendlich ist; 
man kann dies auch in der „Sprache der Zahlenfolgen‘‘ ausdrücken. 
Itce=a+tibundÜ= A -iB, so ist (wie aus Nr. 454 leicht folgt) die letzte Beziehung 
gleichbedeutend mit 
lim u(z,y) = 4, lim v(z2,y) = 
I->Q >äa 


y>b y>» 


Die Stetigkeit der Funktion ei in einem beliebigen Punkt z, = x, + iy, des Gebietes wird 
durch die Gleichung 


lim /(z) = f(2,) 


z>2, 


!) Hier sind c und C komplexe Zahlen. 
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definiert. Sie ist offenbar gleichbedeutend mit der Stetigkeit der beiden Komponenten u(z, 4) 
v(z, y) im Punkt (zu, 90). Bu 
Aus den eben hergeleiteten Ausdrücken für |z| und die Komponenten von 2" sehen wir also, 
daß diese Funktionen in allen Punkten der komplexen Ebene stetig sind. Analog ist arg 2 über- 
all mit Ausnahme der negativen reellen Achse und z = 0 stetig. 
Schließlich kann die Stetigkeit auch unmittelbar aus der komplexen Darstellung nach- 
gewiesen werden. Zum Beispiel folgt sie für die Funktion |z| sofort aus der Ungleichung 


1 - als: —2)|- 
Für die Funktion 2* gilt 


ZU = (20) (A 42. + aan); 


liegt z hinreichend nahe bei 2,, so sind die Beträge von z beschränkt, |2} s M (M endlich, kon- 
stant), so daß 


ar — 22) snaM"1lz — 2) 


ist, woraus das Geforderte sofort folgt. 


Es läßt sich ‚hier leicht zeigen, daß Polynome (ganze Funktionen) und gebrochene rationale 
re (diese bis auf die Stellen, an denen ihr Nenner verschwindet) stetige Funktionen 
sind. 

Die Definition der Ableitung der Funktion w = f(2) im Punkt z = 2, hat dieselbe Form wie 
in der gewöhnlichen Differentialrechnung: | 


w — f(z,) — lim f(2o ie Az) mE !(2g) — lim !(z) 2 /(2o) , 
d:—>0 Az > 7 \ 


Zum Beispiel ist für die Funktion w = 2" 


zu —ı ee B _ 
— 2,01. 2" 2 Le +2 1, 
2 —% 
so daß der Grenzübergang für z — z, wieder die bekannte Formel 
w = mi! 
liefert. | 
Die Formel für die Ableitung der Umkehrfunktion (Nr. 94) und alle Differentiationsregeln 
(Nr. 97, 98) können ungeändert übernommen werden. Analog wird auch der Begriff der höheren 


Ableitungen definiert. 
Wir erinnern uns noch der Reihe 


oO 
2 nl) =) +h) + th) 
n= 
deren Glieder jetzt komplexe Funktionen der komplexen Veränderlichen 2 aus # sind. Hier 
kann zunächst die gleichmäßige Konvergenz wie in Nr. 428 definiert werden. Bei komplexen 
Funktionenreihen überzeugt man sich von der absoluten Konvergenz, indem man die Existenz 
einer positiven Majorantenreihe nachweist, da auch hier das Weierstraßsche Kriterium gilt. 
Von den Sätzen über Funktionenreihen benötigen wir für das Folgende den Satz 4 aus Nr. 433 
über den gliedweisen Grenzübergang bei gleichmäßig konvergenten Reihen, dessen Beweis wie 
oben geführt wird. 

Wir betrachten nun Potenzreihen, die in der Theorie der Funktionen einer komplexen Ver- 
änderlichen eine äußerst wichtige Rolle spielen. Ihnen widmen wir den nächsten Abschnitt. 


456. Potenzreihen. Gegeben sei die Reihe 


Koran toe tot tot + (1) 


n=0 
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wobei Cy, C1 C9, -.. konstante komplexe Koeffizienten sind und die Veränderliche z in der ganzen 
komplexen Ebene variieren möge. Ganz genau so wie in Nr. 379 oder 380 kann man auch hier 
eine solche nichtnegative Zahl R finden, daß die Reihe (1) für |2| < 2 (R > 0) absolut konver- 
giert und für |2]| > R(R < +) divergiert. Schließt man den Fall R = 0 aus, so konvergiert 
die Reihe für R = -+oo in der ganzen komplexen Ebene und für ein endliches R innerhalb des 
Kreises mit dem Radius R. Außerhalb dieses Kreises divergiert die Reihe. Statt von einem 
Konvergenzintervall spricht man hier von einem Konvergenzkreis, und der Ausdruck „Radius“ 
ist zum ersten Mal begründet. 
Zum Beispiel ergibt sich mit Hilfe des d’Alembertschen Kriteriums, daß die Reihe 


co Ad 
u Ike 
n=1N 
für jeden komplexen Wert z absolut konvergiert, während die Reihen 
oo 00 zu oo Are 
2 2", 2: . 2 Et: 
n=(0 n—=1 NR n=1i N 


den Konvergenzradius R = 1 besitzen. 

Auf dem Konvergenzkreis verhält sich jede Potenzreihe anders. Zum Beispiel divergiert von 
den drei gegebenen Reihen die erste in allen Punkten des Kreises |z| = 1, da die notwendige 
Konvergenzbedingung verletzt ist (das allgemeine Glied strebt nicht gegen 0); die zweite Reihe 
konvergiert in allen-Punkten dieses Kreises absolut, da die Reihe 

1 


n—=1 n? 


konvergiert; schließlich sieht man, daß die dritte Reihe, wenn man 2 = cos +isin ® setzt 
und sie in der Gestalt 


© con ,. 2 sinnd 
u —— til — 
n=1 N n=1 NR 


schreibt, nicht-absolut konvergiert, mit Ausnahme des Punktes 0 = 0,d.h.z = 1 (vgl. Nr. 385, 
Beispiel 2). 


Bemerkung. Sind (wie in den genannten Beispielen) die Koeffizienten einer Potenzreihe 
reelle Zahlen, so ist klar, daß der Radius R des „Konvergenzkreises‘ in der komplexen Ebene 
mit dem früheren Radius des ‚„Konvergenzintervalls‘‘ auf der reellen Achse übereinstimmt. 

Wir geben nun weitere Sätze über Potenzreihen an, die sich auf komplexe Potenzreihen 
übertragen lassen. 

Die Sätze 1° und 2° aus Nr. 437 bleiben gültig, so daß im Innern des Konvergenzkreises die 
Summe der Potenzreihe (1) eine stetige Funktion von z ist. 

Den schon erwähnten Satz von ABEu (6° aus Nr. 437) kann man jetzt in der folgenden 
Form schreiben: 

Konvergiert die Reihe (1) in jedem Punkt z, des Kreises |z2| = R, so gilt, wenn sich z längs des 
Radius von innen dem Punkt z, nähert, 


lim 5 ar = e3 C.ar.?) 
z—>20 .Nn=D 
Das soll jetzt gezeigt werden. 
Ist speziell 2, = R, so kann man annehmen, daß z = r eine reelle positive Veränderliche ist, 
und die zu beweisende Gleichung in der Gestalt 


lim 5 0," — 2 c„R* 
r>R-0 n=0 =(0 


!) Man kann diese Gleichung auch dann beweisen, wenn sich z nach einem allgemeineren Gesetz 
dem Punkt z, nähert; wir wollen uns jedoch damit nicht aufhalten. 
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darstellen. Setzt man c, = a, + ib,, dann zerfällt sie in die beiden Gleichungen 

. 009 00 oo ee) 
lim a" = NV a,Rt, im %b.t= %b,R®. 
r>R—-0 n=0 n=0 r>R—-0 n=0 n=0 
Da die Reihen auf den rechten Seiten wegen der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe 


oo 


>; 0„K” = & (Q, 7 id,) kr 
n=0 


n=0 


ebenfalls konvergent sind, braucht man sich für den Beweis dieser Gleichungen nur auf den 
früheren Satz von ABEL zu berufen. 
Im allgemeinen Fall bezeichnen wir das Argument der Zahl z, mit 6,. Dann können wir 


2, = R(cos®, +isin®), z=r(cos0, +isin 6.) 
setzen und die zu beweisende Gleichung in der Form 
00 , 00 
lim 3% c,„(cosnd, +isinnd,)r?= JS c,(cosnd, +isin nd,) R* 
r>R-O n=0 n=0 


schreiben. Fassen wir die Faktoren in den Klammern mit den Koeffizienten zusammen, 80 
führt dieses Problem offenbar auf den schon behandelten Fall. 

Wir können nun (ohne auf den allgemeinen Satz über die Differenzierbarkeit zu verweisen) 
sofort zeigen, daß eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzkreises gliedweise differenziert 
werden kann, d. h., setzt man für |z2| < R 


ee) 
(2) = 2; 0,2”, 
n=0 
so ist 
[) 
!@) = Em. 
| n=1 


Wir sehen zunächst (z.B. mit Hilfe des Satzes von Cavcnvy-HApamarp), daß auch der 
Konvergenzradius der zweiten Reihe gleich R ist. 
Ist z = z, ein beliebiger, aber fester Punkt und |2,| < R, so gilt 


RAR 00 n__ „N X | | 
I) — Io) = ) c, er 0 Ola + 292 + 201), (2) 
A 0 y=1 zz —— 0 n=1 


Wählen wir ein o zwischen |2,| und R, so können wir auch |z| < o annehmen; dann ist 
[onl2"-2 + 20202 4 + aR1)| < m [on] er. 
> ö ß . ® 
Die Reihe 3 n |c,| 0"! konvergiert, da e kleiner als die Zahl R ist, die, wie wir schon bewiesen 
n= oo 
haben, auch für die Reihe S) nc,2""! Konvergenzradius ist. Nach dem Weierstraßschen Kri- 


n=i1 
terium ist also die Reihe (2) gleichmäßig konvergent; der Grenzübergang 2 — 2, kann demnach 
gliedweise durchgeführt werden, was zu dem geforderten Resultat führt. Hieraus folgt schon, 
daß die Sätze 8 und 9 aus Nr. 438 auch ohne Anderung auf den komplexen Fall übertragen 
werden können. Das bedeutet, daß die Summe einer Potenzreihe nebst ihren Ableitungen inner- 
halb ihres Konvergenzkreises stetig ist. Mit anderen Worten, entwickelt man eine Funktion 
nach Potenzen von z, dann ist der Abstand vom Koordinatenanfangspunkt zum. nächstliegen- 
den Unstetigkeitspunkt der Funktion (oder einer. ihrer Ableitungen) die natürliche Schranke für 
den Konvergenzradius dieser Entwicklung. 
Für die Entwicklung 


1-2 +22 — .. + (12? +... = 


1 
i+z 
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ist z= —1 ein solcher Punkt Er liegt auf der reellen Achse; deshalb war auch schon früher 


1 
klar, daß der Konvergenzradius der Entwicklung von 7 
Anders verhält es sich mit der Entwicklung 


1— 22 +24 — .. + (—1)"2220 4. 


nicht größer als 1 sein kann. 
z 


en 
1+z2' 


Ihre Summe ist in den Punkten z = -+i, also auf der imaginären Achse im Abstand 1 vom 
Koordinatenanfangspunkt, unstetig; beschränkt man sich auf die reelle Achse, längs der die 


Funktion 1 


; nebst allen ihren Ableitungen stetig ist, so kann man es sich nicht erklären, 
x 
weshalb der Konvergenzradius ihrer Entwicklung gleich 1 ist. 

Wir werden später ähnlichen Beispielen begegnen, bei denen der Übergang zum Komplexen 
die wahre Ursache der Divergenz der Entwicklung einer reellen Funktion einer reellen Ver- 
änderlichen erklärt. = 

Zum Schluß sei noch erwähnt, daß alle Rechenvorschriften für Potenzreihen (Nr. 445), alle 
Sätze über die Substitution einer Reihe in eine andere (Nr. 446), über die Division von Reihen 
(Nr. 448) und schließlich über die Umkehrung von Potenzreihen (Nr. 451) auch hier ihre 
Gültigkeit behalten; die Beweise, die nur formalen Charakter haben, gelten auch für komplexe 
Potenzreihen. ” 


457. Die Exponentialfunktion. In Nr. 404 sahen wir, daß für jedes reelle x die Entwicklung 
x E* x 
me, wen ge 


gilt (vgl. dort Formel (11)). Ersetzen wir in dieser Reihe die reelle Veränderliche x durch die 
oo N 

komplexe Veränderliche z= x + iy, so ergibt sich die Reihe 1+ 3 —, von der wir schon 
ni R; 


wissen (vgl. Nr. 456), daß sie für alle z konvergiert, d. h. in der ganzen komplexen Ebene eine 
bestimmte endliche Summe besitzt. Ihre Summe kann man per definitionem als Wert der Expo- 
nentialfunktion e? für jedes komplexe z nehmen, d. h., man setzt 


A z 2 eg 
la a m (3) 


yr! 


Diese Definition widerspricht, wie wir sahen, nicht der gewöhnlichen Definition für einen 
reellen Exponenten, ist also ihre natürliche Verallgemeinerung. 

Verwenden wir die Multiplikationsregel für Potenzreihen, so können wir uns wie in Nr. 390, 
Beispiel 6, leicht überzeugen, daß für alle komplexen 2 und 2’ 


ee? — et? (4) 


gilt, so daß auch die charakteristische Eigenschaft der Exponentialfunktion im Komplexen erhalten 
bleibt. 


Die Funktion e? ist in der ganzen Ebene stetig und besitzt überdies Ableitungen beliebig 


hoher Ordnung. Durch gliedweise Differentiation der ihr entsprechenden Reihe erhalten wir 
wie früher 


(ed) = e. 


Es sei nun 2 = x + iy mit reellen Zahlen x und y. Ersetzen wir in (4) z durch x und 2’ durch 
iy, so ergibt sich 


e? = efeiV, 


Wir beschäftigen uns nun mit der Potenz e!V, deren Exponent rein imaginär ist. Ersetzen wir in 
der Definition (3) z durch iy, so finden wir 


2n+l 


2 4 2n 
Geha ET ee BE} 7 RL ACER RER 
- BD I 
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oder, indem wir Real- und Imaginärteil trennen, 


y? 4 gan 
eiy Ze (i — 91 Frası ... + (1 — — -) 
en ee 
+ils Tas +(—1) art“) 


In diesen Reihen erkennen wir die Entwicklungen von cos y bzw. sin y (vgl. (12) und (13) aus 
Nr. 404) und gelangen somit zu der wichtigen, zuerst von EULER aufgestellten Formel 


ed = cosy-isiny. (5) 
Aus ihr folgt z. B. - 
ein/2 — I, ein — —1, esri/2 — —i, eiri — 1. 


Es gilt somit für2 = x + iy 
e? = e?(cosy + sin y);?) (6) 
hieraus ergibt sich sofort 
e? = eRe: — je?|, y=Imz= Arge, 


Wegen e* > 0 für jedes reelle x ist e? für jedes komplexe z von 0 verschieden. 
Ersetzen wir in (5) y durch —y, so erhalten wir durch Addition 'bzw. Subtraktion der beiden 
Formeln die Beziehungen 


eiy 4 e-iy , eV _ e-iy 
a a 7 a (7) 
i 


welche die trigonometrischen Funktionen mit reellem Argument durch Exponentialfunktionen 
mit rein imaginärem Argument ausdrücken. Wir kommen auf diese bemerkenswerte Tatsache 
später noch einmal zurück. 

Ersetzen wir in (6) y durch y + 2x, dann bleibt der Ausdruck auf der rechten Seite (und da- 
mit auch der auf der linken Seite) unverändert; mit anderen Worten, es ist 


d. h., die Exponentialfunktion ist periodisch mit der rein imaginären Periode 2ri. 

Es läßt sich leicht beweisen, daß die Funktion e? außer den Perioden der Form 2kri (k ganz) 
keine anderen Perioden besitzt; denn wegen et? = e? ist, wenn wir 2 = 0 setzen, e® = 1. Es 
sei etwa =&--iß, also (vgl. (6)) 


e*(cosß +isinß) =1; 


hieraus folgt e® = 1, also & = 0), ferner cos ß = 1, sin ß = 0,d.h.,ß = 2kr, was zu beweisen war. 
Da wir nun wissen, daß e*?”i — 1 ist, verstehen wir jetzt auch, weshalb die Entwicklung der 


Funktion — 1 

e — 

obwohl die Funktion E - i auf der reellen Achse keine Singularität aufweist, die dieses mo- 
e — 


tivieren könnte; auf der imaginären Achse existieren jedoch Punkte, in denen die Funktion 
singulär ist, und die dem Koordinatenanfangspunkt am nächsten liegenden Punkte sind die 
Punkte z = +2ri, die von O den Abstand 2r haben. 

Im Zusammenhang mit der Verallgemeinerung der Exponentialfunktion für beliebige kom- 
plexe Exponenten erinnern wir uns an eine interessante Funktion, die wir in Nr. 138 und 407 
betrachteten: 


fa) = el «+0, f0)=0. 
1) Man könnte diese Gleichung auch als Definitionsgleichung für die Exponentialfunktion mit 


komplexem Argument ansehen; dann ergäbe sich (4) aus den Additionstheoremen des Ko- 
sinus und des Sinus. 


in eine Potenzreihe (vgl. (12) aus Nr. 449) den Konvergenzradius 2 besitzt, 
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Die Unmöglichkeit, sie in irgendeiner Umgebung des Nullpunktes nach Potenzen von x ent- 
wickeln zu können, wird ungeachtet ihrer Stetigkeit und der aller ihrer Ableitungen im Punkt 
x = 0 unmittelbar durch den Übergang zu der komplexen Veränderlichen z=x + iy klar. 
Die Funktion e-1/?* (z + 0) besitzt für z— 0 nicht einmal einen Grenzwert, denn es ist z. B., 
wenn z längs der imaginären Achse gegen 0 strebt, also z=iyundy—0O gilt, 


e-1/2? — ellV’ > oo. 
458. Die logarithmische Funktion. Wir wählen eine beliebige, von 0 verschiedene komplexe 
Zahl w und stellen uns die Aufgabe, diejenige Zahl z zu finden, welche die Gleichung 

= w (8) 


erfüllt (für w = 0 hat diese Gleichung, wie wir wissen, keine Lösung). Die Zahl z nennen wir den 
(natürlichen) Logarithmus von w, und man schreibt 


z=Lnw. 
Ist w=r(cos$ +isin®) und setzen wirz2= x + iy, so zerfällt (8) wegen (6) in die Glei- 
chungen 
e!=r, cos y= cos, sin y = sin ®, 
aus denen sich 
z=hr,!) y=9+2kr (k beliebig ganz) | 


ergibt. Wir können hieraus schließen, daß der Logarithmus von w (für w = 0) stets existiert, 
Er ist gleich 


Ln w = In |w| + i Arg w = In |w| + iargw + 2kri (9) 
und folglich mehrdeutig, sogar unendlich vieldeutig. Übrigens war dies wegen der Periodizität 


der Exponentialfunktion leicht vorauszusehen. Für k=0 erhalten wir den sogenannten 
Hauptwert des Logarıthmus, 


Inw=In |w| -iargw, (10) 
der dadurch charakterisiert ist, daß sein Imaginärteil im Intervall (—r, r] liegt: 
—r<lIm(lnw) sr. 
Zum Beispiel gilt 


ni=0, Ln 1 = 2kri; 
In(-1)=xi, Ln (—1) = (2k +1) ni; 
/ 
ni=—i, ne ar 
2 ' p2 


Für veränderliches w stellt die Formel (10) den Hauptzweig der mehrdeutigen logarithmischen 
Funktion Ln w dar. Die anderen Zweige ergeben sich für beliebige ganzzahlige Werte von k 
(=F 0) aus der Formel 


ILnw=Inw- 2kri. 


Es ist leicht zu sehen, daß die Funktion (10) in der ganzen komplexen w-Ebene mit Aus- 
nahme des Koordinatenanfangspunktes und der negativen reellen Achse stetig ist. Die Un- 
stetigkeit bei w = 0 ist nicht hebbar, da für w — 0 offenbar In w — oo ist. Anders ist das Ver- 
halten in den negativen reellen Werten w, = %, < 0. Hier entsteht die Unstetigkeit künstlich 
aus unserer Bedingung, daß arg w im Intervall (—r, x] liegen soll. Ist w = u + iv > wy für 
v > 0), so strebt arg w gegen nm = arg wo; ist aber v < 0, so strebt arg w gegen —r. Würden wir 
vom Hauptzweig In w im zweiten Quadranten zum nächsten Zweig In w + 2ri im dritten Qua- 


!) Hiermit meinen wir den gewöhnlichen natürlichen Logarithmus der positiven Zahl r. 
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dranten übergehen, so wäre die Stetigkeit wieder hergestellt. Wir zerstückeln also, um der Mehr- 
deutigkeit zu entgehen, die mehrdeutige Funktion in:einzelne eindeutige, unstetige Zweige. 
Andererseits geht aber jeder Zweig in den anderen stetig über. Die verschiedenen Zweige dieser 
mehrdeutigen Funktion stellen also eine bemerkenswerte Besonderheit der komplexen Ebene 
dar, die bei den mehrdeutigen reellen Funktionen, die auf der reellen Achse definiert sind, kein 
Analogon besitzt. 


Nach dem allgemeinen Satz über die Ableitung der Umkehrfunktion gilt (mit Ausnahme der 
Unstetigkeitspunkte) 
l g = mm Zn u 2 m 
(In w) e (11) 


Wir ersetzen w durch 1 + w und betrachten die Funktion z=In(1 + w), w=+ —1. Dann 
gilt 


co an °0 zn 
& = eh) - 1 -V=1+Y—, ao v=)% —. 
n=1n! n=in! 


Hieraus folgt, daß sich die Funktion z = In (1 + w) für (dem Betrag nach) hinreichend kleine 
Werte von win eine Reihe nach Potenzen von w entwickeln läßt: 


.z2=WH 06W + ou? ++ +0, ur te. 
Die Ableitung dieser Funktion nach w kann durch die Reihe 
In(1 +w]=1-+ 200 + 30,02 + ++ + ne, url 4 


dargestellt werden; andererseits gilt wegen (11) 


[In (1 Be w)Y EEE. 1-uv+wW— .. + (-1)M1um 42 or. 


1+w 
Ein Vergleich dieser beiden Reihen ergibt R 
eh, Gel, 50 = (N), shi 
woraus 
1 1 
= ——, =—, Ha = (-1)T1—, 
3 92 03 3 7 ( ) N 


folgt. Somit gilt schließlich in der Umgebung des Nullpunktes die Entwicklung 
2 n 
In (i +) -u-Z 40 - a - IH 4 .... (12) 


Wir überzeugen uns leicht davon, daß diese Reihe den Konvergenzradius 1 hat. Wir sahen: 
schon, daß ihre Summe für hinreichend kleine z der Hauptwert des Logarithmus ist:lIn(1 + w). 
Interessant ist nun, ob dies im ganzen Kreis |w| < 1 der Fall ist. 

Da die Reihe (12) formal die Gleichung 


w® u? 
— (rn — a 65% = 1 w 
exp (" 5 + 5 + 


erfüllt, wird sie, solange sie konvergiert, diese Gleichung auch tatsächlich erfüllen. Die Summe 
der Reihe (12) stellt also im ganzen Kreis |w| < 1 einen der Werte von Ln (1 + w) dar. Die 
Frage lautet nun, ob dieser Wert stets gerade der Hauptwert ist. 

Ist |w] < 1, so daß sich also der Punkt, der die Zahl 1 + w darstellt, innerhalb des Kreises 


mit dem Radius 1 um den Punkt w = 1 befindet, so liegt arg (1 + w) zwischen — Fr und Fr 
die’ anderen Werte Arg (1 -+ w) liegen in den Intervallen 


Brr Ir I In 
bez ad 
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In 52) (Te 9e 
2’ 92} 2’92]’ 


Der Imaginärteil der Summe von (12) ist (vgl. (9)) ebenfalls gleich Arg (1 -+ w). Für hin- 
reichend kleine w = u + iv gibt er den Hauptwert arg (1 + w), d.h., er liegt zwischen 


oder 


und Zi als stetige Funktion von u und v kann er nicht gleichzeitig in den anderen angegebenen 


Intervallen liegen, folglich ist er für alle |w| < 1 gleich diesem Hauptwert. Damit ist bewiesen, 
daß die Gleichung (12) im ganzen Kreis |w| < 1 gilt. 

Ersetzen wir in (12) w durch —w und subtrahieren wir die so erhaltene Reihe von der Reihe 
(12), so finden wir die für |w| < 1 geltende nützliche Entwicklung!) 


1 Ii+wW_ wer 
De NETTE 1 
a 2 +2 Fr “ a Tr (13) 


459. Dietrigonometrischen Funktionen und ihre Umkehrfunktionen. Wir wissen (vgl. (12) und 
(13) aus Nr. 404), daß für reelles x die Funktionen cos x und sin x durch folgende Reihen dar- 
gestellt werden: 


I+ 2 5 1 ine= I (-ym 
COST = — > sın?T = — Th m 


Die Funktionen cos z und sin 2 (2 — werden mit Hilfe der analogen Reihen 


R j [6] ns „an 
cso2=1+ 2 1) e ar sın 2 en mm (14) 


definiert, die in der ganzen z-Ebene konvergieren. 

Diese Art der Einführung der trigonometrischen Funktionen ist für uns nicht neu; in Nr. 443 
benutzten wir sie auch im Reellen (um die für die Analysis wichtigen Funktionen ohne Ver- 
wendung der Geometrie herzuleiten). Durch Wiederholung der dortigen Überlegungen könnten 
wir auch hier die Additionstheoreme, die Rekursionsformeln, die Periodizitätseigenschaft und 
die Differentiationsregeln für den Kosinus und den Sinus einer komplexen unabhängigen Ver- 
änderlichen herleiten. 

Diese Resultate lassen sich aber auch auf einem anderen Weg erhalten, indem wir nämlich 
den Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen und der Exponentialfunktion 
ausnutzen. Wir können nämlich das in Nr. 457 für 2 = iy Gesagte auf ein beliebiges komplexes 2 
verallgemeinern und erhalten also (vgl. (5)) 


et — cosz-+ isinz 


und hieraus (vgl. (7)) 


ei 1 ei ei _ e-i 
en sıınz = ——., (15) 
2. = 2i 


Diese Formeln reduzieren das’ Studium der trigonometrischen Funktionen auf das der Ex- 
ponentialfunktion (sie könnten auch statt (14) als Definition der trigonometrischen Funktionen 
verwendet werden). Wir empfehlen dem Leser, die oben erwähnten Eigenschaften des Kosinus 
und des Sinus noch einmal zu beweisen, indem er von der Formel (15) ausgeht, und ferner 
nachzuweisen, daß a) cos z und sin z keine anderen Perioden als 2kr (k ganz) besitzen, b) alle 
Nullstellen dieser Funktionen reell sind. 


1) Da der Imaginärteil der Differenz In (1 + w) — In (1 — w) zwischen —r und r liegt, gibt 


1+-w 


diese Differenz den Hauptwert In i 
— w 


an. 
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Setzen wir in (15) z = iy (y reell), so erhalten wir 


e/ + 07V ed — eV 
2 


= cosh y, siniy=———-i=isinhy. (16) 


cosiy = 
2 


Hiermit haben wir einen unmittelbaren Zusammenhang zwischen den hyperbolischen Funk- 

tionen mit reellem Argument und den trigonometrischen Funktionen mit rein imaginärem 

Argument hergestellt. Es ist interessant, daß cos iy eine reelle Zahl darstellt, die stets > 1 ist. 
Mit Hilfe der Additionstheoreme können wir jetzt u 


co8 (2 + iy) = C08 x cos iy — sin x sin iy, 

sin (2 + iy) = sin x cos iy + cos x sin iy 
oder unter Verwendung von (16) 

cos (2 +iy) = cosrcoshy— isinzsinh y, 

sin (x + iy) = sinzcoshy--icoszsinh y 


‚schreiben. Damit haben wir den Kosinus und den Sinus in ihren Real- und Imaginärteil zer- 
legt. | 
Die Funktionen tan z und cot 2 werden durch die Formeln 


sinz lLei—- ei 1 
tan z = — = — 5 z+I/k+—Ir, 
csoz2z ieir ei 23 
cosz ‚„eire-ii 
ee ee > z+ kr, 
‚ sinz ei — ei 


definiert, woraus sich für beide die Periode r ergibt. 
Die Entwicklungen, die wir in Nr. 449 für tan x und x cot x erhielten, gelten auch, wenn wir 
die reelle Veränderliche x durch die komplexe Variable z ersetzen. 
Die Ähnlichkeit der Zerlegungen von x cot x und x coth x wird verständlich, wenn wir die 
aus (16) folgenden Beziehungen | 


taniy=itanhy, cotiy= —icothy 

berücksichtigen. 

Bei der Betrachtung der Umkehrfunktionen zu den trigonometrischen Funktionen be- 
schränken wir uns auf den Arkustangens und den Arkussinus. 

Da die trigonometrischen Funktionen auf die Exponentialfunktion führen, werden ihre 
Umkehrfunktionen naturgemäß mit dem Logarithmus in Zusammenhang stehen. 

Wir beginnen mit dem Hinweis, daß w = tan z niemals die Werte +i annimmt (man kann 
sich davon leicht durch indirekten Beweis überzeugen). Es sei also w = +i; dann kann die 


Gleichung 


nach z aufgelöst werden: 


it mi _ _ 
1 — wi 21 1 — wı 


Dieser Ausdruck für die Umkehrfunktion Arctan w ist wie Ln offenbar unendlich vieldeutig. 
Nehmen wir den Hauptwert des Logarithmus, so erhalten wir den Hauptwert des Arkus- 


tangens: i 


arctan w = Zn ie _ 
21. 1-w 


(w + -+i). 
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Er wird dadurch charakterisiert, daß sein Realteil im Intervall (- rn ; 5) liegt: 
_<Re (arctan w) < — 
2 2 


Die übrigen Werte ergeben sich aus der Formel 
Arctan w = arctan w + kr (k ganz). 


Ersetzen wir in der Reihe (13) w durch iw, so erhalten wir die Entwicklung des Hauptwertes 
des Arkustangens: 


2 
arctan w = w — z + +... + (—1)1 « 
\ 


sie gilt für |w| < 1.!) 
Zum Schluß wollen wir noch die Gleichung 


: el? _ei 
sıınz = ———— U 
21 


nach z auflösen: 

ei? — Zwie® —1=0, ez — wi + 11 — w; 
hieraus folgt 

z = Arcsinw = —In (wi 4 Yı — 2). 


Auch hier erhalten wir eine unendlich vieldeutige Funktion. Beschränken wir uns beim Log- 
arithmus auf den Hauptwert, so ist 


= — In (wi + yi — 0). 


Für vw = 1 und w= —1 verschwindet der Radikand, und wir erhalten 2 = = bzw.z = in h 


Es sei nun w =# +1; dann müssen wir zwischen zwei z-Werten wählen. Nun gilt offenbar 


(vi + Te) (vi - MIw) = - 


also 
— In (wi VE u) en (wi — yi — 0) — ER 
| i 
und folglich auch 


Re (7 In (wi + =R)) + Re (7 In (wi — Vi — Em = +r, 


während sich die Imaginärteile nur durch das Vorzeichen BREI I0N Da keiner der Real- 
teile außerhalb des Intervalls (—r, r] liegt, kann nur einer von ihnen zwischen ur und = 
liegen; den entsprechenden Wert des Arkussinus nehmen wir als Hauptwert. Ausnahmen sind 


nur die Fälle, in denen beide Realteile gleich © oder ur werden; dann nehmen wir als 


!) Für w= +i wird arctan w gleich . 
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Hauptwert jenen Wert, dem ein positiver Imaginärteile entspricht.!) Mit dieser Einschränkung 
können wir sagen, daß der Hauptwert des Arcussinus durch die Bedingung 
T 


= S Re (arcsin w) Ss z 
definiert wird. 
Die übrigen Werte ergeben sich, wie man leicht nachprüfen kann, aus den Formeln 
Arcsin w = arcsin w + 2kr, 
Arcsin w = (2k + 1)r — arcsin w (k ganz). 


Abschließend betrachten wir noch die Entwicklung von arcsin w nach Potenzen von w. Für 
reelle Veränderliche sahen wir schon, daß die Reihe: 


zan-ı 
nt 
durch die sin x dargestellt wird, als Umkehrung die Reihe 


— Ir , 3, .,. acht 


=ı— ut a 


besitzt, durch die arcsin y dargestellt wird (vgl. Nr. 440, Beispiel 3). Da sich auch für kom- 
plexe Veränderliche die Koeffizienten völlig eindeutig bestimmen lassen, ist klar, daß sich als 
Umkehrung von 


2 g® „an-ı 
I RR CR OR SÜRRSEERER —_ jr 
Er TRT meer 
notwendig die Reihe 
1u  1-3w° (2 —-1)!! we 
a — mn a u ... Tr 
rt rn Mir 


ergibt. Ihr Konvergenzradius ist gleich 1.2) Für |w| < 1 gibt sie einen der Werte von Arcsin w 
an. Wir zeigen, daß dies genau der Hauptwert arcsin w ist: |Rez| wird nämlich niemals größer 
als 

1-31 (2r—1)! 1 


11 
A<SIr Zr gt an mr 


T 
Er >’ 
woraus schon die Behauptung folgt. 


460. Die Potenzfunktion. Es seien a und b zwei komplexe Zahlen, und es sei a + 0. Dann wird 
die Potenz a® ganz allgemein durch 


ad — ed Ln@ — eb(Ina+2kri) (k ganz) 


definiert, so daß die Potenz im allgemeinen mehrdeutig ist. Für k = 0 erhalten wir den soge- 
nannten Hauptwert der Potenz: 


ad — edIne, 


on 


Zur Unterscheidung bezeichnet man bisweilen die allgemeine Potenz nach CavcHy mit ((a))®. 
Es gilt also 


((a))? = ad etrli (kganz). 
it) Beispielsweise arcsin 2 = : +iln (2 4 3). 
1 
2) Für w= -+1 ist die Ableitung des Arkussinus, ————, unstetlg. 


yi — w? 
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Ist b eine ganze Zahl, so ist der zweite Faktor gleich 1. In diesem Fall hat die Potenz nur einen 
Wert. Ist b eine rationale Zahl I (>1;p undg teilerfremd); dann hat die Potenz genau g 


verschiedene Werte. Für alle übrigen Werte von 5 hat die Potenz unendlich viele Werte. 
Zum Beispiel ist 


21 = eiln? — cos (In2) +isin (In 2), ((2))i = 21 ern (k ganz); 
ii = ellni _ e-n/2, ((i))! — e-(4k+1)n/2 (k ganz). 


Ist m eine beliebige konstante komplexe Zahl, so ist die Potenzfunktion ((2))” im allgemeinen 
mehrdeutig. Ihr Hauptzweig ist (2 + O)}) 
zm — omlnz, 


Aus der Beziehung 
(1 +2)” = eminlit2) 


erhalten wir genau wie in Nr. 447, Beispiel 2, die binomische Reihe 


Be 


Die + mim 1) (m—n-+1) 


A+2t=lrm+ 1-2. n 


zn 4... 
Diese Reihe konvergiert für jedes komplexe m, wenn |2| < 1?) ist, und stellt, wie aus ihrer Her- 
leitung ersichtlich ist, genau den Hauptwert der Potenz des Binoms dar. Mit der Untersuchung 
dieser Reihe beschäftigte sich ABEL. 


461. Beispiele. In diesem Abschnitt zeigen wir an einigen Beispielen, wie wertvoll die komplexe 
Veränderliche und die elementaren Funktionen einer komplexen Veränderlichen für die reelle 
Analysis sind. 


1. Die aufeinanderfolgenden Ableitungen der Funktion y = 7 1 i lassen sich leicht be- 
x 


rechnen, wenn man die Funktion in der Form 


_ti/1___[ 
IT ıi\e—i zHti 


schreibt. Man erhält nämlich 


1 1 1 
(s-1) — —_ (__ 1 = u a ee 
_ Ilm Na Hi)" (a - i)* 
u &i (x2 + 1)” 
_ NR —N! (nr Mn -Vm-2 ns... 
(22 + 1)" 1.2.3 


Zum Beispiel ist 
! 1 \0 _,, St — 100° +1 
22 +1 (+1) 


Gleichzeitig ergeben sich offenbar auch die aufeinanderfolgenden Ableitungen der Funktion 
arctan x (vgl. Nr. 116, Beispiel 8, und Nr. 118, Beispiel 4). 


1) Zuweilen setzt man 2”? = 0 für z = 0, wenn Re m positiv ist. 

?) Für z= —1 (d.h., wo also die Funktion (1 + 2)” selbst nicht unstetig ist, falls man die 
Annahme aus der vorhergehenden Fußnote macht) sind hinreichend hohe Ableitungen dieser 
Funktion unstetig; eine Ausnahme hiervon bildet der Fall, daß m gleich 0 oder gleich einer 
natürlichen Zahl ist. 


en x 
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2. Die Eulerschen Formeln, die den Kosinus und den Sinus durch die Exponentialfunktion 
ausdrücken, können vielfältig angewendet werden. Will man z. B. einen geschlossenen Aus- 
druck für die Summe = 


n 
s= N coskx 
k=1 


finden, so kann man dieses Problem einfach auf die Summierung einer endlichen geometrischen 
Reihe zurückführen: 


u 3| B> ekzi ı x oil eri — emei eti — {nei 
2 [k=i1 k=1 2| 1-—erl 1 —e-zi 
1 1 
_1le er +3). an b+3)a 
u 2 ll Ip # In _— ri 
ee: -—e? e? _e 
1 
1 | ("+>) 21 -+3]®) 1 | 52 2") 1 
Dray No ie, sinin +—jx 
a 9 _ [» +7) ' 
1 1 = re 
= 1 | zii -2#) DEZ 2 
Ne u: 2 
21 


3. Die ganzzahligen positiven Potenzen von sin x und eos x und auch die Produkte dieser 
Potenzen lassen sich als Kombinationen von Sinus und Kosinus mehrfacher Winkel darstellen. 
Man kann dies leicht mit Hilfe der Eulerschen Formeln nachweisen, indem man die Ausdrücke 


: ei — erTiln eri e-?i\n 
sin? 2 = [I ———] , cos"r = Sn 
21 2 


nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt. Zum Beispiel gilt 


‚sin? = — (ezi EN Sesri + 10e*i EN 10e-Fi — Berti BR e-5?i) 
i . 


= — (sin 5x — 5sin 3x + 10 sine), 


i -zi\t /efi _ e-zi\8 
cos‘ x sin? = 5) >) = "<= (e?*i En -22j)3 (eti + ei) 
zer — (es?i ner Zezti — Ze-2ti RR e-6?i) (eti — e-*i) 
1 


= — (sin 7x + sin 5x — 3 sin 3e — 3sin x). 


Man kann auch die folgenden allgemeinen Formeln aufstellen: 


— ij)’ lv — 1 
(a) sin? = — E Iyz — 2v cos (u — 2)2 + "I cos (2» — 4) x 


Be (1) 0» 1) + 2] 
” 2 1.2.9 
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(b) sin't!g — — [sn (»+1)2 — (> -+1)sin(» —1)r+ 2 - a E 


Dar 


i 2» + 1)2v --- 2 
Te 2 Zu EEE 
® ...y 


sin (2» — 3) x 
sin | a 


[oosnz + non 22475 


dabei besitzt in der Formel (c) das letzte Glied die Form 


1 Zu(zv — 1) --v” +1) ee (2v» + 1)2» --- BE 2) aaa 
2 1-2.» 1:92.05 


1 
n Pen 
(ce) cos?r = 


— cos (n — 4) 2 + |; 


je nachdem, ob rn = 2v oder n = 2» + 1 ist. 
Derartige Umformungen sind z. B. bei unbestimmter Integration zweckmäßig (vgl. Nr. 287). 


4. Auch die einfachsten Formeln der Integralrechnung (zur Berechnung der Stammfunktion) 
lassen sich auf komplexe Funktionen einer reellen oder einer komplexen Veränderlichen über- 
tragen. 

Es seien die Integrale 


f e0? cosbr dr, f e9? sin bx dr 

zu berechnen. Diese Aufgabe ist gleichbedeutend mit der Bestimmung des Integrals 
f e92(cos bz + isin br) de = f elatib)r dr, 

welches (nach der elementaren Formel) gleich 


cos bz + isin br 2 


elarib)e _— Br 
a-+ib a + ib 
__ @ c08 bz + bsin bx ‚02 a ‚wein bz — b cos 0% a2 


a2 ı- b2 a? + b2 


ist. Durch Vergleich der Real- und Imaginärteile erhalten wir die gesuchten Integrale (vgl. 
Nr. 271, Beispiel 6). 
Die Formel zur Berechnung eines Integrals vom Typ 


f P(x) e* dr, 


wobei P(z) ein Polynom ist (vgl. Nr. 271, Beispiel 4), läßt sich auch auf komplexes a erweitern 
Damit werden nicht nur die Integrale 


[ Pix) cos bz der, 1) P(x) sin bz de, 
sondern auch die Integrale 

J Pix) ©” cosbxde,  [ P(a) e%* sin bx de 
erfaßt (vgl. Nr. 271, Beispiel 4; Nr. 289). 


5. Die Beziehung zwischen dem Logarithmus und den Umkehrfunktionen der trigonome- 
trischen Funktionen faßt viele oft sehr verschieden aussehende Formeln der Integralrechnung 
zusammen und gestattet die Aufstellung neuer Formeln, Zum Beispiel gehen die Integrald 


de '1,z-a dr 1 x 
or — und = = — arctan — 
2 —aqa 2a cu J) @® +0? a a 


oder 
du —= In (x + Ya? 4 =) und un = arcsin = 
Ya? + 2 - Ya? — gi 177 


auseinander hervor, wenn man x durch iz ersetzt. 
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6. Zerlegt man bekannte komplexe Entwicklungen in Real- und Imaginärteil, so kann man 
oft sehr einfach die gesuchte Entwicklung im Reellen erhalten. | 
(a) Wir wählen für |2] < 1 die Entwicklung 
2 oO 
Pre PA Zn 
1—2 „= 


und setzen 2 = r(c0os 9 + i sin 0). Rechts steht dann die Reihe 
OO 
3 r"(cos nd + i sin n0) 
n=1 


und links der Ausdruck 


r(cos6 + isin 6) ....rc080 —r? r sin 0 
(1—rcos®) —irsn® I1-—2rcosd + r? 1-0 +r 

Ein Vergleich von Real- und Imaginärteil auf beiden Seiten (und Division durch r) führt auf 
die Entwicklungen 

cos0 —r 2 sin 9 = 
———— —  , )' plcosnd, m n-1 5] i 
1L—2rcsd-+r „—i 1 — 2r cos + r? u m 
(Vgl. Nr. 440, Beispiel 11.) 


(b) Verfahren wir analog mit der logarithmischen Reihe 
oO 2n 
ni-)=-7- (el<1), 
n=1 NW 


so erhalten wir für r < 1 (vgl. Nr. 440, Beispiel 11) 


\ “ 0.0) “ 
Int -9rosd+r)= BB ENT EIR.2...\.LENER BE 
2 n—1 N 1—rcos0 „-— n 
Es sei0 < 0 < x; da die Reihen auf den rechten Seiten für r = 1 konvergieren (vgl. Nr. 385, 
Beispiel 2), können wir hier auf Grund des Satzes von ABEL (Nr. 457, 6°) zum Grenzwert für 
r — 1 — 0 übergehen. Links erhalten wir im ersten Fall 


nn (2 — 2cosd) = PETER 
2 2 


im zweiten Fall 


arctan & 7 — arctan (ton a =) En Me A : 


3 
Es ist also 
co EN © 
Ben, zn I. san (Hehe: 


(Im dritten Band werden wir viele wichtige trigonometrische Entwicklungen kennenlernen.) 


7. In Nr. 447, Beispiel 8, fanden wir die Entwicklung 
1 
yı — Dax + 0° 


wobei die P,(x) die Legendreschen Polynome sind. Nun liege x zwischen —1 und +1. Dann 
können wir x = cos d setzen: 


oo 
—=1+ 3 Pa) oa", 
n=1 


je ®) 
(1 — 2% c0osd + a)? = 1 +.% P„(cos 6) a". -_ 
n=i 
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Ersetzen wir jetzt 2 cos 6 durch e!® + ei, so erhalten wir 
(1 — 2% cos 0 + a2)-U2 


= [1 — olei? + ei) + ap =(1—a eiß)-1/2 (1 — & erid)-12 


a? ei + -) 


1 1-3 1 1.3 
| = (14700 5 ee u. \(1+ Zee er 
Wir multiplizieren diese beiden Reihen nach der üblichen Multiplikationsregel, vergleichen in 


beiden Reihen die Koeffizienten von «" und gelangen so zu dem Be Ausdruck für P „(cos 6): 

RU m an. (2m — 3) 
EISIT (et + e Bub esse rary 21 2 
(2n — 5)! 1-3 
(In — 4)!! 2-4 


P„(cos6) = l (ein-nı0 + e-{n-1)8) 


an — (e (n-2)10 4 e-(n-2)i6) - 


Die Klammern können hier noch durch 2 cos n0, 2 cos (n — 1) 0, 2 cos (n — 2) 0 usw. ersetzt 
werden. Da alle Koeffizienten positiv sind, erreicht dieser Ausdruck offenbar für 9 = 0, d.h. 
für x = cos 0 = 1 sein Maximum. Wir haben also mit Hilfe von Überlegungen der komplexen 
Funktionentheorie den folgenden, im Reellen geltenden Satz erhalten: Liegt x im Intervall 
[—1, +1], so erreichen alle Legendreschen Polynome ihren größten Wert im Endpunktx = 1. 


$S 6. _ Asymptotische Reihen. Die Eulersche Summenformel 


462. Beispiele. In Kapitel XI, $9, haben wir einige der wichtigsten Definitionen ‚‚verall- 
gemeinerter Summen“ divergenter Reihen eingeführt, wobei die Partialsummen der Reihen im 
allgemeinen für die näherungsweise Berechnung jener „Summen“ nicht geeignet waren. Wir 
beschäftigen uns nun wieder mit divergenten Reihen, aber nach einem ganz anderen Plan. Wir 
wollen zeigen, daß unter bestimmten Bedingungen und in bestimmten Grenzen gerade die Partial- 
summen einer divergenien Reihe ausgezeichnet zur Berechnung des Wertes derjenigen Funktion 
benutzt werden können, die diese Reihe „‚erzeugt‘‘. Damit der Leser die Wichtigkeit der Anwendung 
divergenter Reihen bei der praktischen Näherungsrechnung begreift, weisen wir darauf hin, 
daß mit dieser Methode in der Astronomie die Bahn von Himmelskörpern vorausberechnet wird, 
wobei die Genauigkeit der Resultate völlig ausreicht. 

Wir wollen uns diese Idee zunächst an zwei einfachen Beispielen klar machen. 


1. Wir betrachten die logarithmische Reihe 
8 " 
2-44 (Nr. (A) 
2 3 n 


Bekanntlich (vgl. Nr. 405) konvergiert diese Reihe nur für -1<xz=s1 und stellt in (—1, 
+1] die Funktion In (1 + x) dar. Außerhalb dieses Intervalls,. z. B. für x > 1, divergiert sie 
und besitzt keine Summe. Aber auch für x > 1 bleibt die Funktion In (1 -+ x) mit den Partial- 
summen dieser divergenten Reihe verknüpft, denn nach der Taylorschen Formel gilt 


3 n 
In i+)=-r— Zr 2 — (11% +r,(2); 
N n 


wobei das „Restglied” r„(z) etwa in der Lagrangeschen Form (Nr. 126) 


r.(2) = - m Ho. m 0<09,0,<1 
a) = NT = 0<0,0,<1) 


gewählt werden kann. Der absolute Betrag des Resigliedes ist kleiner als das erste vernachlässigte 
Glied der Reihe; jerner besitzt das Restglied dasselbe Vorzeichen wie dieses Glied (dies ist auch bei 
einer konvergenten Reihe vom Leibnizschen Typ der Fall). Ersetzen wir nun für x>1 den 
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Wert (In1 +) durch eine Partialsumme der divergenten Reihe (1), so erhalten wir eine ge- 
eignete Abschätzung des Fehlers (und kennen sogar sein Vorzeichen). Dies ist aber dafür hin- 
reichend, daß die erwähnte Partialsumme zur näherungsweisen Berechnung der Zahl In (1 -+ x) 
verwendet werden kann. 

Für 0<z=1 strebt der Fehler mit unbeschränkt wachsendem n gegen 0, und bei ge- 
gebenem n, aber x — 0, muß sogar 


= —>0, also r,„(x) = o(z*) 
gelten, d.h., der Fehler geht von höherer als n-ter Ordnung gegen 0. Für jedes feste > 1 
strebt das Restglied mit unbeschränkt wachsendem n gegen oo, und es wird (für ein gegebenes 
x) nicht beliebig klein. Wie jedoch die Abschätzung 


yrHl 
r z—, 
Ir„(2)| n+i 
falls x hinreichend nahe bei 1 liegt, zeigt, kann der Fehler beliebig klein gemacht werden! Für 
ein festes, nahe bei 1 liegendes x nehmen die Absolutbeträge der Glieder von (1) sogar fürx > 1 
anfangs ab, solange nämlich die Beziehung 
gitl  gn n 


m — — z<]1 oder Nn< 
nr+1 n+1 v—1 


gilt; danach steigen sie an. Es ist deshalb vorteilhaft, die Reihe bei dem Glied mit dem Index 


. | abzubrechen; man erhält auf diese Art die beste Näherung für dieZahliIn(1 + x) 
Ex — 
bei gegebenem x. 

In diesem Beispiel war die betrachtete Reihe (1) immerhin für —1< x 1 konvergent. 
Das zweite Beispiel ist dadurch lehrreich, daß die hier betrachtete Reihe überall divergiert. 


n= 
/ 


2. Wir setzen nun (für x > 0) 


© ck 
TE 
mit0 <c<1 (in diesem Fall ist die Reihe konvergent). Für k < x gilt 
ii 1, BB ® 


sth oa 8 


ist dagegen k > x, so divergiert diese Reihe. Setzen wir sie trotzdem rein formal in die Reihe 
für F(x) ein und fassen wir alle Glieder mit gleichem Exponenten von x zusammen, so erhalten 
wir 


u 2 ue 2 2 Ze (2) 
mit 
oO 
A; Ze (—1)"1 5% kick, 
= k=1 


Wir können uns leicht davon überzeugen, daß die Reihen, die die Koeffizienten A, definieren, 
überall konvergieren. Aber die Reihe (2) divergiert offenbar, denn es gilt 


N-1,N 
ln 


IA,| > n""Ic" und » 


x 


und der letzte Ausdruck strebt mit n gegen o©. 


\ 


et 
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Für die ersten n Glieder der divergenten Reihe (2) gilt 


n oo n 411 Il oo n k 
ee Fear a Fe Z 
v1” Kell vol x” k=1 ar lc k 


so daß das „Bestglied‘“ die Form 
oo krck 
—= Fix) —S — (—1)” — 
rule) = Fl) — Sulz) = (1 I 
hat. Auch hier ist 
1 Be Ö i Ayrı 


r.(2) = 0: (—1)? 5 krck (<0<1). 

k=1 
Wieder haben wir dieselben Verhältnisse wie bei einer Reihe vom Leibnizschen Typ, obwohl 
die Reihe (2) divergiert. Setzt man F(x) näherungsweise gleich der Partialsumme $&,(z), so 
erzielt man für ein festes x bewußt keine beliebig große Genauigkeit; man kann jedoch für hin- 
reichend große x jede Genauigkeit erreichen. Auch in diesem Fall ist es (zur Verbesserung der 


Genauigkeit) zweckmäßig, nur jene Glieder zu verwenden, die die Relation Ans <x er- 


füllen. n 
Offenbar strebt bei festem n das Restglied r„(x) für x — oo gegen 0. Da darüber hinaus 


x", (2) = 0- Anıı , 0 
Mn 
gilt, ist 
1 
rate) = 0 () (8) 


und somit r,(x) von höherer als n-ter Ordnung klein. Je mehr Glieder der divergenten Reihe 
(2) man bei der näherungsweisen Darstellung der Funktion F(x) fortläßt, desto höher wird die 
Ordnung, mit der der Fehler dieser Näherung für x — oo verschwindet. 


463. Definitionen. Wir gehen nun zu allgemeineren Formulierungen und Definitionen über. 
Gegeben sei eine Zahlenreihe 


oo 


Iy=0o ++ +++. (4) 


n=0 


L 
(a) Sind ihre aufeinanderfolgenden Partialsummen abwechselnd kleiner und größer als eine 
gewisse Zahl A, d.h. hat das durch 


A=a +4, ++ +r (5) 


definierte Restglied abwechselnd positives und negatives Vorzeichen, so sagen wir, die Reihe (4) 
alterniere um die Zahl A.!) 
Die einfache Beziehung 


!5 = Apyı TI IaHı 
führt auf die folgende gleichwertige Definition: 
(b) Die Reihe (4) heißt um die Zahl A alternierend, wenn (4) eine (im Vorzeichen) alter- 


nierende Reihe ist und das Restglied r, in (5) dem Betrage nach kleiner als die Zahl a; ist 
und dasselbe Vorzeichen wie diese besitzt.?) 


ı) Vgl. G.H. Haroy, Divergent series, Oxford 1949, S. 328. Die um eine Zahl alternierende 
Reihe darf nicht mit der schon bekannten, im Vorzeichen alternierenden Reihe verwechselt 
werden. — Anm. d. Red. | 

2) Wir behalten den Terminus ‚‚alternierend um eine Zahl‘ auch dann bei, wenn die Voraus- 
setzung in der Definition nur für hinreichend große n (etwa fürn = n, > 1) erfüllt ist. 
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In Nr. 462 sind wir schon solchen Reihen begegnet: Die Reihe (1) alterniert offenbar um die 
Zahl In (1 + x) für jedes x > 0, die Reihe (2) um die in Beispiel 2 definierte Funktion F(z) 
ebenfalls für x > 0. 


Ist die Reihe (4) divergent, so kann sie gleichzeitig um unendlich viele Zahlen A alter- 
nieren. Zum Beispiel alterniert die Reihe 


je 29-92 de 


mit den Partialsummen 1, —1,1, —1, 1, .... offenbar um jede Zahl aus dem Intervall (—1, 1). 
Die in der Definition (b) formulierte Eigenschaft der um die Zahl A alternierenden Reihe 
dient häufig zur näherungsweisen Berechnung der Zahl A, jedoch kann selbstverständlich 
nicht jede um die Zahl A alternierende Reihe dazu dienen. 
Gegeben sei nun statt der Reihe (4) mit konstanten Gliedern und statt der Zahl A die Funk- 
tionenreihe 


2 nl?) = a2) +02) ++ tale) + (6) 


und eine gewisse Funktion A(r), wobei alle Funktionen a,(z) und A(x) in einem Gebiet 7 
definiert seien. Die eben angegebenen Definitionen einer um eine gegebene Zahl alternierenden 
Zahlenreihen kann natürlich auf den Fall einer um eine gegebene Funktion alternierenden 
Funktionenreihe erweitert werden. Wir können noch weiter gehen und eine neue Definition für 
den Fall angeben, daß die Glieder einer zur Reihe (6) ähnlichen Reihe einen Parameter x ent- 
halten, dessen Wertebereich 2 einen Häufungspunkt » im Endlichen oder Unendlichen besitzt. 
Wie immer wird das Restglied r,(x) durch 


Az) = au) + ala) + tale) + rn(®) 
definiert. 


(c) Die Reihe (6) heißt asymptotische Entwicklung der Funktion A(x) in der Umgebung von 
x = w, wenn für jedes feste n 


lim ah u (7) 
zo An(X) 

gilt,!) und man schreibt 
Aa) ala) Fa) + ta) te. 


ne 


Wegen 


r„(%) zu An+ı(?) Ei. !n+1(%) 

und 
Inl®) _ Ansıl“) f + Tntıl®) 
Anl) a,(2) Ay+1(%) 


folgt aus der Bedingung (7) 


lim In) _ 9, (8) 
I>w a„(z) 
Nun können wir leicht den folgenden Satz beweisen: 
Alterniert die Reihe (6) um die Funktion A(x) und ist (8) erfüllt, so dient (6) auch in der Um- 
gebung von x = w als asymptotische Entwicklung der Funktion A(x). 
Es gilt nämlich 


r„(2) An+1(%) 
Ir.(@)| Ss lan)» also 2.) <s ana) . 


Damit folgt aus der Voraussetzung (8) unmittelbar (7). 


1) Dabei ist natürlich vorausgesetzt, daß a,(x) + 0 ist (zumindest für hinreichend nahe bei ® 
liegende x). 
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Die beiden. oben als Beispiele angeführten Reihen (1) und (2) sind asymptotische Entwick- 
lungen der entsprechenden Funktionen, die erste in der Umgebung von x = 0), die zweite in der 
Umgebung von x = . 

Im folgenden werden wir uns stets mit asymptotischen Entwicklungen der Form 


An 2 aa + + a + ie 9) 


befassen, die in der Umgebung von x = oo gelten. Die Beziehung (9) ist, wie wir wissen, so auf- 
zufassen, daß für jedes feste n stets 


r„(2) = 0 (=) r 
x 


oder genauer 


im [Ate) — 0-4 &2|0r=0 (10) 


I->00 


gilt. Für alle „großen“ x besteht also die Näherungsformel 


A). +Zt4+2+.44 
en en x 


deren „Güte“ durch (10) charakterisiert wird. ö 
Schreiben wir (10) in der Gestalt 
a a a,- 
ar [40 — 0 I =, _ en 58 ar = Au, (10*) 


so folgt hieraus sofort die Zindeutigkeit der asymptotischen Entwicklung von A(x) in der 
Form (9), natürlich unter der Voraussetzung, daß A(x) überhaupt eine derartige Entwicklung 
zuläßt. Mit Hilfe von (10*) lassen sich sukzessive alle Koeffizienten eindeutig bestimmen. 

Die Umkehrung der Behauptung ist jedoch nicht richtig: Verschiedene Funktionen können 
ein und dieselbe asymptotische Entwicklung besitzen. Zum Beispiel gilt bekanntlich 


et >0 für 200; 
deshalb haben offenbar alle Funktionen der Form A(z) + Ce”? dieselbe asymptotische Ent- 
wicklung wie die Funktion (Ar). 


Bemerkung. Manchmal werden wir aus Gründen der Bequemlichkeit 
(ee) An 
B(x) = pla) + yla) 2 
. n=07 


schreiben, wobei B(x), g(z) und y(x) in X definierte Funktionen sind, und verstehen darunter 
BE) — ge) 8 an 
v(x) n=0 7" 


464. Die grundlegenden Eigenschaften asymptotischer Entwicklungen. Unter asymptoti- 
schen Entwicklungen wollen wir hier und im folgenden stets Entwicklungen von der Form (9) 
verstehen.!) Alle zu betrachtenden Funktionen seien im Gebiet X mit dem Häufungspunkt im 
Unendlichen definiert. 


1) Die Theorie dieser Entwicklungen stammt von HEn&ci PoıncAr£ (1854— 1912, französischer 
Mathematiker), der sie auch auf Differentialgleichungen und in der Himmelsmechanik an- 
gewendet hat. 
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1°. Ist 
je ©) Ad, oo 
ARTE, Beim FE 
x = 


n=0 n 


b 
Zr’ (11) 
so gilt offenbar auch 


Ale) + Ba) 5 Sun, 


n= 
d. h., asympiotische Entwicklungen können gliedweise addiert bzw. subtrahiert werden. 


2°. Zu der asymptotischen Entwicklung des Produkts A(x) B(x) gelangt man durch formale Bil- 
dung des Cauchyschen Produkts aus den Entwicklungen (11). 
Für jedes n gilt 


a 
A(z) = a, +42 4 Br ++o(z) 
A > x x" 
und 
b,, 5b b 
Ba) ++ 24. Hr ol). 
A > zn zn 
Durch Multiplikation erhalten wir 
A B —— Ba! Kr A En 4 1 es A : : 
)DBea)=o+ _ Tr ne RT, = +o (=) mit c„ ‚Z%P’m-i- 
Das ist gleichbedeutend mit 
00 
Aa) Bam E —, 
no 2 


was zu beweisen war. 


Setzen wir b(z) = A(x), so erhalten wir die asymptotische Entwicklung des Quadrats 
[A(x)P. Ebenso kann man die asymptotische Entwicklung der Funktion [A(x)]” erhalten, 
wobei m eine beliebige natürliche Zahl ist. 


3°. Gegeben sei eine Funktion F(y), die im Punkt y = 0 analytisch sei, d. h., sie lasse sich 
in der Umgebung dieses Punktes in eine Potenzreihe entwickeln: 


Fi) = 2 Pmy" Po + By + Py? + + Pny" tr. 


Wir betrachten außerdem die Funktion A(z), die eine asymptotische Entwicklung ohne Ab- 
solutglied besitze: 


Aare tete (12) 


so daß A(x) für x — oo gegen 0 strebt. In diesem Fall hat, zumindest für hinreichend große x, 
die mittelbare Funktionen 


0 | 
F(A(2)) = & mt A" 
mM 
einen Sinn. 

Die Funktion F(A(x)) besitzt ebenfalls eine asymptotische Entwicklung, die aus der vorher- 
gehenden Entwicklung folgt, wenn man für jede Potenz [A(x)]" die entsprechende asymptotische 
Entwicklung einsetzt und jormal die Koeffizienten bei gleichen Potenzen von x zusammenfaßt 
(vgl. Nr. 446). 

Um dies zu zeigen, bemerken wir zunächst, daß die Funktion F(y) in der Umgebung des 
Punktes y = 0 eine stetige (und folglich beschränkte) Ableitung besitzt und also für zwei be- 
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liebige Punkte y und 5 dieser Umgebung die Ungleichung 
FMd—-FyisZLli—yl (2 konstant) 


erfüllt. 
Die n-te Partialsumme der Reihe (12) bezeichnen wir mit A,(2): 
Er a 
A,() = — Erz : + = 


Für ein festes n und für hinreichend große x stimmen die beiden Funktionen A(x) und A,(z) 
in der oben erwähnten Umgebung überein, so daß für x — oo 


[art r(A@)) — F(A@))]]| S Zar 1A) — An)l = Let Ir„(@)) > 0 
und damit 


F(A()) = F(A,(@)) + 0 (=) 


ist. Andererseits gilt auf Grund des aus Nr. 446 bekannten Satzes für hinreichend große x 


! 


FAN) = Bo + 2 BnlAnla)]” 
Bar + Fran + Pant Brüs + Wraae + Bra]... 


x? ‚x 


es Pı@n er Pnar +'0 (=): 
xg% 


gr 


= + Ar 


wegen der vorhergehenden Beziehung kann dieselbe Gleichung auch für F(A(x)) aufgeschrieben 
werden, womit die Richtigkeit der asymptotischen Entwicklung 


2 Er 
FAR) B, + AuZhei, = ut, er 
bewiesen ist. 
Wählen wir z.B. 


AW=e=-1+2 I 


m= Zy mt 
a 
a?]i A, , 200, , aa] 1 
DENE, + ur arte 
1 
u +E Eulen ee 
x 


Eine interessante Anwendung dieses Satzes über die Substitution einer Reihe in eine andere 
ist (wie bei den konvergenten Potenzreihen; Nr. 448) die Division der asymptotischen Ent- 
wicklungen der Funktionen B(x) und A(x) unter der Voraussetzung, daß das Absolutglied a, 
von A(x) von O verschieden ist. Da hier im Vergleich zu Nr. 448 keine neuen Gedanken ein- 


geführt werden müssen, wollen wir auf die Durchführung verzichten. 
N 


4°. Wir kommen nun zur Integration asymptotischer Entwicklungen. 
Die Funktion A(x) sei stetig im Intervall X = [a, oo) und lasse eine asymptotische Entwick- 
lung 


UOTE En en. 2 (13) 


. “ « “ 1 ®. } » “ “ ® 
zu, die also mit dem Glied beginnt, das —, enthält. Dann existiert für diese Funktion eın endliches 
x 
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Integral von einem beliebigen x > a bis »') und dieses Integral besitzt seinerseits (als Funktion 
von x) eine asymptotische Entwicklung 


Ala) dem Es un 
[ («} HT + rer (14) 


a gr 
z 


die aus (13) formal durch gliedweise I ntegration folgt. 
Setzen wir nämlich 


4A,(z) = ee ’ r.(z) — A(x) mas: 4A,lz), | 

dann gilt bei an € > O und beliebigem festem n für hinreichend große x 

ar Ira) <e. (15) 
Für ein X >zist 

x X X 
1 1. 
[Aw a - f4 (a) dr + f naar] t [era 
L X 


Für X — oo erhalten wir 


[to@-24+%4 + Ru.) (16) 
z 
mit 
X oo 
R„-ı(2) = lim f r.(2) de = 1) r.(z) de. 
Ä>o x z 


Da wegen (15) für hinreichend große x 


= x dr 1 1 
E 
[rer = [irelde<e nr 
z u x 


ist, erhalten wir (für diese x) durch den Grenzübergang X — oo 
€ 
I#-1(®)] < gn-1 ’ 


so daß 


lim <"IR,-ı(z) = 0 
T->00 


ist, wodurch zusammen mit (16) die Richtigkeit der Entwicklung (14) bewiesen ist. 
Enthält die asymptotische Entwicklung einer Funktion A(x) das Glied —- (mit a, # 0), so 
kann man zeigen, daß für diese Funktion kein endliches Integral zwischen x und oo existiert 


(vgl. Nr. 474). 


1) Wir erinnern uns (vgl. S. 265), daß unter dem Integral der Funktion /(z) von a bis oo der 
Grenzwert 


: f(x) de = lim 2 fx) de 


A>o06 


zu verstehen ist. 
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Bemerkung. Es ist interessant, daß die formale gliedweise Differentiation einer asym. 
ptotischen Entwicklung im allgemeinen nicht erlaubt ist. Als Beispiel betrachten wir die Funk. 
tion F(x) = e”* sin e?. Da für jedes n 

lim F(x) x" = 0 

L—>009 
ist, gilt F(x) m 0, d.h., die asymptotische Entwicklung der Funktion F(x) besteht nur aus 
Nullen. Indessen ist für die Ableitung 


F’(x) = —e”?sine? + cos e? 


eine derartige Entwicklung gar nicht möglich, da sogar der Grenzwert lim F’(z) nicht existiert, 
T—>09 


465. Die Herleitung der Eulerschen Summenformel, Diese Formel spielt in der Analysis eine 

wichtige Rolle und wird insbesondere oft zur Herleitung konkreter asymptotischer Entwick- 

lungen benutzt. Wir wollen nun diese Formel herleiten und einige Anwendungen zeigen. 
Wir gehen von der Taylorschen Formel mit dem Restglied in Integralform (Nr. 318) aus:!) 


Az) = zo + h) — fx) = kfz) + —f’(@) e®f fm) +0 


nd 


Loth 
mM 
en; | et h-nmar= | Kata +12) de. 
m! m! 
7) 


Wir nehmen nun für f der Reihe nach die Funktionen 
z 
en [ rd, Fr, Affe), Affe, hm-2/(m-2) (2) 
7) 


und ersetzen gleichzeitig m entsprechend durch 
IR m—1, m—2, m—5, Sen 1. 


Wir erhalten damit ein System von m Gleichungen: 


o+A 
1° ho, he ,- hm-ı 
| ee | 
! ! mi 
Io 
; h? = Ami 
Aflz,) = hf (x) + TE (X) ++ ——— /m-1(z,) + 0 4ı 
! (m — 1)! 
m-—1 
hAfc,) = BE) + He m) + | 4 
(m — 2)! 
| hm-1 
hm-2 4 f{m-2)(x,) ee \ Erz fn-UV(z,) nu Om Au 


Aus den rechten Seiten dieses Systems eliminieren wir alle Ableitungen; dazu addieren wir zur 
ersten Gleichung gliedweise die entsprechend mit den Zahlen A,, Ay ..., An-ı multiplizierten 


1) Wir setzen hier und im folgenden die Existenz und die Stetigkeit aller verwendeten Ab- 
leitungen voraus, ohne dies jedesmal speziell zu betonen. 
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restlichen Gleichungen, wobei diese Zahlen die Bedingungen 


1 1 1 
a ryghtrk=t,... 


1 1 A 1 (17) 
m mot a EN 


5 


erfüllen sollen. Als Ergebnis erhalten wir 


Torh 
1 
20) = v3 [ ft) di Tr A,df(2,) + AA) + + An ıHr2Afm3d (x) +r 
mit “ vun 
r= —0 — Aa - Ayo — + — Am-10m-1 
h 
1 zm hzm-1 
fi + | +4 
0 
A2>zm-2 
- EP r zn he Anh" dz 
oder kürzer 
R 
1 
1 -{ f fm)la, + h— 2) plz) di (18*) 
0 
mit 
_zm hzm-ı h?zm-2 Pe 
Om?) = = + mod mar + ++ An-ık"z. (19) 


Offenbar können wir aus dem linearen Gleichungssystem (17) die Koeffizienten A,, A,, ..., 
An-ı sukzessive eindeutig bestimmen. Sie sind außerdem von der Wahl der Funktion f und der 
Zahlen x, und A unabhängig. Übrigens sind uns diese Koeffizienten schon bekannt; es sind die 


Koeffizienten der Entwicklung von 2 7 nach Potenzen von x (vgl. Nr. 449, Formel (12)). 


— 


e? 


Erinnern wir uns nämlich der symbolischen Gleichung 


+1" — *—=(, 


der die Zahlen ß; genügen, so können wir uns leicht davon überzeugen, daß die Lösungen der 


Gleichungen (17) genau die Zahlen Ek sind. Aus dem in Nr. 449 über die f; Gesagten folgt 
1! 2 R (2p — 1)! 
(20) 
Ps ı_B 
As. = | ee 
N m” | 


wobei B, die p-te Bernoullische Zahl ist. 
Die Funktion /{x) werde nun in dem endlichen Intervall [a, BJ] betrachtet. Wir setzen Ah 


b—a Sal er STE: ee og 
‚wobei n eine natürliche Zahl sei, und schreiben, indem wir für x, der Reihe nach die 


N 
Zahlen 
,a+hat2h,.,„atn—Nh=b—h 


32 Fichtenholz II 


498 XII. Funktionenfolgen und Funktionenreihen 


wählen, für jedes Intervall[a +? — 1)l,a + ihl,i= 1,2,...,n einzeln eine Gleichung vom 
Typ (18) mit dem Restglied (18*) auf. Die Addition dieser Gleichungen ergibt 


n b 
Zia+6-Un=Z/@) 


b 
-— f fix) de + Aulf(b) — Ha)] + Ashl fd) — Fla)] + --- 


+ Am ,hr2tfm2(b) — Am2(a)] + R (21) 
mit dem Restglied 
R=--— 2 ‚[roe + ih — 2) nl) = —— > H fmz + — 2) Qule) de. 
(21°) 


Dies ist die Zulersche Summenformel (oft auch Euler-Maclaurinsche Formel) mit Restglied 
(welches EuULER und MAcLAURIN natürlich noch nicht angaben). Die Zahl m kann beliebige 
natürliche Werte 2 annehmen. 


466. Untersuchung des Restgliedes. Zunächst machen wir einige Bemerkungen über die Funk- 
tion 97(2). Durch Differentiation von (19) finden wir 


9m) = Pm-ı2) + Am}. (22) 
Ferner gilt für jedes m = 2 
Om(0) = 0, Im(h) = 0. (23) 


Die erste Beziehung folgt aus der speziellen Form des Polynoms 9,,(2); vgl. (19). Die zweite 
erhalten wir aus der letzten Gleichung des Systems (17). 

Wir beweisen nun die folgende Behauptung: Die Funktion 9,,(2) (von gerader Ordnung) kann 
im Intervall [0, h] keinen Wert mehr als zweimal annehmen. Setzen wir zum Beweis das Gegenteil 
voraus, so würde die Ableitung 9,(z) = %s,-.ı(2) (diese Beziehung folgt aus (22) und A,;-ı = 0) 
nach dem Satz von RoLLe!) im Innern des Intervalls [0, A] mindestens zweimal verschwinden. 
Dann müßte aber nach demselben Satz die Ableitung 


Par-ı(2) = Por-2(2) + Asr-.h?r”2 
im Innern des Intervalls [0, A] mindestens dreimal verschwinden, d.h., dieFunktion 9,;_s(2) 
würde im Innern dieses Intervalls den Wert — A;ı_ „neh mindestens dreimal annehmen. Dies 
bedeutet, wenn wir die Ordnung er Funkton 9,; immer stufenweise um 2 verkleinern, daß 
schließlich die Funktion 


1 5 1 
al)=—2 2 


(Polynom zweiten Grades) einen gewissen Wert mindestens dreimal annehmen müßte, was je- 
doch unmöglich ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Hieraus ergibt sich die wichtige Folgerung: Die Funktion pg.(z) wechselt im Intervall (0, h) nie 
ihr Vorzeichen. Da sie nämlich an den Endpunkten des Intervalls verschwindet (vgl. (23)), kann 
sie im Innern des Intervalls nicht ebenfalls gleich O werden. 

Es läßt sich nun leicht feststellen, welches Vorzeichen die Funktion 9,,(2) besitzt: Für kleine 
Werte von z (und folglich auch überall zwischen 0 und h) hat dieses Polynom das Vorzeichen des 
kleinsten Gliedes A,g_,h*"22?(A,,_ı = 0), d.h. (—1)* wegen 


Bı-ı 
(2% — 2)! 


1) Mıcuer RoLue, 1652— 1719, französischer Mathematiker. 


Ay, = (1)? 
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Zwei aufeinanderfolgende Funktionen Prrlz) und Yeyı2(2) gerader Ordnung sind also in (0, h) 
von enigegengeselziem Vorzeichen, wobei das Vorzeichen in diesem Intervall nicht wechselt. Diese 
Bemerkung werden wir sofort benutzen. | 

Wir kommen nun auf das Restglied & zurück. Es sei m eine gerade Zahl, m = 2k, und wir 
setzen ferner voraus, daß die Ableitungen /(2%)(2) und f**+2)(2) im Intervall [a, b] beide positiv 
oder beide negativ sind. Aus dem Ausdruck für R erhalten wir durch zweimalige partielle Inte- 
gration unter Beachtung von (22) und (23) 


h 
1 b 
R=-— 2 [ Pal) Ole + — 2) de 
N) 


Rh 
ij 5 
R 5 [ (Azıh’# — Gau) Rz + h— 2) de 
0 
1 b 
= 7 A,ıh?* & erde + h) — feE-2)(2)] 


R 
1 >» 
= n BP [ P2%+1(2) HH) +h-2)d 
0 


h 
= Ay) — Fade] —— 5 [prerzto a0 + Rn — 2) 
0 


Rh 
= Ayyhr1[pflek-ı(d) — FERN (a)] — . B> [ Pokrale) HD + Ah — 2) de. 
0 


Da die unterstrichenen Summen auf Grund der Voraussetzungen entgegengesetzte Vorzeichen 
besitzen, hat die erste von ihnen dasselbe Vorzeichen wie der Ausdruck 

Az; h?F1[jak (Bd) — f2H-2(a)] 
und ist dem absoluten Betrag nach kleiner als dieser. Somit gilt schließlich 

R = Roy = 0: Ayekpfak-i)(p) — jek-1)(0)} 


\ 
— 9. Er) En fX-2)(a)] (<0<i1). (21*) 
Wenn wir nun voraussetzen, daß alle geraden Ableitungen f{2*)(z) im Intervall [e, 5] das- 
selbe Vorzeichen besitzen, und statt des geschlossenen Ausdrucks (21) die unendliche Reihe 
schreiben (wobei wir außerdem für die Koeffizienten A, die Werte (20) berücksichtigen), so 
erhalten wir die unendliche Euler-Maclaurinsche Reihe 


d 1 1 B, PER ’ 
Ei) = — [ fie) de — — U) — Ka] + HP) Fla)} 


Br-ı 


Eger te nt aa © 


— Zeatp0) Pal + 


+ a Bag pabea) — fRa)] + +. (24) 
Diese Reihe ist im allgemeinen divergent (so daß das Gleichheitszeichen nur. bedingt gilt). Auf 


Grund der Voraussetzungen ist die Reihe (zumindest vom dritten Glied ab) alternierend. Be- 
rücksichtigen wir noch (21*), so können wir sagen, daß diese Reihe um die linksstehende Summe 


39* j | 
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b 
3 f(x) alterniert. Lösen wir (24) nach dem Integral auf, so gelangen wir zu einer Reihe, die um 
17 


diese Integral alterniert. | 
Die Partialsummen dieser Reihen gestatten manchmal eine ziemlich genaue Berechnung der 


b 
Summe ),, falls das Integral bekannt ist, oder.des Integrals — f ‚falls die Summe bekannt 
6 


173 
ist. Natürlich muß hierbei grundsätzlich die Abschätzung des Restgliedes bekannt sein. 


467. Beispiele für die Anwendung der Eulerschen Summenformel. 
1. Wir wollen die Summe des 900 (!) Glieder umfassenden Ausdrucks 
99 1 1000 1 


En 2 5 — 
— 
— 


i=100 ? 100 7 


näherungsweise berechnen. Hier ist f(z) = 4 a = 100, 5 = 1000, h = 1. Wegen 
z 
! 1 Zi 2 1273 6 24 120 
f«@) = _——, Pk) = —, ff’) = -—, 92) = —, fS(z) = -— 
z z z z z 
und allgemein 
Kzy ER! 
Pa) zek+1 


sind die Bedingungen bezüglich der Ableitungen gerader Ordnung erfüllt. 
Wir setzen die Entwicklung bis zu dem Glied fort, das f’” enthält, so daß im Restglied schon 
f® auftritt. Somit lautet in diesem Fall die Eulersche Summenformel 


ads 1000 4 
1 1 1 1 1 


wre x 2 \100 1000 12 \100° 1000? 
100 
6 1 1 12 1 1 
— | — — —] +0: | — - —— ((<P9<HI). 
720 (dom 000) + 3024 (106: 00) Daran 
Wegen 
1000 


e -1n10= 2,302585092994045 ... 


100 
1/1 1 
el ae ‚004 
2 Fr 1) N 
ee !_\_. 0,00000825 
12 \1002° 10002)  ° 
Be 1_\ _ _0,000000000083 325 
720\1002 10002) _ 007 
2,307 093342910720 
12 /1 1 
2 — EEE Fun 
1 | a u <0, 000 000.000. 000004 


können wir mit einer Genauigkeit von u. 


1000 1 
2 — = 2,30709334291072 
100 % 


schreiben. 
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1 
2. Wir berechnen nun das Integral 7 an = In2. Hier ist fe) = 
x 


. ,‚a= Ö,. 
. i+2z 
b = 1; wir wählen k = A (n = 10). Es gilt 


R = __t „4 . a ZIIEEN __ 6 
ne A FO 
24 | 
PR ne er 
und allgemein 
(2k)! 


(2k) ech  r 
2) (1-+ 2)2k+1 ? 


so daß unsere Bedingungen wieder erfüllt sind. Die Eulersche Summenformel brechen wir jetzt 
bei dem Glied ab, das f’” enthält: 


1 


dz 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
| ES I EEE UNE nie: Rn ER MEER, AUSSER Be EIER URL |, 
er TERTRURTIURTSUETEURT AUT RETTET 56 | 5) 
x 

1 1 6 1 12 | 1 
_—  — (1 —) + —— [1-1] 0. [1 — 
1200 | ne + Frl T) 3024000000 ( ) 
(0<0<1). | 
Mit den Werten 
1 1 1 
10 + 11 + = 9 0,715771403 
1 i 
——(1—-—) = —0,025 
(1-7) 
1 1 
— — 11 ——}j= —-0,000625 
1209 | r) 
EN ER 1— ie 0,000000781 
7200000 16 
0,693147184 
en 1 \ <  0,000000004 
324000 000 64 
erhalten wir mit einer Genauigkeit von en 
2. 10° 
1 
[ de _ 12 = 0,69314718. 
i+r 
0: 
3. Wir zeigen zum Schluß am Beispiel der Reihe 
Sı3 
=6b)L —» 
i-ı % 


wie mit Hilfe der Eulerschen Summenformel der Wert einer langsam konvergierenden un- 


endlichen Reihe näherungsweise berechnet werden kann. Wir setzen in der allgemeinen Formel 
(21) [und (21*)] 


fix) = 


m 


; h=1, b=a-+tnh, 
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wobei a und n vorläufig beliebige natürliche Zahlen sein sollen. Das Integral und die Ableitung 
lassen sich leicht berechnen. Setzen wir die Ausdrücke für die A,, ein, so finden wir 


n—1 1 1 1 1 1 1 1 1 
3, —_— — —-—| - — | —— -— | - J, I -— 
i=o (a + 9)? Fr | > [or 3 RE, a) 

ABER. SUEREHR:.4, HEERES = SER. IEBREER ER. I 

be Fr n)5 = (1) Ben | =) 

1 1 


(a 4 n)2k+1 — g2kıı 


Für feste «a und k gehen wir zum Grenzwert für n — oo über. Dabei strebt der Faktor 0, gegen 
einen gewissen Grenzwert 9 (0 S6 <s 1), und wir erhalten 

EEE TESERTBEETES 

Sola ti? a 202 


_ 0,11 Be | | <<). 


1 
 ——- 40 ® ee Eu EEE, ® —— k- 
HD Ba a +0 (IB 


Wir wählen nun a = 10, k = 10. Mit den bekannten Bernoullischen Zahlen (Nr. 449) folgt 
schließlich 


ıI1 6 3 1 1 1 1 5 
 ; Bl Mr nn a TE a a 
« 2 FRURTELETTEUETTT 5.18 "T.10° 5.10 " IT. Im 
691 A 7 _ _3617 43867 03, 174611 
455-1018 1015 85.107 " 133.101 55 - 1021 ' 


Die Werte berechnen wir auf 19 Dezimalstellen: 
9 
65 = 9,2336063869992441421 
i 


i=1 
6 3 1 
— -— 1 —— = 0,31 
10 ' 100 " 1000 u 
1 
— —— = —0,000002 
5.108 0000 


—_ _ 0,0000000142857142857 
—0,000.0000002 


ne 0,000000000004 5454545 


691 
455 « 1013 
7 


To — 0,000 000 000 000.007 


3617 
85.100 

43867 
133 . 101 


= —0,000000000000 1518681 


= —0,0000000000000004255 


= 0,0000000000000000330 


9,869604401089358 6217. 
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Unter Berücksichtigung der Rundungsfehler und des Restgliedes erhalten wir 
rn: = 9,869 6044010839358 62 


mit einer Genauigkeit von j 
2 . 107 


Dieses Beispiel ist sehr lehrreich: Wir haben die Summe rn? einer konvergenten Reihe mit hoher 
Genauigkeit nach der Eulerschen Summenformel berechnet, indem wir also im Grunde ge- 
nommen auf die Partialsumme einer divergenten Reihe zurückgriffen, die um die Zahl n? alter- 


niert. Hätten wir dies mit der konvergenten Reihe erreichen wollen, so hätten wir mehr als 
eine Milliarde Glieder verwenden müssen! 


468. Eine andere Gestalt der Eulerschen Summenformel. Wir kehren zu den Formeln (21) 
und (21’) zurück, setzen aber voraus, daß in dem unendlichen Intervall [a, oo) beliebig hohe 
Ableitungen der Funktion f(x) existieren und folgende Bedingungen erfüllen: 


(a) Alle geraden Ableitungen f{?&(z) besitzen in diesem Intervall das gleiche Vorzeichen. 
(b) Alle ungeraden Ableitungen f{2*-D(z) streben für z — oo gegen 0. 


Es sei m eine gerade Zahl, m = 2k. Die Zahlen a und A seien fest, undb = a -+ nh sei (mit n) 
variabel. Das Restglied R (vgl. (21’)) schreiben wir in der Form 


h h 
i © j 1 oo | 2 
m, [ ee 7 [ p2ılz) fa + ih — 2) de 
h i=1, h i=n+1 
Ö 


h h 
LS = 
=. [ Par) Ra + h— 2)de + — 2 f Porta) Rz + h— 2) de. 
0 0 


Wir fassen die erste dieser Summen mit jenen Gliedern aus (21), die a enthalten, zu einer Kon- 
stanten zusammen, 


a 


h 
1 2 
0 = —Ayfla) — Arhfta) = + — Aush ya-ae) 2 |» 
0 
die offenbar von b unabhängig ist, und können damit der Formel (21) die Gestalt 


b 
El) =C+ rn f fix) de + Ayf(b) + Ashf/(b) ++ + Au sh?t-3fek-81b) HR’ 


(25) 
geben; dabei ist 


Rh h 
Ft [ pa) fhla ih )de=— 2 f pa,(2) f®R(b + ih — 2) de 
h jen+l h i-1 
R 
-— 2 [ plz) Rha + A 2) dr. 
b 
1) 


Diese Umformung ist nur zulässig, wenn die verwendeten unendlichen Reihen konvergieren. 
‚ Davon wollen wir uns jetzt überzeugen. Aus (24) folgt 


ij rn-1 


h 
— y [ Yo[2) FR (a + ih — 2) dz 


hie 


0< 7 ARRAjER-U(G) — [BR=D(a + ah) 
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Auf Grund der Eigenschaft der Funktion 9,,(2) aus Nr. 466 und der Voraussetzung (a) haben 
alle Summanden im Zähler dasselbe Vorzeichen, das mit dem des Nenners übereinstimmt. 
Hieraus folgt, wenn wir zur Grenze für n — oo übergehen und die Voraussetzung (b) berück- 
sichtigen, die Konvergenz der Reihe 


Rh h 
ne RO EZ EEE ECT EZ Er 
z i=1 
0 0 


wobei ihre Summe dasselbe Vorzeichen besitzt wie der Ausdruck A,;,h?k-1f(2k-1)(g) und ihr ab- 
soluter Betrag nicht größer ist als dieser. Ersetzen wir in den eben durchgeführten Überlegun- 
gen a durch d, so können wir uns von der Konvergenz der Reihe 


Rh Rh 
— 5 [ Pre) le + h—2)de= — 3 | Pula) feld + ih — 2) de 
b i=1 
0 0 


überzeugen; ferner sehen wir, daß ihre Summe dasselbe Vorzeichen besitzt wie der Ausdruck 
A,‚h?k-1/(2k-1(b) und daß ihr absoluter Betrag nicht größer als dieser ist. 

Wir haben damit nicht nur die Konvergenz der verwendeten unendlichen Reihen nach- 
gewiesen, sondern nebenbei auch gezeigt, daß das Restglied R’ aus (25) in der Form 


R’ = 0. A,yh?k-1flek-U(b) — O- ar hek-1/(2k-1)(p) (0<0<1) (25*) 


geschrieben werden kann. 

Außerordentlich interessant ist, daß die in (25) auftretende Konstante C',, die auf Grund ihrer 
Zusammensetzung sehr wohl von k abhängen könnte, in Wirklichkeit von k unabhängig ist. 
Wollen wir uns davon überzeugen, so brauchen wir nur (25) und (25*) mit den entsprechenden 
Formeln für k = 1 zu vergleichen: 


b 
6 1 — 

Eie)= 047, | Ha)dr + Aufte) + RP 

ö G 
mit 

R=6-.Aıhflb) (OW<d<H). 
Wir erhalten 

0, +5. Ayh’(6) = Cy + Arhf/(6) + + + Asp shök-sfek-D(b) + 8 - Azghök-tjtek-1ı(b). 
Lassen wir b gegen oo streben, so gelangen wir unter Berücksichtigung der Voraussetzung (b) zu 

07 = Ö, = C. 


Die Konstante C, die wir die Euler-Maclaurinsche Konstante für die Funktion f(x) nennen 
wollen, hängt (außer von dieser Funktion) noch von der Wahl von a und h ab. 
\ 

Bemerkung. Gehen wir in den Ungleichungen zur Grenze über, so müßten wir an sich 
zum Ungleichheitszeichen das Gleichheitszeichen hinzufügen und den Faktor 6 in (25*) der 
Bedingung 0 < 6 < 1 unterwerfen. Daß 0 = 0 entfällt, ist sofort klar: Die Summe einer un- 
endlichen Reihe, deren Glieder das gleiche Vorzeichen haben, kann nicht gleich Null sein. 
Setzen wir 0 = 1, so wäre, wenn kin (25) um 1 vergrößert wird, R’ = 0; das ist aber, wie wir 
eben erklärt haben, unmöglich. Also ist tatsächlich 0 < 0 < 1. 

Wir schreiben nun statt der endlichen Summe (25) die unendliche Reihe auf und erhalten die 
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Euler-Maclaurinsche Reihe in der Gestalt 
b 
-(7—  Oe= 176) — ER) +. 
2 1@) 7 [Hera Or NEE 
Q 


Bı- | B 
+ (—1)K-2 —— EL p2k-3/(26-3)(p —t)k-ı _—E_ p2k-172k-1)(p ER 
ERNANNT 
(Das Gleichheitszeichen ist auch hier nur bedingt richtig!) Auf Grund der Voraussetzung (a) 
ändern sich alle Ableitungen f(2*-D(&) mit wachsendem b in der gleichen Richtung; da sie 
wegen Voraussetzung (b) für b —> oo gegen 0 streben, sind sie alle vom gleichen Vorzeichen. 
Hieraus und aus (25*) folgt, daß die Euler-Maclaurinsche Reihe auch in der neuen Gestalt um 


die Summe }; f(x) alterniert. 
G 


Bemerkung. Zum Schluß wollen wir erläutern, wie die in den obigen Überlegungen auf- 
tretende Konstante C bestimmt werden kann. Wählen wir ein b > a, für welches sich sowohl die 
Summe als auch das Intergral mühelos berechnen läßt, so können wir für die Zahl C die um sie 
alternierende Reihe 


b 
b 1 
= | Hardn + Zi - a + 


erhalten, die in vielen Fällen gestattet, einen Näherungswert für C zu finden. 


469. Stirlingsche Formel und Stirlingsche Beihe. Die Überlegungen aus Nr. 468 lassen sich auf 
ein wichtiges Beispiel, und zwar auf die Berechnung von 


n—1 
Iannt=Iinn-+ Yin: 


i=1 


anwenden. Wir setzen a=1,k=1 und (wenn n durch n — 1 ersetzt wird)b = n und er- 
halten /(z) = In z, also j 


pen) = (a, 


zm 
die Bedingungen (a) und (b) sind erfüllt. Wir gelangen somit zu der asymptotischen Ent- 
wicklung für In r!:!) 
B, 1 
B, 1 


Se ml (26) 
(2k — 1) 2k n?%-1 i 


Mn | 


Dies ist die sogenannte Stirlingsche Reihe; sie ist divergent, denn der absolute Betrag des all- 
gemeinen Gliedes (vgl. Nr. 449) 


2ren (2rn)k-? 
strebt gegen x. 


Von der asymptotischen Entwicklung für In n! kann man, wie schon in Nr. 464, 3, erwähnt 
wurde, auch zur Entwicklung der Fakultät selbst gelangen. Setzen wir nämlich für die B; 


1) Das einzelne Glied In n wurde zur Summe der Logarithmen hinzugefügt; der bei der Inte- 
gration auftretende Summand 1 ist in C enthalten. 


un 
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die Zahlenwerte ein, so finden wir 


—(n 139 571 
a ia ee a ee 
ul (2) | “ Er uErTe] u 51840n?  2488320m | 


Wenn wir uns bei der Reihe (26) mit den angegebenen Gliedern begnügen, aber das Rest- 
glied hinzufügen, so erhalten wir die Stirlingsche Formel 


5 1 B, 1 B, 1 
B 1 :B 1 
. Lt 1A __ __ RB SR, |, EEE Rei 2,2 BIRERROSMBERG. GIER 
Ba) Ar (8 (2k + 1) (2k + 2) n2ktı’ 


(27) 
die, wie wir sehen werden, zu Näherungsrechnungen vollkommen ausreicht. 
Setzen wir k = 0, so erhalten wir den einfachen und wichtigen Spezialfall der Stirlingschen 
Formel 


1 0 
1 — Zn 
Inn! + ({n+z)Inn RT 


Durch Entlogarithmieren gelangen wir zu der gebräuchlichen Form 
n!= ec Yn >) eol12n, 


die wir schon in Nr. 406 auf anderem Wege hergeleitet hatten. Dort fanden ba auch, daße = a 
= Y2r ist, so daß die bis jetzt noch unbekannte Konstante C den Wert 2 — ih 2rr erhält. 


Wir wollen nun nach Formel (27) den Wert von In 100! auf zehn EN berechnen. 
Dazu wählen wir k = 2. Durch Addition der ersten fünf Zahlen 


—in 2 = 0,918938533 204 


(r 4 3) Inn = 100,5 In 100 = 462,819603 691803 


—n = —100 = —100 


B, 1 
— = — = 0,000833333 333 
2n 1200 = 
B, 1 
ons 35.107 0,000000 002777 
ergibt sich für In 100! der Wert 363,7393755556 mit einer Genauigkeit von 5 -— (unter 


Berücksichtigung des Restgliedes und der Rundungsfehler). Die Genauigkeit der Näherung 
kann noch wesentlich verbessert werden, wenn man mehr Glieder und noch mehr Dezimal- 
stellen nimmt. Sie wächst im vorliegenden Fall ungefähr bis zum dreihundertsten Glied an (so- 
lange die Glieder dem absoluten Betrag nach abnehmen). 


Bemerkung. Wir haben an einer Reihe von Beispielen gesehen, daß die Partialsummen 
einer als divergent bekannten Reihe manchmal gestatten, gesuchte Größen zu berechnen, und 
zwar sogar mit großer Genauigkeit. Solche Reihen wurden früher und werden auch heute noch 
oft semikonvergent genannt. Wir ziehen es jedoch vor, diesen Ausdruck nicht zu verwenden, 
da seine allgemeine und gleichzeitig exakte Definition Schwierigkeiten bereitet. 


XII. Uneigentliche Integrale 


$.1.  Uneigentliche Integrale mit unendlichen Grenzen 


470. Definition des Integrals mit unendlichen Grenzen. In Kapitel IX. wurde der Be- 
b 
griff des bestimmten Integrals f f(x) de in dem Fall untersucht, daß das Intervall 


a 
[a, b] endlich und die Funktion f(x) beschränkt ist. Das vorliegende Kapitel ist der 
Verallgemeinerung des Integralbegriffs in verschiedenen Richtungen gewidmet. Wir 
betrachten zunächst das über ein unendliches Intervall erstreckte Integral. 
Die Funktion f(x) sei im Intervall [e, oo), also für x > a definiert und in jedem end- 
4 


lichen Teilintervall (a, A] integrierbar, so daß das Integral J f(x) dx für jedes A> a 
sinnvoll ist. 

Der (endliche oder unendliche) Grenzwert dieses Tores für A — oo, falls er 
existiert, heißt das Integral der Funktion f(x) von a bis oo, und man schreibt 


Te)de = im ff) (1) 


A>XO 0 


Ist dieser Grenzwert endlich, so sagt man, das Integral (1) konvergiere, und die Funk- 
tion f(x) heißt integrierbar in dem unendlichen Intervall [a, oo). Ist der Grenzwert (1) 
unendlich öder existiert er überhaupt nicht, so nennt man das Integral (1) divergent. 
Zum Unterschied von dem früher untersuchten gewöhnlichen (‚eigentlichen‘) Inte- 
gral heißt das eben definierte Integral (1) uneigentlich.}) 


% 


Beispiele. 


1. Die Funktion 7 1 - ist in jedem endlichen Intervall [0, A], A > 0, integrierbar, wobei 


\ 
—= arctan A 


A 
dt 4 
— — 3Tctan T 
1+ 2 1 
0 


gilt. Da dieses Integral für A> oo gegen den endlichen Grenzwert r/2 strebt, ist das Integral 
von 0 bis oo konvergent und hat den Wert 


\ 


1) Dem Begriff des uneigentlichen Integrals begegneten wir schon in Nr. 373. 
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3. Wir wollen die Frage untersuchen, für welche Werte des Exponenten A > 0 das un- 
eigentliche Integral 
oo 
= (@>0) (2) 
a 


existiert. Ist A & 1, so gilt 


A 
d« _ I en 


we 


2 Een I (Ali. — al-i), 
1—4 


a 


a 


Dieser Ausdruck hat für A — oo entweder den Grenzwert oo oder ; . 
A<1loder}>1ist. Füri =1gilt AT= 


A 
[= A 
— - Iınr 
a 


für A — oo ergibt sich oo. Also ist das Integral (2) für A > 1 konvergent (und hat den Wert 
- zart), für A < 1 divergent. 


: a!-4, je nachdem, ob 


—-1n Ad — Ina; 


Analog zu (1) definiert man sowohl das Integral der Funktion f(x) von —oo bis a 
durch 


S f(x) dx = lım n f(x) d (A’<a) (3) 


A'—>— 00 4’ 


als auch das Integral der Funktion f(x) von —oo bis oo durch 


Ste) dx = lim (ie) 


a —— 04’ 
Dabei bleibt die für das Integral (1) eingeführte Terminologie erhalten. 
Im letzten Fall können wir mit Hilfe eines beliebigen «a 


A a A 
ff) dr = f fa) de + [r«) dr (A'’<a<A) 
4’ A’ a 


schreiben. Die Existenz der zwei getrennten Grenzwerte für A’— —oo, A — oo auf 
der linken Seite ist offenbar gleichbedeutend mit der Existenz jedes der Grenzwerte 


(1) und (3) für die Integrale auf der rechten Seite.t) Somit kann ein Integral von — 
bis oo auch durch 


f io) de = 1 x) de + J fix) d« 


definiert werden, unter der Voraussetzung, daß die Integrale auf der rechten Seite 


einzeln existieren. Diese Definition ist tatsächlich von der Wahl des Punktes a un- 
abhängig. 


1) Divergieren die Integrale bestimmt, so ist der Fall ausgeschlossen, daß diese beiden Integrale 
den Grenzwert oo, aber mit verschiedenem Vorzeichen haben. 
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Beispiele. 
ä 0 
T Br dx Tr 
3; Ss in, /# ee Sa ach Aal 7 
— 0 


Irs- IE [= 


471. Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung. In den 
obigen Beispielen berechneten wir das Integral zuerst über ein endliches Intervall mit 
Hilfe einer Stammfunktion und gingen dann zum Grenzwert über. Diese beiden Vor 
gänge lassen sich in einer Formel zusammenfassen. 

Eine Funktion f(x) sei z. B. im Intervall [a, oo) definiert und in jedem endlichen 
Teilintervall [a, A] integrierbar. Existiert dabei für f(x) eine Stammfunktion F(x) 
im ganzen Intervall [a, oo), so gilt auf Grund des Hauptsatzes der Differential- und 
Integralrechnung (Nr. 308) 


4 


A 
[ fe) dx = F(A) — Fla) = F(x) 


17 
Das uneigentliche Integral (1) existiert also genau dann, wenn ein endlicher Grenzwert 
lim F(A) = F(o) 


A->00 
existiert. Dann ist 


00 


f fx) de = F(oo) — F(a) = F(«) 


a 


Analog gilt 
Fi de=F@) ; J K«) de = Fe) 


’ 


co 


wenn man unter F(—oo) den Grenzwert lim F(4’) versteht. Existiert der bei der 
A>—-0 

Berechnung des Integrals an der oberen und der unteren Grenze auftretende Grenz- 

wert, so ist das Integral konvergent. 


472. Beispiele. 
00 


1. f e=7 sin bx dx (a > 0). Da 
0 


3 $ 
a sin bz + bcosbz 2 


F(xz) = — Fur 


eine Stammfunktion, also F(0) = — „ und (oo) = 0 ist, gilt 


b 
a -+-b 
ee) 
[er intra = 


0 


ee 
a? +52 
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Analog ist 


00 


bsinbz — acosbr 
[ e-a2 cosbır dt = ———————— 0-07 
) 


a + 


| 


2 = In @+ael2+l + nn arctan e y2 + 1) 
1+. Jap z2-zyYy2+ı 2% 
: | 


2/n 


— 09 
+ _ arctan (x y2 _ 1) Le 
2y2 o ..2Y2 
0.0) { AR 
3. ae —j1. 
a? n x 2lr 
09 


00 
4, f sinxdx. Eine Stammfunktion ist hier —cos x, aber das Glied —cosxz| hat keinen 


Ö | 0 
Sinn, da cos x für x — oo keinem Grenzwert zustrebt; das Integral existiert also nicht. 


oo 
b. f FR dx. Mit Hilfe partieller Integration und Partialbruchzerlegung finden wir 
x 
0 
zlnx 1 In x 1 1 1 1 
Fix) = | —— de= — - — + Iınr - —hı( 2) + — 
1 (+2) at ALFA TIL D 


als Stammfunktion. Für x — 0 ist lim F(z) = > diesen Grenzwert nehmen wir als Wert der 


Funktion im Punkt x = 0. Andererseits ist F(oo) = 0. Also ist das Integral gleich — > 


6. Bei dem Körper, der durch Rotation der Hyperbel xy = 1 um die x-Achse entsteht, be- 
rechne man das Volumen und die Mantelfläche des Teils, der durch die Ungleichung x = 1 be- 
stimmt wird. 

Der endliche Teil, der einer Änderung von x zwischen 1 und A (A > 1) entspricht, hat das 
Volumen 


A 
ur | 
1 


und die Mantelfläche 


A 
u A yır dan 
x ru 
l 


Für das Volumen V und die Mantelfläche 8 des ganzen (sich ins Unendliche erstreckenden) 
Körpers hat man die Grenzwerte dieser Größen zu nehmen, d.h. 


00 oo, , EN 
ver a S = 2r 2 de 
x x eu 
1 1 


zu setzen. Während das erste Integral konvergiert (vgl. Nr. 470, Beispiel 2) und das Volumen 
gleich dem endlichen Wert r ist, divergiert das zweite Integral, so daß also die Mantelfläche 
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+ 


unendlich groß wird. Davon können wir uns überzeugen, wenn wir überlegen, daß 
A 
Sı > 2 (7 —= 2rInA 
x 
1 


ist, S, also für A — oo gegen oo strebt. 


7. Im Koordinatenanfangspunkt O befinde sich eine Masse m, die einen Punkt M mit der 
Masse 1, der sich auf der x-Achse im Abstand x vom Punkt O befinde, mit der Kraft 


F=-7 
y2 
anziehe (Newtonsches Gesetz). Wie groß ist bei dieser Kraft F die Arbeit A, die geleistet werden. 
muß, um den Punkt M längs der z-Achse aus der Lage x = r ins Unendliche zu verschieben? 
Die Arbeit ist offenbar negativ, da die Kraft entgegengesetzt zur Bewegungsrichtung wirkt. 
Übertragen wird die Formel (9) aus Nr. 353 auf diesen Fall, so erhalten wir " 


Wird dagegen M vom Unendlichen in den Punkt x = r gebracht, so ruft die Anziehungskraft 
die positive Arbeit = hervor. Diese Größe heißt das Potential der auf den Punkt M wirkenden 
Kraft und dient als Maß für die in diesem Punkt angehäufte potentielle Energie. 


8. Für die Arbeit, die ein Gas bei seiner Ausdehnung von einem Volumen P, auf ein 
Volumen V, (V, > V,) zu leisten hat, gilt 


Vs 
A= f pdaV 
Vi 

(vgl. (10) aus Nr. 354). | 

Gegeben sei ein ideales Gas, das beim Druck p, das Volumen V, einnimmt. Wir setzen 
voraus, dieses Gas dehne sich unendlich aus, und zwar adiabatisch, d. h. ohne Wärmeaustausch 
mit seiner Umgebung. Unter diesen Bedingungen gilt bekanntlich (vgl. Nr. 361, Beispiel 3) die 
Poissonsche Formel 


pV*=c #-2> 1). 
Cy 


Dann ist die Arbeit, die bei dieser Ausdehnung vom Gas geleistet werden müßte, gleich 


Den. c 1 
 “- iv 


c 1 
1—x 


co 
Am = | eV" 47 = 
VYı 


Wegen c = 9,7% erhalten wir schließlich 


p9ı/ı . 
v—41 


A max Ze 
Ü 


9. In Nr. 356, Beispiel 8, berechneten wir die Kraft F, mit welcher ein endlicher geradliniger 
stromdurchflossener Leiter auf einen Magnetpol der „Polstärke“ 1 wirkt: 


8: 
| al 
a (Gm 
8 
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+ 


Wir untersuchen jetzt den Fall, daß der Leiter (nach beiden Seiten) unendlich lang ist, d. h., 
wir setzen s, = — 00, 8; = ©. Dann ist 


F= den ee 2 
u (+ Ss)? a Ya? + 5? a 


—00 


Natürlich ist ein unendlicher Leiter eine Fiktion, aber trotzdem kann das erhaltene Resultat 
nützlich sein. Es ist nämlich zweckmäßig, einen sehr langen Leiter näherungsweise als un- 
endlich lang anzunehmen; man erreicht dadurch eine bedeutende Vereinfachung der Formel. 


10. Wird in einem Stromkreis mit Selbstinduktion im Moment t = 0 ein Strom der Stärke I, 
ausgeschaltet, so tritt ein Ausschaltstrom auf, der dem Gesetz 
m 
J] = I 0 © L 
unterliegt (vgl. Nr. 359, Beispiel 4(a); wir behalten die dort verwendeten Bezeichnungen bei). 
Wir wollen nun die gesamte Joulesche Wärme (oder Stromwärme) Q berechnen, die durch 


diesen Strom hervorgerufen werden kann. 
Das Wärmeelement für das Zeitintervall [i, & + di] ist offenbar 


dQ= LPrRd. 
Die Summierung über das ganze unendliche Intervall liefert die Beziehung 


oO 00 


2Rt 
o- | rmu=nn |. L dt = — LB. 


0 0 


Obwohl der Strom praktisch während eines endlichen Zeitintervalls nicht bemerkbar ist, 
muß trotzdem über ein unendliches Intervall integriert werden, wenn die Gesamtenergie des 
Stroms bestimmt werden soll. 


473. Die Analogie zu Reihen. Die einfachsten Sätze. Im folgenden beschränken wir 
uns auf Integrale der Form (1); die Fälle (2) und (3) lassen sich analog behandeln. 
Dabei werden wir stets voraussetzen, daß die Funktion f(x) zwischen beliebigen 
Grenzen a und A > a im „eigentlichen“ Sinne integrierbar sei, so daß nur nach dem 
uneigentlichen Integral von a bis oo gefragt ist. 
Zwischen uneigentlichen Integralen f f(x) de und Zahlenreihen a, bestehen 


G n=1 
Analogien, deren Herausarbeitung sehr nützlich ist. 


Wird die Summierung über n durch die Integration nach x ersetzt, so ergeben sich 
folgende Analogien: 


Allgemeines Glied der Reihe: Integrand: - 
An; Ko); 
Partialsumme der Reihe: „eigentliches‘‘ Integral: 
N A 
2 an; RICK 
n=1 @ 
Summe der Reihe: uneigentliches Integral: 


La, f Ha) di 


n=1 
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als Grenzwert der Partialsummen für | als Grenzwert des vorhergehenden 


N —o; Integrals für A — oo: 
Reihenrest: Integral: 
2, @n / f(x) dx 
N+1 


Wir zählen nun die einfachsten Dätze über uneigentliche Integrale auf, die denen 
aus Nr. 364 über Reihen ähnlich sind. Ihre Beweise (mit Hilfe der eben erkannten 
Analogien) überlassen wir dem Leser. 


1°. Ist das I niegralı I f(x) dx konvergent, so konvergiert auch das Integral f f(x) da 
(4A > a), und umgekehrt. Dabei ist 


[ Ho) de = [Ne) dr + f fa)d. 


2". Bei Konvergenz des Integrals [ f(x) dx gilt 


4 


lim [f) de = 


A—>oo A 
3°. Aus der Konvergenz des Integrals 5 x) dx folgt die des Integrals [ cf(x) dx 
(c = const); dabeö ist i 


r cfx)de =c } f(x) dx 


4°. Sind die beiden Integrale J f(x) de und Sole g(x) dx konvergent, so konvergiert dus 


Integral J [(x) + g(x)] de, RR es gilt 
S Le) + g(e)] dx = [ Ma) de + [ gie) de. 


474. Die Konvergenz eines Integrals im Fall einer positiven Funktion. Ist die Funktion 
f(x) positiv (nichtnegativ), so stellt das Integral 


DB(A) = [ f(x) da (4) 


eine monoton wachsende Funktion der Veränderlichen A dar. Ob sie für A > 0 einen 
endlichen Grenzwert besitzt, läßt sich leicht feststellen, und zwar mit Hilfe des 
'Natzes über den Grenzwert einer monotonen Funktion (Nr. 57): 


33 Fichtenholz II 
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Das uneigentliche Integral (1) öst bei positivem f(x) dann und nur dann konvergent, 
wenn das Integral (4) für wachsendes A nach oben beschränkt ist: - 


A 
; f fe&)desL (L = const). 
Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so hat das Integral (1) den Wert oo (Nr. 365). 
Auf diesem Satz beruht das folgende ‚‚Vergleichskriterium‘ für Integrale positiver 
Funktionen: 


Satz 1. Gilt AURRURORRENDN für > 4 I > a) die Ungleichung f(x) S m), 5 so folgt 


aus der K ie au von J g(xz) dx die von 7 f(x) dx oder aus der Divergenz von Pi fix) de 
G 


die von N g(x) de. 


Der Beweis verläuft genauso wie der von Satz 1 aus Nr. 366. 
Aus Satz 1 ergibt sich als Folgerung der oft nützliche 


Satz 2. Existiert der Grenzwert 


ei. were 
200 x) 


so folgt aus der Konvergenz von J g(x) de (für K < 00) die von J f(x) dx, und aus der 


Divergenz des ersten I ie ( für K >0) folgt die des zweiten I ntegrals. (Also sind für 
0 < K < oo entweder beide Integräle konvergent oder beide divergent.) 

Der Beweis ist der gleiche wie bei dem analogen Satz 2 aus Nr. 366; vgl. Satz 3° 
aus Nr. 473. 

Nimmt man zum Vergleich eine konkrete Funktion, so findet man spezielle Kri- 


ee) 


terien für die Konvergenz oder Divergenz des Integrals J fix) de. Praktisch recht 


wertvoll ist der Vergleich mit der Funktion Z: die für A > 1 zwischen a > O0 und © 


integrierbar und für A S 1 nicht integrierbar ist (vgl. Nr. 470, Beispiel 2). Darauf 
beruht das folgende Cauchysche Kriterium: 


Für hinreichend große x habe die Funktion f(x) die Gestalt 
9x) 
I) = Fr 


Dann ist 


f>0). 


a) das Integral | f(x) dx für A > 1 und p(x) Sc < oo konvergent; 
17 
b) das Integral J f(x) de für Ss 1 und o(x) > c > 0 divergent. 


Zum Beweis benötigen wir den Satz 1; die Vergleichsfunktion ist — — (vgl. Satz 3° 
aus Nr. 473). 
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Wird die Funktion f(x) für x — oo (im Vergleich zu =) von der Ordnung } > 0 


klein, so ist das Integral f f(x) dx konvergent oder divergent, je nachdem, ob A > 1 oder 
sSliost. . 


| 
Hier muß auf Satz 2 mit ZA statt g(x) verwiesen werden. 


Beispiele. 
oo 
„312 de 
1. | — dr, ————. Die Integranden werden für x — oo von der Ordnung 
i+? xY1 +22 


— bzw. 2 klein; folglich ist das erste Integral divergent, das zweite konvergent. 


00 
. 2 des dabei sei P(x) ein Polynom m-ten Grades und Q(x) ein Polynom n-ten 
17 
Grades (r > m) ohne Nullstellen im Intervall [e, oo). 

Für hinreichend große & behält der Integrand ein bestimmtes Vorzeichen bei. Deshalb kön- 
nen die obigen Kriterien angewendet werden (wenn notfalls das Vorzeichen geändert wird). 
Der Integrand wird (für £ — oo) von der Ordnung n — m klein. Also ist das Integral für 
n = m + 1 divergent, für n > m + 2 konvergent. (Für n s m diyergiert es offenbar.) 


475. Allgemeine Konvergenzkriterien. Die Frage nach der Existenz des uneigent- 
lichen Integrals f f(x) d& führt gemäß der Definition (1) auf die Frage nach der 


[44 
Existenz eines endlichen Grenzwerts der Funktion 


DB(A) = [ fa)da (4) 


im Fall. A — oo. Wenden wir auf diese Funktion das Kriterium von BOLZANO-CAUCHY 
(Nr. 58) an, so können wir die Bedingung für die Existenz eines uneigentlichen Inte- 
grals wie folgt formulieren: 

Ein wneigentliches Integral f f(x) dx ist genau dann konvergent,!) wenn jeder Zahl 


e>0 eine Zahl A,>a derart entspricht, daß für A > A, und A’ > A, die Un- 
gleichung 


4’ A 4' 
DA’) — DB(A) = [ f«) dx — [ ke) dx. = je del <e 


erfüllt ist. 
Dieses Kriterium gestattet es, sofort den folgenden Satz anzugeben: 


Ist das Integral f \/(x)| dx konvergent, so konvergiert!) erst recht das Integral f f(x) de. 


17 17 


1) Unter der Voraussetzung, daß die Funktion f(x) in jedem Intervall[e, 4A], A > a, im „eigent- 
lichen‘ Sinne integrierbar ist. 


33* 
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Wenden wir nämlich das obige Kriterium auf das als konvergent vorausgesetzte 
Integral f I/(x)| de an, so gibt es zu jedem &> 0 eine Zahl A, > a derart, daß die Un- 


G 
gleichung 


. 
[ol de<e 


A 
erfüllt ist, sobald A’ > A > 4, ist. Nun ist offenbar 


4’ 4’ 
ff) de) < f f@)| de 
A A 


und folglich erst recht für alle A, 4’ die Ungleichung 


4 
Je) dx] < e 


erfüllt, woraus auf Grund des Kriteriums die Konvergenz des Integrals n f(x) dxfolgt. 
‚Aus der Konvergenz des Integrals J fix) dx ergibt sich aber im REN noch 


nicht die Konvergenz von j f@)] )Idx. Wir setzen fest: in neben J f(x) de 


auch noch das Integral J | fe) dx, so heißt das Integral [. f(x) dx absolut RRREEER 


und die Funktion f(x) absolut integrierbar im Intervall (a, oo). Ein Beispiel für ein 
nicht-absolut konvergentes Integral werden wir in Nr. 476 finden. 

In bezug auf eine Funktion f(x), die ihr Vorzeichen wechselt, können die Kriterien 
aus Nr. 474 nicht unmittelbar angewendet werden. Man kann aber mit ihrer Hilfe fest- 
zustellen versuchen, ob das Integral der positiven Funktion |f(x)| konvergiert: Ist 
diese Funktion integrierbar, so ist f(x) ebenfalls integrierbar und sogar absolut. 


‚Hieraus ergibt sich der folgende, oft nützliche Satz: 


Ist eine Funktion f(x) im Intervall [a, oo) absolut integrierbar und eine Funktion g(x) 
beschränkt, so ist ihr Produkt f(x). g(x) eine im Intervall [a, oo) absolut öntegrierbare 
Funktion. 


Der Beweis folgt sofort aus der Ungleichung 
fe) ge) S Lif@)l. 


oo Pa 


Gegeben sei z.B. das Integral [ a dx. Hier ist die Funktion f(x) = Pr az Fr (abso- 


ER 0 | 
lut) integrierbar, während g(x) = cosax offenbar beschränkt ist. Daraus folgt die Kon- 
vergenz des gegebenen Integrals. 


Wie wir sehen, kann im Fall einer Funktion mit'wechselndem Vorzeichen mit Hilfe 
der hier durchgeführten Überlegungen nur die absolute Konvergenz festgestellt 
werden. Ist das Integral einer gegebenen Funktion nicht absolut konvergent, so ist 
es nicht möglich, diese Fälle mit Hilfe der hier angegebenen Kriterien zu untersuchen. 


Pi 
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476. Das Abelsche und das Dirichletsche Kriterium. Wir geben nun einige Kriterien 
anderer Art an, die auf der Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes (Nr. 306) be- 
ruhen. Sie sind Analoga zu den Kriterien von ABEL und DIRICHLET für die Konvergenz 
unendlicher Reihen (Nr. 384) ; aus diesem Grunde wollen wir ihnen die gleichen Namen 
geben. Diese Kriterien erlauben es, die Konvergenz uneigentlicher Integrale fest- 
zustellen, wenn keine absolute Konvergenz vorliegt. 


Abelsches Kriterium. Sind zwei Funktionen f(x) und g(x) im Intervall [a, oo) de- 
finiert, wobei 


a) die Funktion f(x) in diesem Intervall integrierbar, das Integral (1) also (wenigstens 
nicht-absolut) konvergent ist; 


b) die Funktion g(x) monoton und beschränkt ist, 
al <L (L=vont;a<a<o), 


6 


so ist das I ntegral 


S He) gie) dr (5) 


konvergent. 


‚Beweis. Auf Grund des zweiten Mittelwertsatzes gilt für alle A’ > A>a 


4A’ 


de 
S He) ge) dx = g(A 7 x) de + g(4) / fx) de (6) 
A 


mit ASES 4A’. Wegen der Definition (1) gibt es zu jedem & > 0 ein A, > a derart, 
daß für A > 4, 


PR 
2L’ 


37 


ist. Mit Hilfe der RRIRHFRERG b) folgen also für A’ > A > A, die Ungleichungen 


) de 


 |g(A 11 Ste) de fie) de 


+ |o(A’)| 


€ E 
Lo; tt =E£, 


die die Konvergenz von (5) nach sich ziehen (Nr. 475). 
Man kann auch im Fall von Integralen die Voraussetzungen bezüglich f(x) und g(x), 
unter denen das-Integral f(x) g(x) konvergiert, anders kombinieren: 


Dirichletsches Kriterium. | 
a) Die Funktion f(x) sei in jedem endlichen Intervall [a, A], A> a, integrierbar, und 
das Integral (4) sei beschränkt: 


A 
[ i&)de| Ss K (K = const;a SA < oo); 
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b) die Funktion g(x) strebe für 2 — co monoton gegen 0: 


lim g(&) =. 
2->00 


Dann ist das Integral (5) konvergent. 

(Wie wir sehen, ist die frühere Bedingung a) etwas abgeschwächt, denn wir fordern 
hier nicht die Konvergenz des Integrals (1); dafür ist die Bedingung b) durch eine 
stärkere ersetzt!) 

Der Beweis verläuft analog wie oben. Man geht von der Gleichung (6) aus, aber in 
diesem Fall können die ersten Faktoren g(A) und g(A’) beliebig klein gemacht werden, 
wenn man hinreichend große A und 4A’ wählt; die zweiten Faktoren sind durch die 
Zahl 2K beschränkt. 


Bemerkung. Auch hier ist das Abelsche Kriterium eine Folgerung aus dem 
Dirichletschen Kriterium. Es existiert nämlich für die beschränkte monotone Funk- 
tion g(x) notwendig ein endlicher Grenzwert 


g(oo) = lim g(e); 
setzt man f(x) g(x) in der Form 


fx) g(&) = Kr) gl) + Kr) Igle) — g(oo)] 


an, so. sind für das zweite Produkt schon die Voraussetzungen des Dirichletschen 
Kriteriums erfüllt (vgl. Nr. 473, Satz 3° und 4°). 


Es ist z. B. leicht zu sehen, daß für } > 0 die Integrale 


oo . co 
[ —- dz und / — dx (a>0) 
x x 


17 17 


konvergieren. Wir setzen f(x) = sin x oder cos x und g(x) = = und wenden das Dirichletsche 
x 


Kriterium an. Die Voraussetzungen a) und b) sind erfüllt, denn es ist 


A 
f sin « da = |cosa — cos A| s2 
17 
und analog 
A 
[ cos x dx =.2; 
17 


ferner strebt die Funktion = für z — oo monoton fallend gegen 0. Insbesondere erkennen wir 
x 
hieraus für A = 1 die Konvergenz des Integrals \ 
00 
sin x äs: 
x 
0 


(Wir können hier a = 0 setzen, da der Integrand für x — 0 einen endlichen Grenzwert besitzt.) 
Es läßt sich zeigen, daß dieses Integral nicht-absolut konvergiert, d. h., daß das Integral 


oo 
sın X 
[ ee 
Mn 
0) 
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divergiert. Würde nämlich dieses Integral konvergieren, so wäre.nach Satz 1 aus Nr. 474 auch 
das Integral . 


co 


2 
[% (a>0) 


177 


konvergent, denn es ist sin? x < |sin x]. Mit anderen Worten, es wäre das Integral 


OO 
7 Ber 5 
2 x 
a 


konvergent. Würden wir es dann zu dem als konvergent bekannten Integral 


oo 
ja 
> x 

[43 


addieren, so kämen wir zu dem Schluß, daß auch das Integral 


00 
1 (% 


2 x 
G 
konvergieren müßte, was jedoch nicht der Fall ist (vgl. Nr. 470, Beispiel 2). 
Bemerkung. Nachdem wir festgestellt haben, daß die Integrale 


oo 09 


[« ug j® dr 
x x 


173 a 


konvergieren, können wir schließlich die aus Nr. 289 bekannten nicht-elementaren Funk- 
tionen si x (Integralsinus) und ci x (Integralkosinus) genauer definieren. Setzen wir nämlich 


ir [ta (x > 0), in [ta (2 > 0) 


und schreiben wir z. B. die zweite Formel in der Gestalt 


t cost 
-|% dt - [ta 


so ist auf Grund der bekannten Eigenschaft des bestimmten Integrals (vgl. Nr. 305, Satz 12°) 


klar, daß die Ableitung von ci x tatsächlich gleich en 


477. Zurückführung eines uneigentlichen Integrals auf eine unendliche Reihe. Wir 
wissen, daß der Begriff des Grenzwerts einer Funktion auf zwei Arten erklärt werden 
kann, und zwar mit Hilfe der ‚„Epsilontik“ und mit Hilfe von Folgen (Nr. 52, 53). 
Wird auf die Funktion ®(A) aus (4) die zweite Definition des Grenzwerts angewendet, 
so kann die Definition (1) des uneigentlichen Integrals folgendermaßen formuliert 
werden: Für jede Folge beliebig wachsender Zahlen A, (A, > a) soll die Folge der 
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An 
Integrale | f(x) dx gegen ein und denselben endlichen Grenzwert!) streben, der den 


Wert des uneigentlichen Integrals [. f(x) dx angibt. 


Andererseits ist die Frage nach Bi Grenzwert der Folge / f Ha) de identischmit 
der zer nach der Summe der Reihe 


ee 


(Nr. 362). Also können wir behaupten: Das uneigeniliche Integral J fix) de existiert 


genau dann, wenn für jede Folge unbeschränkt nalaniie Zahlen A, (A„>.a) die 
Reihe 


0) An 
x [fd (4=a) 


n= a An-ı 


gegen ein und dieselbe Summe konvergiert, die den Wert des EEE TEON Integrals 
angibt. 


Bemerkung. Im Fall einer positiven (nichtnegativen) Funktion f(x) genügt es für 
die Existenz des Integrals, wenn die obige Reihe für eine spezielle Folge unbeschränkt 
wachsender Zahlen A, konvergiert. Die von A abhängige wachsende Funktion (4) 
ist dann nämlich durch die Summe dieser Reihe beschränkt und hat folglich für 
A —> oo einen endlichen Grenzwert (Nr. 474). 

Es ist oft sehr zweckmäßig, die Untersuchung der Konvergenz eines Integrals auf 
die der Konvergenz einer Reihe zurückzuführen, da es dann möglich ist, die zahl- 
reichen Konvergenz- und Divergenzkriterien für Reihen zu benutzen. 


Zum Beispiel betrachten wir nochmals das Integral 


00 
sinz 
[ dr, - 
x ' 
0 


mit dem wir uns schon in Nr. 476 beschäftigt haben. Da die Funktion sin x mit wachsendem x 
abwechselnd positive und negative Werte annimmt, indem sie ihr Vorzeichen in den Punkten 
ne (n=1,2,3,...) ändert, bieten sich diese Zahlen auf natürliche Weise für die Folge {A,} an, 
so daß wir die Reihe 


(+) 
ai sin x 
ss I—% (7) 
n=0 ” 
NTE 
betrachten. Führen wir in dem allgemeinen Glied 
(rn+1)r 


sinz 
v= dr 
x 
N7 
An 


1) Es genügt vorauszusetzen, daß alle Folgen f f(x) der konvergieren; daraus kann dann ge- 


G 
schlossen werden, daß sie ein und denselben Grenzwert besitzen (Nr. 53). 
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die Substitution x = nr + t durch, so erhalten wir 
Ts 
sin b 
nn +1 


Die Glieder der Reihe sind also von wechselndem Vorzeichen und ihrem absoluten Betrag nach 
monoton fallend. Ferner ist für n > 0 


demzufolge strebt der absolute Betrag der Glieder mit wachsendem Index gegen 0. Die Reihe (7) 
ist eine Reihe vom Leibnizschen Typ und auf Grund des bekannten Satzes aus Nr. 381 kon- 
vergent. Ihre Summe bezeichnen wir mit I. Somit gibt es zu jedem e> 0 ein N derart, daß 
fürn = N die Ungleichung 


nT 


[F#-1l<: (8) 


x 
0 


gilt. Nun ist es einfacher, den Beweis der Existenz des Integrals mit Hilfe der „Epsilontik“ 
zu beenden. Es sei A > Nr; dann existiert eine natürliche Zahl z, derart, daß nn SA < 
<(n, + 1) gilt, wobei offenbar n, ZN ist. Da zwischen n,r und (n, + 1) m die Funktion 
A nn Mr 
sin x ihr Vorzeichen nicht wechselt, ist das Integral f zwischen den Integralen: f und J ein- 


0 0 0 
geschlossen, die sämtlich wegen (8) zwischen I — e und I + e liegen. Folglich trifft das gleiche 
A 
auch für das Integral f zu. Also ist schließlich für A > Nr 
0 


A, 
[e-ı Er 


x 


0 
so daß das Integral 


co A 
sin x ä 'sinz 
| dx = lim [ de=]/ 
T A->00 ı 
0 0 


existiert.!) 
Bekanntlich (Nr. 476) ist dieses Integral nicht-absolut konvergent, d. h., das Integral 


00 
[ ea dx divergiert. Dies ist auch leicht festzustellen, wenn man das Integral als Reihe 
x 


0 # . .. . 
darstellt. Würde nämlich das letzte Integral konvergieren, so wäre wie oben 
(n+1)r Te 


00 

sin &] > [ Isin «| = [ sin t 
f T Er x 2 NT -+ ED 
Ö nr 0 


1) Hier (wie auch in Nr. 476) interessiert uns nur die Frage nach der Konvergenz dieses Integrals. 


Später werden wir sehen, daß es den Wert [r hat. 
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Nun isstanr +tsS(n-+ 1)rn, so daß 


Tı i T 
u! = un, | Mid or 
nn+t "(n-+1)r (n +1)o 
0 0 


1 divergiert (vgl. Nr. 365, Beispiel 1). 


folgt, während die Reihe = Pa - 
Te N 


478. Beispiele. 
1. Man untersuche die folgenden Integrale auf Konvergenz: 


(a) nz de, (b) ERHEBEN... SERIE ,>ae>b>0), 
® Vz(z — a) (@ — b) 
0 20 


oo 


e a? b2 . 
A _ı: _1|% 
(c) fi —e Id, (d) IF AF2 
0 0 


Lösung. (a) Der Integrand wird für — oo von erster Ordnung klein; das Integral di- 
vergiert. 


(b) Der Integrand wird für 6 — oo von der Ordnung _ klein; das Integral konvergiert. 


(c) Der Integrand verschwindet für x — 0. Entwickeln wir ihn in eine Reihe, so sehen wir, 
daß der Ausdruck 


für x — 00 von zweiter Ordnung klein wird; das Integral konvergiert. 
(d) Wenn wir et? in eine Reihe entwickeln, so finden wir leicht 


der Integrand strebt also für x > O gegen — Ss . Fürx — oo wird er von zweiter Ordnung klein; 
das Integral konvergiert. 12 


2. Man stelle fest, ob die folgenden BE konvergieren: 


(a) [rmewe>n (ei x de [= In x 
Ve:= x Yx? — Fr“ 


Lösung. (a) Für jedes A > 1 ist 
ame gt 


1 e0% 


qi 


—( 


Das Integral ist also konvergent. 


(b) Wir bemerken zunächst, daß der Integrand für x — 0 verschwindet. Nehmen wir jetzt 
ein beliebiges A > 1, so finden wir 


x 1 1 D für 
m m m Pu n ur 2% 00;. 
Ver —ı Verrg-t21+2) _ 212142) j 


das Integral ist konvergent. 
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(c) Fürrz—>1 FIHHERDENE: der Integrand. Für ein A mit 1<A< 2 läßt sich der Quotient 


aus dieser Funktion und = in der Form 
a 


x«tIn« In x 1 
ne 1— —--0 für 2->o 
x Ya? — 1 x“ a? 


darstellen; das Integral konvergiert. 


3. Man untersuche die Konvergenz der folgenden Integrale: 


sin Ye f 
(a) —_ — dr (a>0), (b) | arte? coszxde (wa>0). 
Yz(a + j 
z(a + «) : 


Hinweis. In beiden Fällen liegt ein Produkt einer beschränkten und einer (absolut) inte- 
grierbaren Funktion vor. 


4. Man untersuche, ob das Integral 
00 & [0,0 {e 4 
J de f sin (82x?) dß = f | f sin (ß2x?) on) de 
1 0 1 0 


(x > 0) konvergiert.!) 
Wir versuchen abzuschätzen, wie das ‚innere‘ Integral für < — oo abnimmt. Setzen wir 
ß?x? = 2, so finden wir 


& a8 


J sin (2a?) dß — Be | = de. 
| zZ 


0 


oO 
Da das Integral "® nr “ dz konvergiert (Nr. 476), gibt es eine Konstante Z derart, daß für alle 
A>0 


ist. Folglich ist das Integral f sin (8°x?) dß dem absoluten Betrag nach nicht größer als der Aus- 


0 
druck -= . Daraus folgt die absolute Konvergenz des gegebenen Integrals. 


5. Man bestimme die Konvergenz der folgenden Integrale (e, k, A > 0): 


x sin ax sin 2x 
(a) jies: v; 0 [er dt, 
0 
oo 
* * j y. 
(0) F In — de,  (@) jez u. 
x X 
a 0 


1) Wir geben ohne Beweis an, daß rechts das ‚innere‘ Integral eine stetige Funktion von & ist. 


524 XIII. Uneigentliche Integrale 


Lösung. Inallen Fällen wende man das Dirichletsche Kriterium an. 


(a) Die Funktion g(x) = 


A 
für x — 00; das Integral f sin ax dx ist offenbar beschränkt. 
0 


fällt monoton für hinreichend große x und verschwindet 


(b) Die Funktion g(z) = = fällt monoton und verschwindet für &— 00; f(x) ist gleich 
R 


esin & sin 2r; also ergibt sich, wenn man sin x = t setzt, 
4A sin A 


[fe&) de| = 2| ftetdi| < 2e. 
0 1) 


(c) g(x) = |In x]? — für hinreichend große x ist 


u (In I 


g(&) = (A —Ine.)<o0, 
so daß g(x) offenbar fällt und gegen O strebt, usw. 
(d) g(e) = — ‚/(x) = sin (x + 22); also ist, wenn man 2 = x + 2? setzt, 
A AHA 
sin (2 + x?) de = = .ds 
yi + 4z 
a a-+a? 
= > 
Der absolute Betrag dieses Ausdrucks ist beschränkt, da das Integral [ —I#_ de konver- 
1 + 42 


| a-+a? 
giert (davon kann man sich leicht mit Hilfe des Dirichletschen Kriteriums überzeugen). 


6. Man beweise den Satz: Gegeben seien im Intervall [a, oo) eine Funktion mit der Periode 
w>0 und eine monotone Funktion ge), die für x —> co verschwindet. Ist das („eigentliche“) 
Integral 


a+w 
Sta) de = 0, (9) 
17 
so ist das (uneigentliche) Integral 
oO 
Sf) g(«) dx (5) 
Q 
konvergent. Ist dagegen 
a+w 
[tod=K+0, | ) 
0 


80 ist (5) konvergent oder divergent, je nachdem, ob das Integral 
00 
f g(z) dx (10) 
G 


konvergiert oder divergiert. 
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(a) Zum Beweis setzen wir zunächst voraus, die Bedingung (9) sei erfüllt, und zeigen, daß. 
das Integral 


A 
[ i«) de 


in diesem Fall für alle A > a beschränkt ist. 
Auf Grund von Nr. 314, Beispiel 10, und der Bemerkung aus Nr. 316 ist offenbar auch 
a+ko 
Sia&=0 (k=1,2,3,...); 
10 


wir erhalten dann für jedes A > a, wenn wirk = 5 = | nehmen, 
0) 
4A A A—ku a+o 
‚ Stwe&|=| f|=-|/ |s[i@i&=z. 
a a+ko a G 


Die Konvergenz von (5) ergibt sich dann unmittelbar aus dem Dirichletschen Kriterium. 


(b) In der Voraussetzung (9*) ersetzen wir f(x) durch f(x) — Ss . Da diese Funktion einer’ 
Bedingung der Gestalt (9) genügt, ist das Integral 2 


f Ir) - = gle) da (5*) 


auf Grund des Bewiesenen konvergent. Damit ist schon klar, daß die Integrale (5) und (10) 
beide gleichzeitig konvergieren (oder divergieren). 


7. Setzen wir etwa f(x) = sin? x im Intervall [0, oo) und » = rn, 50 ist wegen 


T 
[nrza=5 +0 ” 
0 Y 
das Integral 
0 
f sin? x» g(x) dx 
0 


(unter den obigen Voraussetzungen bezüglich g) konvergent oder divergent, sobald das Integral (10) 
konvergiert oder divergiert. 
Dagegen ist das Integral 


[ (5 — sin? ) g(x) de = — f cos 2r - 9x) dr 
0 0 


stets, d. h. unabhängig vom Verhalten des Integrals (10), konvergent. 


8. Man untersuche die Konvergenz der Integrale 
00 co d 
(a) j eC0S% sin (sin x) = A (b) [ esin# sin (sin x) z 
x 
0 0 


Lösung. (a) Es ist 
Te art 


2 
[ eros sin (sin ©) de=/|+ f =(, 
0 0 T 
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denn das zweite der letzten beiden Integrale unterscheidet sich von dem ersten nur durch das 
Vorzeichen (Substitution z = 2 — x). Auf Grund des Satzes auf S. 524 ist das Integral (a) 
konvergent. 


(b) Hier ist 
oo 
f esin? sin (sin x) de > 0, 
0 
so daß (vgl. Beispiel 6) das Integral (b) wegen der Divergenz von 
oo 
= (a >0) 
x 
- 0 
divergiert. 


9. Man untersuche, für welche Werte des Parameters u > 0 das Integral 
oo 


sin x 
_— de 
[ x# + In 
0 
konvergiert. 
Es gilt die Identität 


sin & sin & sin? x 


x# + sinz z# —. xrlzk 4 sin) 


Das Integral des ersten Gliedes auf der rechten Seite, 


oo 
[ sin x de: 
ch 
0 
ist bekanntlich (Nr. 476) stets konvergent. Wir betrachten nun das Integral des zweiten Gliedes, 


00 


sin? x 
I35 +sinz) u 
0 


Wegen 
sin? x sin? x 1 
zra# +1) xl + sine) = zug — 1) 
ist mit 
09 


da 
rn 


0 


auch das Integral (11) für u > — konvergent. Für « s — verhält sich 


oo 
sin?z dr 
xrix# 4-1) 
0 
auf Grund von Beispiel 7 wie 2 
00 


dr 
[ern 9. 
17 
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d. h., es divergiert, und mit ihm ist auch (11) divergent. Das gegebene Integral ist somit für 


u> = konvergent, für « S e divergent. 


m 


Es ist interessant, dieses Beispielim Fall u < . im Zusammenhang mit dem Dirichletschen 


Kriterium zu betrachten. Das Integral des Faktors sin x ist beschränkt, während der zweite 
Faktor 

on 

A 4 sin 
für x — oo verschwindet. Verletzt ist nur die Forderung nach der Monotonie des Faktors; das 
gegebene Integral ist auch, wie wir wissen, divergent! 


10. Man untersuche, für welche Werte der Parameter «, 8 > 0 das Integral 


oo . 
x* dx 
1+xPsinx 
0 
konvergiert. 
Wir bezeichnen den Integranden mit f(x); wenn x zwischen nr: und (n + 1) r variiert, ist 
IIENENEERINS SENDERS <f(a) < en). , 
1+[r +1)rz/sinx 1 + (nr)? sin? x 
Die Integration dieser Ungleichungen liefert 
Fe (r+)r s 
Am ll & + 
Yı + (mn +1) rn? Yı + nPnP 
NT 


wenn die Beziehung 
(n+D)r Te 


BON. IE (EN. EEE (12) 
1+4sin’z 1+4Asin?z Yı1-+- 4 
NT 1) 


berücksichtigt wird,!) und durch Summierung über » von 0 bis oo ergibt sich 


oo nezerl > Ha) de < 5 (n 5 1)° netl 


> a nei . 
n=0 Y1 +(n +1) nf n=0 Yi -+ nn? 
0 


Da die beiden äußeren Reihen gleichzeitig mit 


konvergieren oder divergieren, trifft dies auch für das zwischen ihnen eingeschlossene Integral zu. 
Das gegebene Integral ist also für 8 > 2(& + 1) konvergent, für # Ss 2(& + 1) divergent. 


11. Man bestimme, für welche Werte der Parameter &, $ > 0 das Integral 


oo 
x* dx 
1+.2P |Isin«] 
0 
konvergiert. 


1) Diese Beziehung folgt leicht aus Nr. 285, Beispiel 10, oder Nr. 309, Beispiel 9. 
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Die Methode ist die gleiche wie in Beispiel 10. Statt des Integrals (12) ist hier das Integral 


B 
[ ı __9 In (4 + YA 1) (A>1) 
1+4sinz ya? —1 
0 


zu betrachten (vgl. Nr. 288, Beispiel 14). Da für A — oo der Ausdruck 
n(A+/Y4-1) ‚mA 
a 4 
gegen 1 strebt, genügt es, das gegebene Integral mit den Reihen 
a nr In (n + 1)P 
n=1 (n + 1)P 
d.h. letzten Endes mit der Reihe 


© Inn 


In nf 
nB ” 


und 5 (n + 1)* 
n=1 


na nP=« 
zu vergleichen. 
Lösung. Das Integral ist für 8 > « + 1 konvergent, für 6 S«a + 1 divergent. 
Die Beispiele 6, 7, 9, 10 und 11 stammen von G. H. Harpy. 


12. Man untersuche alle Fälle, in denen das Integral 
oO 


dx 
= [| — 
f 1 + x“ |sin z[P 
0 


konvergiert oder divergiert, in Abhängigkeit von den Werten der Parameter & und ß (a, ß > 0). 
(a) Esseix s 1. Wegen 
IE: SEHE SIE: 0 
1+zlsinz[f 1-+z% 
ist das Integral in diesem Fall divergent (Nr. 474). 


(b) Esseix S f. Gehen wir zu der entsprechenden Reihe über (Nr. 477), so finden wir unter 
dieser Voraussetzung 
(n+1l)r En Te en 1f(n+1)r 
oo e) 0) 
> | Par ai 2 [ EEE TE 2 
= + ze lsinz|fP „=Zo 1 + (nn +z)*sin2 „=o 
0 0 


NT 


Nun ist für0 <z< 


(n+1)r 
(nr + 2)" sin2< (n +1) nezeP < (n + 1)P Ferrl =], 
Pu (n + 1l)r 
so daß die Glieder der letzten Reihe größer als die Glieder der divergenten Reihe 
u 
Ir ER n+i 


sind. Also ist das Integral auch in diesem Fall.divergent. 
(ce) Esseia> > 1. Wir stellen J als Summe J, + J, dar, wobei 
ri 2 


J -. ur 0 SSUREE. _ UHEEEBER 
= no) 1+(ne +z)esindz’ ° n=ıJ 1+ (nz — z)*sin?z 
0 
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sei. Dann ist für 0 <z< ry undn 1 


: ß 
(nr + 2)" sin?2 > (nr) (- ) — neh mitt c= 2nelPi, 
Tr 


Damit folgt 
e/2 re/2 n*lBere]2 
[ dz e dz BE | dt > ce” 
1+ (nn +z)esinz2” ) 1+tnehh male 1 +1” neih 
N) N) Ö 
mit 
oo 
a — En = ß 
c 1-+1P 
0 
Also ist 
Se + c* z . < 0 
123 2 —. aß x. 


Analog ist auch J, < oo, so daß das Integral J konvergiert. 

(d) Auf a> > 1 führt auch der allgemeine Fall, daß gleichzeitig x > 1 und & > ß ist. 
Dann gibt es nämlich ein #° > ß derart, daß x > ß’> 1 gilt. Da bei Verkleinerung von f die 
Konvergenz beschleunigt wird, liegt auch in dem allgemeinen Fall Konvergenz vor. 

Zusammenfassend können wir sagen, das Integral J ist konvergent, wenn gleichzeitig die 
Bedingung «x > Lund a > f erfüllt sind, und divergent in allen übrigen Fällen, d. h., das Inte- 
gral konvergiert für x > max (1, ß) und divergiert für x s max (1, ß). 


S 2.  Uneigentliche Integrale nichtbeschränkter Funktionen 


479. Definition des Integrals einer nichtbeschränkten Funktion. Wir betrachten nun 
eine in einem endlichen Intervall [a,b] nichtbeschränkte Funktion f(x). Wir setzen 
genauer voraus, daß f(x) in jedem Intervall [a,b — 7,0 <n<b-—.a, beschränkt 
und integrierbar, aber in jedem Intervall [b — », 5] nichtbeschränkt sei. In diesem 
Fall heißt der Punkt b eine sönguläre Stelle der Funktion f(x). 


b—-n 


Der (endliche oder unendliche) Grenzwert des Integrals f f(x) de für n—0 heißt 


das (uneigentliche) T ntegral der Funktion f(x) von a bis b, in Zeichen 


b b—n 
f f@) de = lim [ fie) de. (1) 
a n>0 a 


Ist dieser Grenzwert endlich, so heißt das Integral (1) konvergent und die Funktion 
f(x) im Intervall [e, 5] integrierbar. Ist der Grenzwert (1) unendlich oder existiert er 
überhaupt nicht, so sagt man, das Integral divergiere. 


Beispiel. 
1. Die Funktion ist beschränkt und integrierbar in jedem Intervall [0,1 — n], 
1 — :? 
0<n<1,undesgilt 


i-n 
1— 
BE Ze = arcsin x ar arcsin (l — n). 
Yı — 2 | 
0 


0 


34 Fichtenholz II 
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Für x — 1 — Ostrebt der Integrand gegen oo. Offenbar ist er in jedem Intervall (1 — n, 1) nicht- 


beschränkt, d.h., der Punkt x = 1 ist eine singuläre Stelle der Funktion In der 
Praxis begegnet man oft gerade dieser Art von Singularitäten. 1. 


Da das berechnete Integral für 7 > 0 dem Grenzwert arcsin 1 = = zustrebt, existiert das 
uneigentliche Integral 


Gegeben sei nun eine in jedem Intervall [a + 7’,5), O0 <n’<b — a, beschränkte 
und integrierbare Funktion f(x), die aber in jedem Intervall [a,a@ + n’] rechts vom 
Punkt a (singuläre Stelle von f(x)) nicht beschränkt sei. Dann wird das (wneigenitliche) 
Integral gi Funktion f(x) von a bis b durch 


j f(x) de = lim | fx) de (2) 
70 a+n’ 

Allgemein können im Intervall [a, b] endlich viele singuläre Stellen c,, €; - -» Cm-15 Cn 
liegen, in deren Umgebung die Funktion f(x) nicht beschränkt ist, während in jedem 
abgeschlossenen Teilintervall von [a,b], das keine singulären Stellen enthält, f(x) 
beschränkt und integrierbar ist. 

Wir nehmen (zur Vereinfachung der Schreibweise) an, daß es drei singuläre 
Stellen gibt, wobei zwei von ihnen mit den Endpunkten a und b übereinstimmen 


mögen und die dritte, c, zwischen ihnen liege. Dann ist das Integral über /(x) von a 
bis b durch 


c-n bd- 
Free im | 1 — f | (3) 


N1>0 \atnı c+n 
0 
definiert.!) 
Wählen wir aus dem Intervall [a, c] einen Punkt d und aus [c, b] einen Punkt e, so 
ist 


cn con 6 b—nı 
I-j+5, S=5+J 
a+n arm c+Hns 6o-+ns 


Die Existenz des he (3) ist FE mit der Existenz jedes einzelnen 
dieser vier Integrale, so daß (3) durch 


b d c e b 
[ fa) dx = S fa) de + [Aa)de + [fa)da + f fa) de 
0 a d c e 


ersetzt werden kann, unter der Voraussetzung, daß alle uneigentlichen Integrale auf 
der rechten Seite existieren.?) Diese Definition hängt nicht von der Wahl der Punkte d 
und e ab. | 

Für die uneigentlichen Integrale (2) und (3) bleibt die obige Terminologie erhalten. 


1) Es handelt sich hier um vier getrennte Grenzprozesse. — Anm. d. Red. 
2) Mit Ausnahme des Falls, daß zwei dieser Integrale divergieren, und zwar das eine gegen — co, 
das andere gegen x. 
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Beispiele. 


0 
2. I ; singuläre Stelle im Punkt x = —1, 
yi — 
—1 


0 

de de 

—=lIm ——— = lim [—aresin (—1 +7/)] = Er 

Y—a2 7-0 1-2 7 id 2 
—1 —1+n 

1 


3. Si ; zwei singuläre Stellenz = —lundz = 1, 
Yı-2 
—1 


1 dx 0 ı 
T T 
ma + [#3 
u | 1 0 


4. Man untersuche, für welche Werte des Exponenten A > 0 das uneigentliche Integral 


b 
de 

PER EBHE b | 
er 0) (4) 
G 

konvergiert. 
Im Fall A = 1 hat das Integral 
b 


[ Fear = — (db — a)I? — n12] 


a+n 


für n > 0 den Grenzwert oo oder den endlichen Wert = (b — a), je nachdem, obA>1 
oder A< 1 ist. Im FallA=1gilt 1—4 


b 
Fi & =In(b —a) Inn fürn —0). 
a-+n 
| 1 . 
‚Das Integral (4) ist also für A < 1 konvergent (sein Wert ist dann 17 (b — a)!A), fr} >1 


divergent (vgl. Nr. 470, Beispiel 2). 


5. Ein analoges Resultat, das sich von dem vorhergehenden nicht wesentlich unterscheidet, 
kann für das Integral | 


b 
er: b>a;/>0) 


angegeben werden. 

Bemerkung. Ist die Funktion f(x) im Intervall [e, b] im ‚eigentlichen‘ Sinne 
| Ob 
integrierbar (so daß’ also das Integral f f(x) de schon definiert ist), so ist die Limes- 


172 ®, 
beziehung (1) [(2) oder (3)] natürlich trotzdem gültig. Sie folgt unmittelbar aus der 
Stetigkeit des Integrals bezüglich seiner variablen oberen (bzw. unteren) Grenze (vgl. 
Nr. 305, Satz 11°). Damit haben wir das uneigentliche Integral durch Forderungen 
definiert, die für das ‚‚eigentliche‘‘ Integral von selbst erfüllt sind. 


34* 
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Zum Schluß betrachten wir eine in einem unendlichen Intervall, etwa. in [a, ©) 
gegebene Funktion f(x), die in diesem Intervall endlich viele singuläre Stellen!) habe, 
in deren Umgebung f(x) nicht beschränkt ist. Wir setzen voraus, in jedem endlichen 

A 


Intervall [a, A] existiere das Integral f f(x) dx, das gemäß der obigen Definition ent- 


17 

‚weder ‚eigentlich‘ oder uneigentlich ist. Dann kann für A — oo mit Hilfe der Glei- 
chung (1) aus Nr. 470 das uneigentliche Integral im Intervall [a, oo) definiert werden. 

Bei einem unendlichen Intervall spielt der Punkt +oo die gleiche Rolle wie die 
singulären Stellen, wenn man einen ihm entsprechenden zusätzlichen Grenzübergang 
fordert. Aus diesem Grunde kann auch der Punkt +00 eine sönguläre Stelle genannt 
werden, unabhängig davon, ob die Funktion f(x) für »— oo beschränkt bleibt oder 
nicht. 


480. Eine Bemerkung über die singulären Stellen. Wir betrachten eine in einem endlichen 
Intervall [a, 5] definierte Funktion f(x) und setzen voraus, sie sei in diesem Intervall im „eigent- 
lichen‘ Sinne nicht integrierbar. Dann gibt es im Intervall [a, b] notwendig einen Punkt c, in 
dessen Umgebung die Funktion (im „eigentlichen‘“ Sinne) nicht integrierbar ist. 

Gäbe es einen solchen Punkt nicht, so könnte jeder Punkt x des Intervalls [a, 5] in eine 
solche Umgebung o eingeschlossen werden, daß innerhalb von o die Funktion integrierbar ist. 
Wenden wir auf das System Z = {co}, durch das das Intervall [a, b] überdeckt wird, den Über- 
deckungssatz (Nr. 88) an, so läßt sich das Intervall [a, 5] so in endlich viele Teilintervalle zer- 
legen, daß in jedem von ihnen die Funktion integrierbar ist. Daraus würde folgen, daß sie in 
ganz [a, b] integrierbar ist, was der Voraussetzung widerspricht. 

Der Punkt c wird ebenfalls singulär genannt: Es ist so, als ob sich in ihm die Eigenschaft 
einer Funktion, nicht integrierbar zu sein, „‚verdichtet‘‘. Es kann mehrere, sogar unendlich viele 
singuläre Stellen geben. Bei der Dirichletschen Funktion (Nr. 300, Beispiel 2) liegen z. B. die 
singulären Stellen im ganzen Intervall [0, 1] dicht. 

Wir beschränken, uns nun auf den Fall endlich vieler singulärer Stellen c,, C1 -.-., C. In 
diesem Fall ist die Art der Singularität, die in diesen Stellen auftritt, leicht zu erkennen: In der 
Umgebung jeder dieser Stellen ist die Funktion nicht beschränkt (die bedeutet, daß auch die 
Nichtbeschränktheit ein Grund für die Nichtintegrierbarkeit im „eigentlichen“ Sinne ist). Um sich 
davon zu überzeugen, braucht man nur eine einzige singuläre Stelle 5 zu betrachten. Die Funk- 
tion f(x) sei für jedes n> 0 (n< 5b — a) im Intervall [a, 5 — n] integrierbar (also notwendig 
auch beschränkt), sie sei aber nicht integrierbar im Intervall [b — n, b]. Man muß zeigen, daß 
unter diesen Voraussetzungen die Funktion in der Umgebung von b nicht beschränkt bleiben kann. 
Den Beweis führen wir indirekt. Für alle x aus [«, b] gelte 


/a)| sZ (L = const). 
Wir geben eine beliebige Zahl e> 0 vor und wählen n < Er . Für das Intervall[a,b —n], 
in dem /(x) integrierbar ist, läßt sich zu der Zahl = ein solches ö > 0 finden, daß bei Zerlegung 
des Intervalls in Teilintervalle der Länge Ar; < ö die Ungleichung 


Z oda < — 
;’ 3 


erfüllt ist; die w;- bezeichnen wie früher die entsprechenden Schwankungen der Funktion (vgl. 
Nr. 297). Darüber hinaus können wir noch ö < n voraussetzen. Wir zerlegen nun das ganze 
Intervall [a, 5] in Teilintervalle der Länge Az; < ö; dabei entspreche Ax,- den Teilintervallen, 
die innerhalb von [a, b — n] liegen, und Az;,, den übrigen. Von diesen kann nur eins teilweise 


1!) Es kann auch unendlich viele singuläre Stellen geben, sobald in jedem endlichen Intervall 
[a, A], A > a, eine endliche Anzahl enthalten ist (die mit A unendlich groß werden kann). 
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außerhalb von [a, 5b — n] liegen, und zwar dann, wenn der Punkt 5 — n selbst nicht zu den Teil- 
punkten gehört. Dann ist wie oben 


Fi B 

andererseits gilt 
2 a;rAz;e < 2L 23 Ax;r <2Ln +6)<4Im< — i 
L g’’ 


Also ist schließlich 
ZwAg = tL%<e. 
i g.’ 


Die Funktion f(x) ist also im ganzen Intervall [a, 5] integrierbar (vgl. Nr. 297) und der Punkt 5 
nicht singulär, im Gegensatz zur Voraussetzung. Damit ist der Beweis beendet. 

Im Fall endlich vieler singulärer Stellen sind diese dadurch charakterisiert, daß in ihrer Nähe 
die Funktion aufhört, beschränkt zu sein; dies führten wir auch in der Definition der singulären 
Stellen in Nr. 479 an. 


481. Anwendung des Hauptsatzes der Integralrechnung. Beispiele. Eine Funktion (x) 
sei im Intervall [a, 5] definiert und in jedem Intervall [a,b — n] im „eigentlichen“ 
Sinne intergrierbar, während b eine singuläre Stelle der Funktion f(x) ist. Wenn es zu 
f(x) im Intervall fa, b), d.h. für a < x < b eine Stammfunktion F(x) gibt, so ist 


b—n 
S fo) de = Fb — n) — Füü)= Fa)”, 


a 


und die Existenz des uneigentlichen Integrals (1) ist der Existenz des endlichen 
Grenzwerts lim F(b — n) äquivalent. Wenn dieser Grenzwert existiert, so kann man 


7>0 
ihn natürlich als Wert F(b) der Stammfunktion an der Stelle x = b nehmen, wodurch 
die Stetigkeit von F(x) im ganzen Intervall [a, b] erreicht ist. Zur Berechnung des 
Integrals (1) erhalten wir dann die übliche Formel 


D 
[ I) dx = Fb) — Fa) = Fa)].. (5) 


Sie gilt auch dann, wenn die singuläre Stelle im Innern des Intervalls liegt oder wenn 
es mehrere singuläre Stellen gibt, aber — und darauf muß besonders hingewiesen 
werden — unter der Bedingung, daß die Stammfunktion F(x), deren Ableitung über- 
all mit Ausnahme der singulären Stellen die Funktion f(x) ist, auch in diesen singu- 
lären Stellen stetig ist. Die Existenz einer solchen Stammfunktion gewährleistet die 
Existenz des uneigentlichen Integrals. 


Bemerkung. Sprechen wir von einer „Stammfunktion“ F(x), so können wır sie 
in einem weiteren Sinne verstehen: F(x) muß überall, mit Ausnahme der singulären 
Stellen und auch eventuell mit Ausnahme endlich vieler weiterer Punkte (sofern in 
diesen die Funktion F(x) stetig ist) die Ableitung f(x) haben (vgl. Nr. 310). 

Ersetzen wir in der grundlegenden Formel (5) b durch x und /(x) durch. F’(z), so 
können wir (5) wie in Nr. 310 in der Form 


F(x) = F(a) + [F) de 
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schreiben. Somit läßt sich zu jeder gegebenen Ableitung F’(x) eine Stammfunktion 
F(x) aufstellen, sobald die Ableitung (wenigstens uneigentlich) integrierbar ist. 


Beispiele. 


8 
1. 4 ; singuläre Stelle x = 0. Da die Stammfunktion Z x?/2in diesem Punkt stetig ist, 
Yx 
1 


existiert das Integral: 


2 
= - existiert nicht, da die Stammfunktion In |? — 1| in den singulären Punkten 


2. ie 
— 
x = +1 des Integranden unendlich wird. 
1 
arcsin x 
yı — 2 


0 2 
x = 1 stetig; folglich existiert das Integral (und ist gleich ZT). 


dx; singuläre Stelle x = 1. Hier ist die Stammfunktion — (arcsin x)? für 


1 ‘s 
4. J In x dr; singuläre Stelle x = 0. Die Stammfunktion z In x — x strebt für x — 0 gegen 


0 
den Grenzwert 0. Schreiben wir ihr für x = 0 diesen Wert zu, so ist 


1 
[In x de = («inz- al, = 1, 
0 
2 
5. ———; singuläre Stelle x = 1; es gilt 
z V3x? — 2x7 — 1 
1 
2 
de .z-+1l? x . 93 
m = —arcsın = — — 2atcsın —. 
x Va? — 2x — 1 22 |, 2 4 


2 
6. [ e - ; singuläre Stelle x = 1. Das Integral existiert nicht, da die Stammfunktion 
n& 


1 
In In x für x — 1 gegen oo strebt. 


482. Bedingungen und Kriterien für die Existenz eines Integrals. Wir beschäftigen uns 
nur mit dem Fall, der mit der Definition (1) verknüpft ist, da er auf die anderen Fälle 
ohne Schwierigkeiten übertragen werden kann. Dabei beschränken wir uns wegen der 
Analogie zu den uneigentlichen Integralen über ein unendliches Intervall [a, oo) auf 
die Formulierung einiger grundlegender Sätze. Die Beweise werden so wie oben geführt. 
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Das uneigentliche Integral (1) ist, falls f(x) eine positive Funktion ist, genau dann kon- N 
vergent, wenn für allen > 0 die Ungleichung \ 


b—n 
f f«)desL (L = const) 
erfüllt ist. 
Die Vergleichskriterien aus Nr. 474 lassen sich in diesem Fall mit fast den gleichen 


Ausdrücken formulieren und beweisen. Wir geben ohne Beweis die daraus resultie- 
renden Cauchyschen Kriterien an. 


E. 


Für einen hinreichend nahe bei b liegenden Wert x habe die Funktion f(x) die Gestalt 


fix) = er (> 0). 


b 


Dann ist das Integral | f(x) dx 


177 
a) konvergent für A < 1 und g(x) < C< 00, 
b) divergent für zZ1lundgle) Zce>0. 


— 


Die häufigere und für die Praxis geeignetere Form des Kriteriums lautet: 
Wird die Funktion {(x) für x — b von der Ordnung A > 0 unendlich groß (im Ver- 
b 


1 
gleich zu Te —)> so ist das Integral f f(x) dx konvergent oder divergent, je nachdem 
a 


obiA<loderi ZLlist. 


Beispiele. 
1 
1. ne Der Integrand wächst für x — 1 von der Ordnung — über alle Grenzen: 
yi — 
0 


1 1 1 


: :; U ee. Te für z>1. 
yı — Yı-x \i+ce+?+ Ya 


Folglich ist das Integral konvergent. 


1 
2. BEREREFE. EEBEFER (k® < 1). Der Integrand wächst von der Ordnung > gegen 00; 
Yı — 22) (1 — Ra?) e 
0 
das Integral ist konvergent. 


1 
3. f x# In x dx. Im Fall u > 0 strebt f(x) = x* Inx mit x gegen 0, so daß das Integral im 


0 
„eigentlichen“ Sinne existiert. Im Fall u S 0 ist der Integrand für x = 0 unendlich groß. 
Im Fal0> u> —1 ist, wenn A die Forderung 1 > > ul = —u erfüllt, 


z# In x E 
_—_  _—_  — zritulnz—>0 für 2-0; 


geh 
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1 


Da das Integral F = konvergiert, ist auch das gegebene Integral konvergent (nach einem zu 
x 


0 
Satz 2 aus Nr. 474 analogen =u)2): 


Im Fallu s —1 ist das Integral / x= dx und damit erst recht das gegebene Integral diver- 
gent, denn es gilt 


urn =Iinr>o für 20 
ch 
(nach dem gleichen Satz). 
Weitere Beispiele sind in Nr. 483 zu finden. 


Wenden wir das Kriterium von BOLZANo-CAUcHY an, so erhalten wir das folgende 
allgemeine Konvergenzkriterium: 
b 
Ein uneigentliches Integral f f(x) dx, wobei b ein singulärer Punkt des Integranden 


sei, ist genau dann konvergent, wenn jeder Zahl e > 0 eine Zahl ö > 0 derart entspricht, 
daß für allen, n mtO <n<ö6undO <n < 6 die Ungleichung 


b—-n’ 
[r@)de|<e 
b—n 


erfüllt ist. 


Daraus folgt wie Tem f 
b 
Wenn das Integral [ f{x)| dx konvergiert, so ist?) das Integral | f{x) dx erst recht kon- 
vergent. au 
Die Umkehrung zii im allgemeinen nicht. Daher ist auch hier der Fall gesondert 
b b 


zu betrachten, daß außer dem Integral f f(x) de auch das Integral f I/(x)| de kon- 


a 17 
vergiert; das erste Integral heißt dann absolut konvergent und die Funktion f(x) absolut 
integrierbar im Intervall [e, b]. 
Auch hier läßt sich eine der letzten Behauptung aus Nr. 476 analoge Behauptung 
beweisen: 


Ist eine Funktion f(x) im Intervall [a, b] absolut integrierbar und eine Funktion g(x) 
in [a, b] im ‚„eigentlichen‘‘ Sinne integrierbar, so ist die Funktion f(x) g(x) ebenfalls in 
[a, b] absolut öntegrierbar. 

Der Zusammenhang mit unendlichen Reihen wird durch den folgenden Satz her- 
gestellt: 

b 
Ein uneigentliches Integral f f(x) dx (wobei b ein singulärer Punkt des Integranden ist) 


a 


!) Wir wenden auf die Funktion x“ In x die Kriterien an, die für positive Funktionen definiert 
sind, denn sie läßt sich einfach durch Änderung des Vorzeichens auf eine positive Funktion 
zuückführen. 

2) Unter der Voraussetzung, daß die Funktion f(x) in jedem Intervall [a,5d — n], n> 0, im 
„eigentlichen Sinne integrierbar ist. 
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ist genau dann konvergent, wenn für jede gegen b strebende Folge von Zahlen a, die 
Reihe 


°° On41 


& J to) dx m=a;asa,<b) 


n=0 a, 


gegen ein und dieselbe Summe konvergiert; diese Summe ist der Wert des uneigentlichen 
Integrals. 


Wir geben als Beispiel ein Integral an, das zwar konvergent, aber nicht absolut konvergent 
ist. Für 0 < x S 2 setzen wir 


at. SIE 2 
f{x2) = 2x sin — — I 008. 
x? x x? 


Diese Funktion ist für x > 0 stetig. Ihr einziger singulärer Punkt im Intervall [0, 2] liegt im 
Punkt x = 0. Ihre Stammfunktion lautet, wie man leicht nachprüfen kann, 


We 
F(x) = ©? sin — 


und hat für x — 0 den Grenzwert F(+0) = 0. Also ist das Integral konvergent: 


2 

2 zu 
IESE: — x? sin = — 2%2. 
) az. 


2 
Um zu erkennen, daß das Integral f \/(x)| de divergiert, muß man es als Reihe schreiben. Zu 


diesem Zweck wählen wir eine Nullfolge {a,}, indem wir 


2 1 
a 2, dor > —— = Kl, 29.3 
0 2k-ı le _1 Ogk vr ( ) 


setzen. Dann ist 


z [IMalde> 2 [Ife)l dr. 
n=1 0, k=1 Ag 


E Te Te FR. Te 
Im Intervall [ag;, @,-ı]), d.h. fürn z — Zkn — a. haben sin — undcos — entgegen- 
x x x 


gesetztes Vorzeichen, so daß f(x) sein Vorzeichen beibehält; deshalb gilt 


A3k-1 Ask-ı 
2 1 
— = F ae F — — — 
[werde =| re) ar|= Plan) - Fan = > 7 
Q2% Ggx 


s oo 
Auf Grund der Divergenz der harmonischen Reihe % zZ divergiert die gegebene Reihe und 
somit auch das gegebene Integral. k=ı k 


483. Beispiele. 
1. Man untersuche die folgenden Integrale auf Konvergenz: 


7) 1 Ar 1 4 
d X 
(a) REEL... EEREHRNEN (b) Fer (c) n- z 
Yeos po — cosO Vx(e® — e”2) nz 
ri) 0 


0 
en u] j 
cos 6 — sin O\P? 
s = 0.0 2 00, 
(d) 3 (tan z)P de, (e) Mer e 
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Lösung. (a) Der singuläre Punkt ist 9 = 6. Da die Ableitung 


COS@ — cos 


lim 
90 9 —0 


— sın O 


1 
existiert, wächst der Integrand (für g — 0) von der Ordnung 5 (bezüglich - 
‚Das Integral konvergiert. ' 0ı—p 


(b) Singulärer Punkt ist x = 0. Wegen 


) gegen co. 


ist die Ordnung des Integranden (bezüglich EN gleich — . Das Integral konvergiert. 
z 


(c) Hier ist 


In x 


—1 für 1, 
z—1 


die Ordnung (bezüglich ) also gleich 1. Das Integral divergiert. 


1—x 
(d) Fürp > Oist = ‚ fürp < Oist 0 der singuläre Punkt. In beidenFällen wächst der Inte- 


grand von der Ordnung |p| gegen oo. Also ist das Integral für |p] < 1 konvergent, für |p| > 1 
divergent. 


(e) Für p> 0 ist — vr für p < Oist Fr der singuläre Punkt. Weiter vgl. (d). 


2. Man untersuche das Verhalten der folgenden Integrale: 


1 1 
(a) [ Dr a, (b) 7% (0,6 > 0), 
yı — 2 In x 
0 0 
n/2 r/2 
(c) «f Insin x dr, (d) [Injsim9— 2] (M<1). 
0 0 


Lösung. (a) Für x — 1 strebt der Integrand gegen 0. Der singuläre Punkt ist x = 0. Es sei 
0<A< 1; dann ist 


2 
Me een 
ı-a t Yı — 22 

Konvergenz. 


(b) Für x — 1 finden wir nach der !’Hospitalschen Regel, daß der Integrand einen endlichen 
Grenzwert hat (der gleich b — a ist.) Der singuläre Punkt ist x = 0 (wenn mindestens eine der 
Zahlen a und 5 kleiner als 1 ist, was wir auch voraussetzen wollen). Der Quotient aus Integrand 


und Zähler ist gleich — und strebt mit x gegen 0. Auf Grund der Konvergenz des Integrals 
i x 


f („81 — 20-1) dr ist auch das gegebene Integral konvergent. 
0 


(c) Singulärer Punkt: x = 0. Es sei 0 <A < 1; dann ist 


In sin x ea N, - 
Ä = [——] sinz-Insinze—0 für r_0. 

1 sin 2 

zi 


Konvergenz. 
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(d) Wir setzenk= sinw [O0 <o< 3) ‚ der singuläre Punkt liegt dann in 0 = w. Es sei 
wieder 0 <A << 1. Dann strebt 
In [sin — sin’ wo] 0—w 
r — 
| — oj? 


2 
[sin 6 — sin w|? {In |sin 9 — sin o| + In (sin 0 + sin o)} 


sin® — sino 


für 0 > w.gegen 0. Konvergenz. 


3. Man untersuche das Verhalten der Integrale 


1 1 
(a) f za — a)d1de, (b) 1) 1 — a)d-Ilnzde. 
0 0 
Lösun g. (a) Füra < 11ist 0, für < List 1 die singuläre Stelle. Wir zerlegen das Integral 
ı ıa ı 
etwa wie folgt: J — f + f- Da der Integrand für x — 0 (im Falla < 1) vonder Ordnungi1 — a 
0 1/2 


unendlich groß wird, konvergiert das erste Integral nur unter der Bedingung 1 — a < 1, also 

a > 0. Analog konvergiert das zweite Integral für b > 0. Das gegebene Integral ist also genau 

dann konvergent, wenn gleichzeitig a > 0 und 5 > O gilt. 
e 1/2 

(b) In bezug auf den Punkt x = 0 gilt dasselbe wie in (a). Es genügt, das Integral f unter 


der Voraussetzung a Ss 1 zu betrachten (für a > 1 existiert es im „eigentlichen“ Sinne). Die 
ir ya verläuft wie in Beispiel 3 aus Nr. 482. Das Integral konvergiert wie in (a) für 
es Es auf den Punkt x = 1 verhält es sich hier anders als in (a), dalnz für —1 von 
erster Ordnung verschwindet. Das Integral [ existiert für 5b > —1. 
Die Bedingungen für die Konvergenz Pie REN UEREN Integrals lauten also a > 0,5 > —1. 


sin?-1op do 
1 + kcosgpit 


Lösung. Da der Fallk < 0 auf den Fall k > 0 durch die Substitution g = rn — 9, zurück- 
geführt werden kann, beschränken wir uns auf k = 0. Außerdem ist in jedem Fall für die Kon- 
vergenz des Integrals notwendig n > 0; sonst würde der Integrand für > 0 (oder 9—n) von 
der Ordnung > 1 unendlich groß werden. 

Für k <'1 ist diese Bedingung auch hinreichend. Für k = 1 kann das Integral nicht konver- 
gieren, da dann der Integrand fürg > r von n-ter Ordnung uneüdlich groß wird. 


1 
Schließlich sei k > 1. Dann gibt es noch die sinzuläre Stellex = arccos | — r) Füro>a 


strebt der Integrand von n-ter Ordnung gegen 00; das bedeutet, daß zur Konvergenz des Inte- 
grals noch n < 1 gefordert werden muß. 

Das Integral konvergiert also erstens für0 Sk < 1 und n > 0 oder zweitens fürk > 1 und 
0<n<1;in allen übrigen Fällen ist es divergent. 


5. Man untersuche die folgenden Integrale: 


(a) [ — ‚0b Fi DE dr, (e) J 2p-1 2 de. 
9) 
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Lösung. (a) Singuläre Stellen sind oo und (für a < 1) auch 0. Wenn wir das Integral in 
co 1 00 


zwei Integrale zerlegen, J= J + J so. konvergiert das erste für @ > 0 (es wird unendlich 


groß von der Ordnung 1. — (4 < 1 bezüglich x), das zweite für a < 1 (es verschwindet von der 


Ordnung 2 — a > 1 bezüglich en Also ist das Integral für 0 < a < 1 konvergent. 
x 


co 1 co 
(b) Singuläre Punkte: und 0. Zerlegung des Integrals: f — f + f . Wählen wir 
0<A< 1, so gilt 00 1 

In x 1 xilnz 


1 
das Integral f konvergiert. Nun sei 1< «< 2; dann gilt 
0 


In & 1 x Inx 
1422 14 20% 


oo 


o 
d. h., auch f konvergiert. Daraus folgt die Konvergenz von f ; 
1 ) 


ei 
(c) Singuläre Punkte: oo und 0 (für <|1). J existiert nur für 9 > 0 (es verschwindet von 


(1 — p)-ter Ordnung bezüglich ). / ARTEN für jedes p, denn es ist, wenn wirein A>1 
wählen, 


Pi et gi+p-1 


1 e? 
gi 


0 für zo. 


\ 
oo 


Also existiert f fürp>d. 


0 
In den beiden folgenden Beispielen setzen wir voraus, die ineinemendlichen (oder unendlichen) 
Intervall [a, b] zu betrachtenden Funktionen mögen dort (oder, falls das Intervall unendlich ist, 
in jedem endlichen Teilintervall) höchstens endlich viele singuläre Stellen haben. 


6. Man beweise: 


(a) Ist die Funktion f? integrierbar, so ist die Funktion f selbst notwendig absolut integrierbar 
(eine solche Funktion heißt quadratisch integrierbar). 


(b) Sind zwei Funktionen f und g quadratisch integrierbar, so ist auch ihre Summe {+9 
quadratisch integrierbar. 


(c) Unter denselben Voraussetzungen ist das Produkt /g eine (absolut) integrierbare Funk- 
tion. 


Auf Grund des Vergleichskriteriums folgen diese Behauptungen leicht aus den Ungleichungen 


ns, vr <ar+9m. is IE. 


7. Für Funktionen mit dieser Eigenschaft können dieselben Ungleichungen aufgestellt 
werden wie in Nr. 321 für Funktionen, die im ‚eigentlichen‘ Sinne integrierbar sind. Ist in 
allen Fällen 5 ein singulärer Punkt (b kann auch oo sein), so braucht man jede Ungleichung nur 
für das Intervall [a, x,] mit a < x, < b aufzuschreiben und dann x, gegen b streben zu lassen, 
um die Gültigkeit dieser Ungleichung auch für uneigentliche Integrale nachzuweisen. Dabei 
folgt aus der Konvergenz der Integrale auf der rechten Seite der Ungleichung die der Integrale 
auf der linken Seite, ähnlich wie in Nr. 375, Ergänzung 8, bei den unendlichen Reihen. 
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484. Die Hauptwerte uneigentlicher Integrale. Im Intervall [a, 5] sei eine Funktion f(x) ge- 
geben, die nur einen singulären Punkt c im Innern von [a, 5] habe und in jedem Teilintervall, 


das c nicht enthält, (im „eigentlichen“ Sinne) integrierbar sei. Das uneigentliche Integral von a 
bis 5 wird dann, wie wir sahen, definiert durch 


b c-n bb 
Sf t«) im TH 


n>0 la c+n’ 
n—0 


wobei der Grenzwert bei voneinander unabhängigem Grenzübergang bezüglich 7 und n’ existie- 

ren muß. Existieren diese beiden Grenzwerte nicht, so erweist es sich als nützlich, den Grenz- 

wert dieses Ausdrucks zu betrachten, wenn n und n’ gleich sind und gegen 0 streben: „= n’—0. 

Existiert dann dieser Grenzwert, so nennen wir ihn, wie schon CAucaYy es getan hat, den Haupt- 
b 


wert des uneigentlichen Integrals f f(x) de und schreiben 
171 


b cn 5b 
V.p. | fa) de = ml 
a rn>0 (a c+n 
(V. p. ist die Abkürzung für valeur principale (franz.) = Hauptwert). In diesem Fall sagt man, 
b b 


das Integral 1) Kx) de existiere im Sinne des Hauptwerts. Existiert f f(x) dx als uneigentliches 
17 


174 
Integral, so existiert es offenbar auch im Sinne des Hauptwerts; die Umkehrung gilt im all- 
gemeinen nicht. 


Beispiele. i 
b 
1. Das Integral [ 2 (a <c<b) existiert nicht als uneigentliches Integral, denn der 
Ausdruck E Mit 
cn b 
f dr + dr — In oe + In I 
x —c e—c c—4a N 
a c+n 


hat keinen bestimmten Grenzwert, wenn n und n’ unabhängig voneinander gegen 0 streben. 
Verknüpfen wir aber n und n durch die Forderung 7’ = n, so erhalten wir den in Wirklichkeit 
von n unabhängigen Ausdruck 


a c+n 
so daß der Hauptwert des Integrals existiert: 


b 
ven. | 2 m 
.—c c—.a = 


& 


de 
(x — ec)" 


[73 
für ungerades n existiert es nicht als uneigentliches Integral. 
Wir betrachten den Ausdruck 


c-n b 


ex _& _Ai [1 ____,41 | 
(Er at 
17 c+n 


(a <e<b;n > 2) wächst für gerades n über alle Grenzen; 


b 
2. Das Integral f 
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der für ungerades rn von n unabhängig ist. So lautet in diesem Fall auch der Hauptwert: 


b 
dr N 1 N 
.p. ee a de). 
v.p [ or n—1 Peer Fee IE ERNEN, 
17 


r/2 
d 
— : (0.<k<1). Der Integrand 


3. Wir betrachten nun das divergente Integral [ Lo 
— si 


0 
hat eine singuläre Stelle für x = arcsin k, und für 0 > « strebt er von erster Ordnung gegen oo. 


Es gilt 
d6 BERARDER. SEE _  k-sind 
k — sin O yı — ı 1— ksinO — YlL — k2cosQ 
1 sina — sin O 
—— In | — 
Mi — 1 — cos (x — 6) 
und daher 
&—n nri2 j B 
1 = sin « — sin (0 — 7) een 
Yı — r sin(& +7) — sin«a sına . 
0 tn 


Für n — 0 strebt das Argument des ersten Logarithmus gegen 1 (davon kann man sich leicht 
überzeugen, wenn man die Unbestimmtheit mit Hilfe der l’Hospitalschen Regel beseitigt). 
Schließlich erhalten wir 


r/2 
PaRR SER 2 
k—sind yı— k 
0 


In einigen Fällen kann man im voraus feststellen, ob der Hauptwert eines Integrals existiert, 
Wir wollen so einen Fall betrachten. Gegeben sei das Integral | 


b 
f de 
x)’ 


wobei die Funktion f(x) im Intervall [a, 5] stetig sei und nur in einem Punkt c aus dem Innern 
dieses Intervalls verschwinde. Wir setzen voraus, es existiere in der Umgebung des Punktes c 
die erste Ableitung f’(x), die für x = c von 0 verschieden sei; ferner existiere in diesem Punkt 
die zweite Ableitung f”(c). 


Da m für £—c von erster Ordnung gegen oo strebt und dabei das Vorzeichen beim 
x 
Durchgang von x durch c wechselt, existiert das gegebene Integral nicht. Wir wollen 'nun zeigen, 
daß es im Sinne des Hauptwertes existiert. 


EEE. BRERER 
fe) Fa)@-e) 


diese Funktion ist für x =+ c stetig. In der Umgebung von x = c gilt auf Grund der Taylorschen 
Formel mit dem Peanoschen Restglied (Nr. 124) 


+ o(2); 


fe) = Po) (@- 0) + 1”) + ta) FE, 
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wobei a(x) für £ — c verschwindet. Dann ist offenbar 
— 1°C) + ola)] 
ro |reo + Fe «-] 


so daß o(x) in der Umgebung von x = c beschränkt bleibt und folglich sogar im „eigentlichen“ 


oa) = — 


Sinne integrierbar ist. Da für das Integral im Sinne des Hauptwerts existiert 


1 
fo) (@ — ec) 
(vgl. Beispiel 1), gilt dies auch für das gegebene Integral. 
Mit Hilfe dieses Kriteriums läßt sich z. B. leicht der Hauptwert in Beispiel 3 nachweisen. 
Ein anderes Beispiel kann zur Definition einer wichtigen nicht-elementaren Funktion dienen, 
des sogenannten Integrallogarithmus oder Logarithmus integralis: 


oO 
, IE- 
ha= —, 
In x 
0 


Dieses Integral konvergiert nur für 0 <a <1; füra > 1 ist esim Sinne des Hauptwerts zu 
verstehen. 

Es ist leicht, den Begriff des Haupt werts auch auf den Fall beliebig vieler, aber endlich vieler 
singulärer Punkte im Innern des zu betrachtenden Intervalls zu übertragen. 

Bis jetzt haben wir die Möglichkeit einer singulären Stelle in den Endpunkten des Intervalls 
ausgeschlossen; dies brauchen wir aber nicht zu tun, wenn diese Singularitäten im normalen 
Sinne integrierbar sind. 


4. Zum Beispiel sei das als divergent bekannte Integral 


: ga 
[ dx (.>0) 
1—x 


0 


gegeben. Hier sind der Punkt x = 1 und (für a < 1) der Randpunkt x = 0 singuläre Stellen. 
In diesem Fall läßt sich 


2 in 2 


| 29-1 
V.p. dx = lim + 
1—x >0 
0 


0 i+n 


leicht auf das (für « < 1 uneigentliche) Integral 


1 ) 
01 _[ 1 
d-ya—-d+N 
i \ 
0 
zurückführen. 

Zum Schluß betrachten wir noch eine Abart des Hauptwerts, die oft benutzt werden kann. 
Ein Integral, das sich über das nach beiden Seiten unendliche Intervall (—oo, oo) erstreckt, 
wobei wir im Innern des Intervalls keine singulären Punkte voraussetzen, kann bekanntlich 
durch die Limesbeziehung 


oo 4A 
[.ie«) de = lim [ fa) de. 
= A>oo 4’ 
A’—>— 0 
definiert werden; dabei muß angenommen werden, daß die Grenzübergänge bezüglich A und A’ von- 
einander unabhängig sind. Es kann sich jedoch erweisen, daß in diesem Sinne kein Grenzwert, 


544 XIII. Uneigentliche Integrale 


existiert, daß es aber einen Grenzwert gibt, der der speziellen Voraussetzung 4’ = —A ent- 
[e 6) 


spricht. Auch er heißt Hauptwert des Integrals f f{z) dx, und man schreibt 


—co 


V.p. Ss f(x) de = lim [ x) de. 
A>w —A 
Ist z. B. die Funktion f(x) ungerade, so ist ihr Integral über das zum Nullpunkt symmetrische 
Intervall (— A, A) gleich 0, so daß auch 


V.p. f x) de = 0 


— co 


°o 
ist, obwohl das uneigentliche Integral | f(x) de nicht zu existieren braucht (wie z. B. für die 


Funktion sin x). er 
Ist die Funktion f(x) gerade, so gilt 


A A 
[ ia) de = 2 f f(x) dx; 
—A 0 


N A 


der Grenzwert dieses Integrals existiert genau dann, wenn lim f f(x) dx existiert, d. h., es 


A—>X 0 
00 oo 


existiert das uneigentliche Integral J f(x) dx und damit auch f f(x) dx. Der Hauptwert des 
— 00 
Integrals im Fall einer geraden Funktion existiert also nur gleichzeitig mit dem uneigentlichen 
Integral (und ist diesem natürlich gleich). 
Jede (in einem endlichen Intervall integrierbare) Funktion f(x) kann als Summe einer geraden 
und einer ungeraden integrierbaren Funktion dargestellt werden: 


fie) = gla) + ya) = HIN „ an, 
Aus dem oben Gesagten ist jetzt klar, daß 


v2 [fe)de= J plz) de 


— 00 = 00 


gilt, wenn das rechte uneigentliche Integral existiert. 
Die Funktion - au 


teil 
1 


; und dem ungeraden An- 


— besteht z. B. aus dem geraden Anteil 1 
x 


>. Wir können sofort den Hauptwert angeben: 
© 


u (an 


485. Eine Bemerkung über verallgemeinerte Werte divergenter Integrale. In Kapitel XI, $9, 
beschäftigten wir uns mit divergenten Reihen und schrieben ihnen mit Hilfe verschiedener 
Regeln eine „verallgemeinerte Summe“ zu. In ähnlicher Weise gibt es Methoden, die auch den 
divergenten Integralen einen „verallgemeinerten Wert‘ zuordnen. In Nr. 484 taten wir dies 
schon, und zwar dadurch, daß wir einige vereinfachende spezielle Forderungen beim Grenz- 
übergang einführten, die die Konvergenz erzwangen. Jetzt meinen wir aber wesentlich andere 
Prozesse, ähnlich denjenigen, die wir bei divergenten Reihen benutzten. Wir beschränken uns 


—00 
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auf zwei Beispiele für solche Prozesse, und zwar auf Analoga zur Cesäroschen und zur Abel- 
Poissonschen Methode für Reihen. 


I. Eine Funktion f(x) sei definiert für <> 0 und in jedem endlichen Intervall [0, x] im 


„eigentlichen“ Sinne integrierbar, aber nicht integrierbar im Intervall [0, oo). Wir definieren 
eine Funktion F(x) durch 


LT 

F(a) = [ ft) dt 

0 

1 z 
und bilden den Mittelwert = [ F(u) du. Existiert für ihn ein endlicher Grenzwert, 
0 
ı 

lim = F(u)du = I, 
zoo T 

0 


so wählen wir diese Zahl als ‚„‚verallgemeinerten Wert‘‘ des Integrals. 
Wir wenden diesen Prozeß z. B. auf das uns bekannte divergente Integral 


co / 
f sin x de (6) 
0 
an (vgl. Nr. 472, Beispiel 4). Hierbei ist f(x) = sin x, F(x) = 1— cosx und 
x 
se Een ey 
>00 7 >80 rn 


Der „verallgemeinerte Wert‘ des divergenten Integrals (6) ist also gleich 1. 
Auch hier ergibt sich natürlich die Frage nach der Regularität dieser Methode, d. h., ob diese 
Methode dem konvergenten Integral 


OO 
S te) dx, (7) 
0 f 
das nach der Definition aus Nr. 470 einen endlichen Wert, etwa I, hat, dieselbe Zahl I auch als 
„verallgemeinerten Wert‘ zuschreibt. Wir wollen zeigen, daß dies der Fall ist. 
Zu einer beliebigen Zahl e > 0 gibt es infolge der Konvergenz des Integrals (7) ein x, > 0 
derart, daß für x > x, die Ungleichung 


F@—-1<Z mit Fa) = ff) de 
0 


erfüllt ist. Setzen wir x > x, voraus, so gilt 


| rw a - -— [rw —nau 
0 0 


T 


x c T — Xp 
0 


E77) 
also 
7) 


2 (mwau-1<- [rw -na|+ ——, [ rw -Nau. 
x x  ——-% 
0 0 2 \ 
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Der zweite Summand auf der rechten Seite ist kleiner als = (auf Grund der Wahl von x,), für 


den ersten gilt für hinreichend große x das gleiche; damit haben wir 


Pn 
Fa CL <e, 
Mn 


0 
so daß tatsächlich 


x 
lim — [wa =1 
soo % 
0 


ist, was zu beweisen war. 


II. Jetzt ordnen wir einer gegebenen Funktion /(z), für die das Integral (7) nicht existiert, 
ein’anderes Integral 


© . 
[et x) de 
0 

zu. Ist dieses Integral für k > 0 konvergent und besitzt es einen endlichen Grenzwert, 


[0.0] 
lim f etz H(z)de= I, 
k>0 0 


so läßt sich dieser Grenzwert auch als ‚„‚verallgemeinerter Wert‘ des divergenten Integrals (7) 
auffassen. 
Zum Beispiel betrachten wir wieder das Integral (6). Da 


oO 


1 

-kz 7 d et EEE 

iE sin x .= 7 7 
0 


(vgl. Nr. 472, Beispiel1) für k — -+0 gegen 1 strebt, ergibt sich hier auch als ‚„‚verallgemeinerter 
Wert‘ von (6) die Zahl 1. 


$3. Eigenschaften und Umformung uneigentlicher Integrale 


486. Die einfachsten Eigenschaften. Wir wollen Funktionen betrachten, die (im 
„eigentlichen“ oder uneigentlichen Sinne) ineinem endlichen oder unendlichen Inter- 
vall [a, b] integrierbar sind; a und b brauchen also nicht nur endliche Zahlen zu sein, 
sondern. können auch —co oder co bedeuten. Die einfachsten Eigenschaften un- 
eigentlicher Integrale sind denjenigen vollkommen analog, die für „eigentliche“ 
Integrale gelten (Nr. 302—306), und lassen sich aus ihnen durch ein einheitliches 
Verfahren herleiten. Da die uneigentlichen Integrale Grenzwerte ‚„eigentlicher“ 
Integrale sind, genügt es im allgemeinen, in den Gleichungen und Ungleichungen für 
„eigentliche“ Integrale zum Grenzwert überzugehen. 

Zunächst wollen wir den Begriff des Integrals über ein orientiertes Intervall ein- 
führen: 
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m u u BA „. El 


1°. Ist eine Funktion f(x) im Intervall [a, b] integrierbar, so ist sie auch im Intervall 
[d, a] integrierbar, und es gilt 


b a 
[ k«) de = — [ f() dr. 
a b 


b 
(Diese Formel kann man einfach zur Definition des Integrals [ im Fall a > b ver- 
wenden.) a 


Ferner gilt: 


2°. Eine Funktion f(x) sei im größten!) der Intervalle [a,b], [a,c] und [e, b] integrier- 
bar. Dann ist sie auch in den beiden anderen Intervallen integrierbar, und es gilt 


b c b 
[ Ha) de = [ fa) de + | fix) de. 


3°. Ist eine Funktion f(x) im Intervall [a, b] integrierbar und ist c eine Konstante, so 
ist cf{x) ebenfalls dort integrierbar, und es ist 


b b 
J ef«) de = ec [ fa) de. 


4°. Sind zwei Funktionen f(x) und g(x) im Intervall [a,b] integrierbar, so ist f(x) + g(x) 
ebenfalls integrierbar, und es gilt 


) b b 
Sie) + gia)] dx = [ Ile) de + [ gie) de. 


Zum Beweis?) dieser (und der folgenden) Eigenschaft muß die Bemerkung aus 
Nr. 479 berücksichtigt werden. Es sei etwa b der einzige singuläre Punkt einer der 
beiden Funktionen f(x) und g(x). Dann kann man aus der Beziehung 


[Ue) + ge))dz = [fe)daet [god <<) 


die vorhergehende herleiten, indem man x, gegen b streben läßt, und zwar sowohl 
dann, wenn beide Integrale von « bis b „eigentlich“ sind, als auch dann, wenn eines 
der Integrale uneigentlich ist. 


5°. Ist für zwei im Intervall [a, b] integrierbare Funktionen f(x) und g(x) die Un- 
gleichung f(x) S g(x) erfüllt, so gilt für a <b 


un 


b b 
[ Ma) de < [ g(e) de. 


'2) Genauer: in demjenigen Intervall, das die beiden anderen enthält. In 

2) In bezug auf Integrale mit einer unendlichen Integrationsgrenze erwähnten wir die Eigen- 
schaften 3° und 4° schon in Nr. 473 und benutzten sie auch schon in den letzten Nummern. 
Hier werden sie in allgemeinerer Formulierung hergeleitet. 


35* 
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6°. Ist f{x) im Intervall [a, b] absolut integrierbar, so gält für a <b 


b b 
[ H&) de) < f If@)| de. 


7°. Ist f(x) im Intervall [a,b] integrierbar, so existiert für jedes x aus [a,b] das 
Integral 


N‘ 


D(x) = f fi) de | (1) 


und stellt eine stetige Funktion von x dar. 


Beweis. Esseia <x, = b. Wir wollen zeigen, daß die Funktion ®(x) fürx = x, 
beispielsweise von links stetig ist. Dazu wählen wir einen Punkt c zwischen a und x, 
derart, daß sich im Intervall [c, x,] keine singulären Stellen befinden, außer eventuell 
x. Dann ist fire <r se, 


frod=[feod+ fo dt, (2) 


und es genügt zu beweisen, daß 


lim [ra di = j 4 di j 


>00 c 


ist. Diese Gleichung gilt aber (vgl. die Bemerkung aus Nr. 479) unabhängig davon, ob 
das rechte Integral uneigentlich ist oder nicht. 

Im Fall x, = b = oo ist die Stetigkeit der Funktion ©(x) für x = oo in folgendem 
Sinne zu verstehen: 


lim Ö(x) = Ö(oo) = [ro di. 


> 


8°. Unter denselben Voraussetzungen existiert, wenn die Funktion f(x) im Punkt 
x = x, stetig ist, eine Ableitung der Funktion (1) an der Sielle x = x,, und es gilt 


D(x) = / (20) . 


Zum Beweis wird die Zerlegung (2) benutzt und auf die analoge Eigenschaft des 
„eigentlichen“ Integrals verwiesen. 

Die Eigenschaften 7° und 8° lassen sich auch dann leicht formulieren, wenn die 
untere Grenze des Integrals variabel ist. 


487. Mittelwertsätze. Der erste Mittelwertsatz in seiner ursprünglichen Form (Nr. 304, 

Satz 9°) setzt wesentlich die Beschränktheit der Funktion f(x) und die Endlichkeit 

des Intervalls voraus; deshalb kann man ihn nicht einfach für uneigentliche Inte- 

. verwenden. Bei der verallgemeinerten Form (Nr. 304, Satz 10°) ist jedoch eine 
bertragung möglich: 


Erster Mittelwertsatz. Zwei Funktionen f(x) und 92) seien im Intervall [a, b] 
integrierbar, I@) sei beschränkt, 


m<i@)<M, 
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und g(x) ändere nicht das Vorzeichen. Dann ist auch die Funktion f(x) g(x) integrierbar, 
und es gilt | 


b b 
[ f&) gie) dx = u | gie) de 


mitm sus-M. 

Die Existenz des Integrals linkerhand folgt aus dem letzten Satz von Nr. 475 und 
dem ihm analogen Satz von Nr. 482. Die Gleichheit selbst wird formal genau so be- 
wiesen wie in Nr. 304. 

Ist die Funktion f(x) ım abgeschlossenen Intervall [a, b] sietig, so kann man für m 
und M den kleinsten bzw. größten Wert von f(x) in [a, b] nehmen; der Faktor u ist 
dann gleich einem der Werte von f(x): 


b b 
f f(x) g(x) dx = f(c) f g(z)de mit ce[a,b]. 


Dies gilt auch dann, wenn das Intervall [a,b] unendlich ist, denn die Sätze von 
WeEIERSTRAss und BoLZANOo-CAuchY (Nr. 85 und 82) sind auch in diesem Fall gültig, 
wovon der Leser sich selbst überzeugen möge. 


Es gilt auch der folgende Satz (vgl. 14° aus Nr. 306): s 


Zweiter Mittelwertsatz. Die Funktion f(x) sei in [a,b] monoton und be- 
schränkt, und g(x) sei in [a, b] integrierbar. Dann ist auch die Funktion f(x) g(x) inte- 
grierbar, und es gilt | 


b E b 
[ tx) gie) de = fa) | ga)de +) | ga)de (a=si=b). 
a (3 3 


Beim Beweis wollen wir uns auf den Fall beschränken, daß a endlich, b = oo ist 
und g(x) keine anderen singulären Punkte besitzt. Die Existenz des Integrals folgt aus 
dem Abelschen Kriterium. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir die Funktion f(x) als fallend 


annehmen. Infolge ihrer Beschränktheit existiert der endliche Grenzwert | 


(oo) = lim f(x). 


Dann ist f*(x) = f{x) — f(oo) > 0. In einem endlichen Intervall [a, 4] gilt (vgl. 13° 
aus Nr. 306) 


A N 
SP) g@)de= fa) fgade (SnsA). (3) 


A 
Die im Intervall [a, oo) stetige Funktion f g(«) dx von A hat die endlichen Schranken 
m und M, so daß (vgl. (3)) € 


4A 
mf*(a) < | f*(«) g(e) de = Mj*(a) 
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und für A — oo 
mf*(a) < [ f*(a) g(e) dx < Mf*(a) 
6 
gilt. Daraus folgt 


[Pla)g@a)de=ufa) (m<a<sM). (4) 


A 
Die stetige Funktion [ g(x) dx erreicht ihre Schranken m und M und nimmt jeden 


17 
zwischen m und M liegenden Wert an, d.h., es ist 


& 
u=/[gade (sis). 


Setzen wir in (4) f*(x) = f(x) — f(oo) und substituieren wir den eben gefundenen Aus- 
druck für u, so gelangen wir zu der zu beweisenden Formel. 


488. Partielle Integration bei uneigentlichen Integralen. Zwei Funktionen u = u(x) 
und 9 = v(x) seien in allen Punkten des Intervalls [a, b] definiert und dort nebst ihren 
ersten Ableitungen stetig, mit Ausnahme des Punktes b (der auch oo sein kann). Dann 
gilt die BEN 


EZ, — un). an S vdu, | (*) 


wenn man unter dem ersten Glied auf der rechten Seite den Ausdruck 


lım u(xz) v(x) — ula) v(a) 
xz—b 


versteht. Dabei wird vorausgesetzt, daß von den drei in der Gleichung (*) auf- 
tretenden Gliedern zwei Glieder existieren; die Existenz des dritten Gliedes folgt 
daraus von selbst. 

Wir wählen ein x, mit a <x,< b und schreiben die allgemeine Formel für die 
partielle Integration im Intervall [a, x,] auf: 


f ii dv = [u(z,) v(Xo) — ula) vla)] — fe du. 


Jetzt möge hier x, gegen b streben. Nach Voraussetzung haben zwei Glieder endliche 
Grenzwerte für — x...) Folglich hat auch der dritte Ausdruck einen endlichen 
Grenzwert. Die obige Beziehung ist damit durch Grenzübergang bewiesen. 


489. Beispiele. 
re/2 re/2 re/ = 


r/2 
1. | Insinzde = einsina = rd en 
0 * in 8 m 
0 


1) Vgl. die Bemerkung in Nr. 477. 
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Durch partielle Integration gelingt es hier, das uneigentliche Integral auf ein „eigentliches“ 
zurückzuführen und damit die Existenz des uneigentlichen Integrals zu beweisen (vgl. Nr. 483, 
Beispiel 2(c)). Die gleiche Besonderheit tritt auch bei den folgenden Integralen auf. 


1 1 

l 

2. (a) 5 #- [az &aretan x) 
0 0 


1 1 


1 arctan x arctan x 
—_— 1 — de = — _— de. 
0 x x 


0 0 


—=Inz-aretanz 


(b) Analog ist 


i 1 
Inzx arcsin & 
—— dt = — I — dr 
Yı — 22 % 
0 0 
oo o0 


oo 
9. [«- (2 _ __608% "-(% dx (a> 0). 
x x x x? 
q 17 


4 
Da beide Glieder der rechten Seite einen Sinn haben, ist damit die Existenz des links stehenden 
Integrals bewiesen (vgl. Nr. 476 und 477). 
Ganz analog läßt sich die Existenz des Integrals 


[@% (a,2>0) 
x 


u 
nachweisen, wenn f(x) stetig und das Integral F(x) = f ft) dt für x > a beschränkt ist. (Das 
folgt aus dem Dirichletschen Kriterium.) a 

Durch partielle Integration kann man oft Rekursionsformeln herleiten, mit deren Hilfe sich 
die gegebenen Integrale leicht berechnen lassen. Wir wollen dies am folgenden Beispiel er- 
läutern (n und k seien natürliche Zahlen): 


00 
4. I, = f etn dt. Es ist 
0 


"oo 
I, = et BR in f etn1d = nl,-ı> 
0 


also /„=n!. 
Das Verschwinden des ersten Gliedes auf der rechten Seite hier (und in den folgenden Bei- 
spielen) zeigt, wie vorteilhaft es ist, die Formel für die partielle Integration gerade auf bestimm- 


te (und nicht auf unbestimmte) Integrale anzuwenden. 


oo 
5. E,= f e-2 sin" x dx (a > 0). Partielle Integration ergibt 
N 0 


oo 
00 nr [2 
+ — 1 e0% sin"1xcosxz de. 
0 17, 


Ö 


1 
En= —-— ©" sın!z 
a 
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Da das erste Glied auf der rechten Seite verschwindet, finden wir, wenn wir wieder partiell 
integrieren, 


N i => 
In=-, et sin?-1 x cos x 
a 


09 
nln — 1 e 
—- FE e0# sin"-2 x cos? x dr 
) a? 
N) 
00 
N E 
— — |, e”"0?! sin? z.de. 
a? 
0 


Ersetzen wir hier cos? x durch 1 — sin? x, so gelangen wir leicht zu der Rekursionsformel 


n(n — 1) 
Wegen E, = 2 und E, = 7 r ; erhalten wir schließlich für ungerades bzw. für gerades n 
a a | 
(2k — 1)! 


Ex-ı = (1 + a2) (3? + a2) ... ((2k — 1)? + a?) 


bzw. 
_ (2k)! 
* (2? + a?) (42402)... ((2k)2+ 0) 
6. Die verallgemeinerte Formel der partiellen Integration (Formel (7) aus Nr. 311) läßt sich 


leicht für uneigentliche Integrale angeben: 
Gegeben sei z. B. das Integral 


© . 


00 


K= [etet2L,@)de (p>0). 
: 


Dabei bezeichne L,(x) das n-te Laguerresche!) Polynom 
= d?(zR e?) 


dr" 
Mit Hilfe der oben genannten Formel ergibt sich 


co 
n -2 
K = fr dr(e" e”?) de 
de" 
0 


L,(2) = e n==0,1, 2.42.) 


1/0 a-T -1.- 00 
z [* en 2.2 (om pn ey ] 
0 
oo 
__ d® e-pz 
N Hin? (are a den dr 
0 


— pn f 2" e-(pH1)2 dr 
0 


und schließlich (vgl. (4)) 
K = pp y\ 
(p + 1"R 


!) EDMOND LAGUERRE, 1834— 1886, französischer Mathematiker. 


Analog findet man das Resultat | 


oO 0 fü 
Fernnma-[? tu &rn 
0 


(rn!) für ken. 


490. Variablensubstitution in uneigentlichen Integralen. Eine Funktion /(x) sei defi- 
niert und stetig in einem endlichen oder unendlichen Intervall [«, b); folglich ist sie 
im „eigentlichen“ Sinne in jedem Teilintervall von [a, b), das den Punkt 5 nicht ent- 
hält (der eventuell oo ist), integrierbar. Dieser Punkt ist nach Voraussetzung der 
einzige singuläre Punkt der Funktion f(x). 

Wir betrachten nun eine monoton wachsende Funktion x = g(t), die nebst ihrer Ab- 
leitung 9°(t) im Intervall [x, 8), wobei ß auch oo sein kann, stetig ist, und nehmen an, 
daB o(&) = a, p(P) = bist. Dabei haben wir 9($) = b im Sinne des Grenzwerts lim o(t) 
— b zu verstehen. =. 

Unter diesen Bedingungen gilt die Gleichung 

B 


b 

fie) de = [ pl) Pe) di, (5) 
17 & 

wenn eins der beiden Integrale existiert (die Existenz des anderen folgt dann von 

selbst). Das zweite Integral ist entweder nicht uneigentlich oder uneigentlich mit dem 

einzigen singulären Punkt ß. 

Auf Grund des Satzes über die Umkehrfunktion (Nr. 83) ist klar, daß auch i als 
monoton wachsende und stetige Funktion von x in [a,b) aufgefaßt werden kann: 
it = 0(x), wobei lim $ (x) = B für x —b ist. 

Es seien nun x, und i, beliebige, aber einander entsprechende Werte von x bzw. t 
aus den Intervallen (a,b) bzw. («, 8). Dann erhalten wir, wenn wir wie in einem 
„eigentlichen“ Integral die Integrationsvariable ändern, ' 


E73 t, 
[r@) de = ) Xp; (d) pP’) de. 
v- 17 & 
Existiert etwa das Integral auf der rechten Seite von (5), so kann sich x, beliebig 
gegen b nähern; dabei strebt i, = 6(x,) gegen f, und die Existenz des linken: Integrals 
sowie die Formel (5) sind bewiesen. 

Unsere Überlegungen lassen sich genauso auf monoton fallende Funktionen g(t), 
wenn & > ß ist, anwenden. 

Genauso lassen sich auch die anderen möglichen Fälle der singulären Punkte er- 
ledigen. Bei der Bestimmung der Grenzen des umgeformten Integrals muß man sich 
stets daran erinnern, daß die untere Grenze & der unteren Grenze a und die obere Grenze 
der oberen Grenze b entsprechen muß, unabhängig davon, ob x < ß oder & > f ist. 


491. Beispiele. 
dr 


oO 
1. Das Integral — nn (k?<1<z) kann mit Hilfe der Substitution 
Yz(x — 1) (& — R®) 
07) 
1 Pe 
= re Er 
0 iz 
al no: [ SHPHREEL.. BERNER 
J lu - (1 - 2%?) Yı—2)(1 — k22) 
0 


1/Yz 0 
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i 1 . j 
übergeführt werden. Hier sta =2,b=x,a=—,fß=0. Das uneigentliche Integral ist 
somit in ein „eigentliches‘‘ umgeformt worden. 1) 


b 
2. Man berechne das Integral [ En. EN indem män z = acos?p + bsin?y 
Ve-a)(b—2) 


substituiert. 
a 


Hinweis. Hier st =0,f = = die Substitution ergibt also das „eigentliche“ Integral 


1/2 
2 [dp =rT. 
0 


oo 
3. Zum Nachweis der Konvergenz des Integrals f sin x? dx ersetzen wir in ihm x durch ft, 


0 
also dr durch m Ferner sta=a«=0,b=ß= oo. Dadurch erhalten wir das als konver- 
2Yt 


gent bekannte (vgl. Nr. 476 oder Nr. 489, Beispiel 3) Integral 
009 
ti fein! dt; 
2 t 
0 
folglich konvergiert auch das gegebene Integral. Es ist interessant, daß sein Integrand für 


x — oo nicht gegen einen bestimmten Grenzwert strebt, sondern zwischen —1 und 1 schwankt.!) 
00 


Analog wird die Frage nach der Konvergenz von ] cos x? dx behandelt. 
0 


Im folgenden Beispiel stellen wir ein allgemeineres Resultat auf. 


4. Man beweise, daß die Integrale 


f sin (/(z)) dx, f cos (f{x)) dx 


konvergieren, wenn f(x) monoton wächst und mit x gegen oo strebt. 

Zunächst sei bemerkt, daß /’(&) für hinreichend große x positiv ist und f(x) monoton wächst. 
Wir wollen voraussetzen, dies sei schon für x = a der Fall. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der 
Differentialrechnung erhalten wir “ 

fe+D)=)+fe+9)zsfa)+f@) (O<O9<D); 
folglich strebt auch die Funktion f(x) mit x gegen oo. Wir führen nun eine neue Veränderliche 
t = f(x) ein, so daß 

=gl), d=glt)d [a=fla),ß= oo] 

1 


ist, wenn mit g die zu [inverse Funktion bezeichnet wird. Da die Ableitung 9’(6) = —— mono- 
ton fällt und für £ — oo gegen (0 strebt, sind die umgeformten Integrale f(®) 


oo . oo 
f sint-g’(t) di, f cost. g’(t) di 
/(a) /(a) 
auf Grund des Dirichletschen Kriteriums.und mit ihnen auch die gegebenen Integrale kon- 
vergent. 


ee) 
1) Es braucht also bei il f(x) dx nicht notwendig lim f(x) = 0 zu sein, wie man wegen der Ana- 


0 2->00 
logie zu den unendlichen Reihen denken könnte. — Anm. d. Red. - 


491. Beispiele 555 


5. Zur Berechnung des Integrals ji „ dx (seine Konvergenz haben wir schon in 


1+x 
0 1 
Nr. 483, Beispiel 5(b), nachgewiesen) Pe wir die Zerlegung a” J + N durch. Im zweiten 
1 
Integral setzen wir < = — (da=1l,b=m,a=1,ß=0) und eelhnzen hr 
00 0 


f In x Een: Int Inx 
=——— de= — x; 
1+2° Ir“ [Se 

1 1 


daraus folgt, daß das gegebene Integral gleich 0 ist. 


6. Gegeben sei das uneigentliche Integral 


yi — 22 


Die Substitution x = sin i (« =0,b5b=1,0.=0,ß= = führte es über in das „eigentliche“ 


Integral 


ME u 


re/2 
f esint di. 
0 


7. Die Berechnung von 


co 
I= z 
Jr 
0 


(vgl. Nr. 472, Beispiel 2) kann durch Anwendung zweckmäßiger Substitutionen sehr ver- 
einfacht werden. Zunächst läßt sich das Integral 


\ 
de 
1-+ x 


0 


durch die Substitution x = m (a =0,b= &,& = 00, ß = 0) auf das gegebene Integral zu- 
rückführen, so daß wir 


oo 00 N 
1+—})d 
‚_ı [tete _1 (+2) 
2 1-+ 24 2 a 
0 0 


* = 1 
schreiben können. Hieraus erhalten wir durch die Substitution ze -— —=2(e =0,b=, 
x = —00, ß = oo) sofort = 
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1/2 


8. Zur Berechnung des Integrals setzt man natürlich {= Ytan 6, d.h. 9 — 


Ytan 


arctan {2 (« 0 = SB ,‚s=0,ß= *) . Dadurch gelangt man zu dem eben berechneten 
Integral: 2 


0 d n 
i1+4 2 
0 
9. Man bestätige die folgenden Formeln: 
1 
(a) AFHREER.... BREUER = u («>1), 
(x? — 2?) Yı—- 2 oa —1 
—1 
(b) PEPSVRRNR.... ESERRHERRERGE. 2 O<oa<1H1), 
(x? — 02) Ya — 1 &Y1 — a2 
1 
i 
(c) De = BOBER.. ABER (x >0), 
+0)Y11—- 2 ayl+o 
—1 
> Rn 
2 
ee (x >0), 
(x? + 2) Ya? — 1 &Y1 +02 
1 
In (oe + Var — 1) + Vo? — 1) füra>i 
[6's) & Va? —1 
(e) BESHELEN.  EIRENNEE REN 1 fürra=1, 
J (+02) Ya +1 
i nn, für 0<a<i1. 
8 1 — oc: 


Hinweis. Man benutze in allen Fällen die Abelsche Substitution (Nr. 284). 


10. Die Frage nach der Konvergenz der Integrale 


oo je,*) 


Su I A>0,a>1,4A>e) 


x ini x’ x-Inx- In? (In) 
a A 


kann sofort beantwortet werden, wenn die Integrale mit Hilfe der Substitution t = In, 
u = In (In x) in 


joe) oo 

di du 
J® JS? 
Ina In(inA) 


übergeführt werden. Beide Integrale sind für A > 1 konvergent, für} <1 divergent. 


In den folgenden Übungen wollen wir unter f(w) stets eine.beliebige, für u > 0 stetige Funk- 


tion verstehen. 
# 


11. Man zeige, daß 


en de i®. | 
SrG+zjwe ne [1(24+2)E (a > 0) 
N) 0 


gilt, sobald die Integrale konvergieren. 
Hinweis. Man wähle die Substitution x = ae® (« = —oo, ß = oo). 


12. Man beweise (für » > 0) die Beziehungen 


(a) [rer +zP)Inzx = =(0, c(b) / (x? +?) Ins =(, 
0 0 


dx 
1+ 2x 


die gelten, sobald die Integrale konvergieren. 
i 


0 00 "00 1 
Beispielsweise ist beim Integral (a) f = f + f ‚aber f = — f ‚ wie man sich leicht mit Hilfe 
0 0 1 1 0 


der Substitution x = — klarmachen kann. . 


13. Unter der Voraussetzung, daß das Integral auf der rechten Seite konvergiere, beweise 
man die Formel 


oo B x 1 oo 
Slle-5)\&=4 [Wi (4,B>0). 
x A 
0 0 


Die Substitution y = Ax — I (a= —o,b=8%,0=0,ß= oo) ergibt 
x 


fww- Fle-2]]e+2)e 
le ler le 118 
0 0 


B FENOR 
Das letzte Integral geht durch die Substitution x = ur (a =0,b=0,0=—m,ß=0)in 
0] B i \ 
“flle-7)1* 
l ) 
00 - 


über, so daß 


fiwa-4 le 2j]* 


folgt. Daraus erhalten wir, da der Integrand eine gerade Funktion ist, die gesuchte Formel. 


14. Zum Schluß kehren wir zu einer bis jetzt noch nicht beantworteten Frage zurück, da 
wir nun die Variablensubstitution in uneigentlichen Integralen beherrschen. In Nr. 439, Bei- 
‚ spiel 1, untersuchten wir die Funktion 


fe) = — 


ut 
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auf Stetigkeit, hatten aber nicht ihr Verhalten im Punkt x = 0 in dem Fall angegeben, daß 


Osp<l,g>1lundp+qg>22ist. 
Benutzen wir die Formel (10a) von S. 267, so können wir die Summe der Reihe mit Hilfe 
eines Integrals nach unten abschätzen: 


“ x dt 
fe | 
i 


Setzen wir hier t = x2/(@-?) 9», so geht die Ungleichung in 


0,0) 


dv 


vPp. + v9 
zilta-p) 


x) > «{p+aalla-p) 


über; für x — +0 strebt das Integral gegen den endlichen positiven Grenzwert 
oo 
dv 
xP + v9 j 
0 


und der Faktor vor dem Integral ist entweder gleich 1 (für? + q = 2) oder strebt für x — +0 
gegen oo (für p + q < 2). Wegen f{0) = 0 ist die Funktion f(x) bei x = O in jedem Fall rechts- 
seitig unstetig. Analoge Betrachtungen zeigen die linksseitige Unstetigkeit. 


00 
Bemerkung. Das Integral 1) f(x) dx, in dem nur eine Grenze unendlich ist, kann stets durch 


G 
eine zweckmäßige Substitution in ein Integral mit endlichen Grenzen übergeführt werden (es 


kann aber uneigentlich sein). Im Fall a > 0 setzen wir beispielsweise x = — und erhalten 


fme-9* 


be. 
Umgekehrt läßt sich das uneigentliche Integral J x) dx mit dem einzigen singulären Punkt b 


[73 
stets in ein Integral mit unendlichen Grenzen (ohne andere singuläre Punkte) überführen. Zum 


ie 3 A 1 
Beispiel erhalten wir, wenn wirz=b — 7 setzen, 


[me- Fie-H* 


1/(b—.c) 


S 4. Spezielle Verfahren zur Berechnung uneigentlicher Integrale 
492. Einige bemerkenswerte Integrale. Wir beginnen mit der Berechnung einiger 
wichtiger Integrale mit Hilfe spezieller Verfahren. 

1°. Von der Existenz des (Eulerschen) Integrals 


te/2 & 


J — (Insinzdx 
0 
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haben wir uns schon früher überzeugt. Zu seiner Berechnung müssen wir eine Varia- 
blensubstitution vornehmen. Wir setzen x = 2t und erhalten 


r/4 r/4 n/4 
I=2 | Insinza = Z1n2+2 [ Insintdr + 2 | neoscat. 
0 


0 


Das letzte Integral läßt sich mit Hilfe der Substitution t = 7 — u auf die Gestalt 


waren 


[2 f 
2 f In sin vu du 
r/4 


bringen, so daß sich schließlich / = — In 2 + 2J, also J = — In 2 ergibt, 


Auf dieses Integral J kann man, vom Vorzeichen abgesehen, die uneigentlichen 
Integrale 
r/2 1 
[ x äu [ arcsin® ._ 
tan x x 
0 0 


(vgl. Nr. 489, Beispiel 1 und 2(b)) zurückführen. 


2°. Wir wollen nun das in der Wahrscheinlichkeitsrechnung und in der mathema- 
tischen Statistik auftretende (Euler-Poissonsche) Integral 


K = [e* dr 
0 


berechnen, müssen aber dazu vorher einige Ungleichungen herleiten. 

Mit den in der Differentialrechnung üblichen Methoden läßt sich leicht zeigen, daß 
die Funktion (1 + t) e”! ihren größten Wert 1 für 2=0 annimmt. Folglich ist für 
S0 

(1+Hde"!<1. 


Mit { = +x° erhalten wir 
(1—)e"<1 bw 1+Md)e<i1m, 
also 


1—-—?<e® «>0). 


1 
= 1+x 
Wir beschränken uns in der ersten Ungleichung auf x-Werte aus dem Intervall (0, 1), 
sodaß 1 — x? > 0 ist, und in der zweiten auf beliebige x > 0. Dann können wir diese 
Ausdrücke in die n-te Potenz erheben (rn eine beliebige natürliche Zahl) :?) 
(1— 2 <ew (<er<I]) 
und 
1 

Sara 


e” nz® 


(2 >0). 


1) Bei Ungleichungen mit positiven Seiten ist es erlaubt, jede Seite einzeln in eine Potenz mit 
einem natürlichen Exponenten zu erheben. 
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Die Integration der ersten Ungleichung im Intervall (0, 1) und der zweiten im Inter- 
vall (0, oo) ergibt 


1 1 oo 0 
; dx 
__ m2\n nz -n2° SEE RRSICER, 
fe yde<[e “a<|[e de < | 
0 ) 0 0 


Nun ist 


oo 


J a5 7 m K _ (Substitution v = Ynz), / 
n 


j (1 — dr de = f- sin®+t1l!d = BR. (Substitution x = cos t) 


nn + 1)! n + 1)!! 
und schließlich 
[a o) r/2 
5 % — = I sin??-2:!dt — nr — (Substitution x = cot t). 
11 
qı/2 


(Wir haben hier die bekannten Ausdrücke für J sin” x dx verwendet; vgl. (8) aus 


Nr. 312.) Also kann der uns unbekannte Wert en K wie folgt abgeschätzt werden: 


fm On)! <K<Yn Br 


(2n + DIT — 211 2° 
Durch Quadrieren und Umformen — wir 
2 _ a1 er 2 
n [(2r)!1] Be n [(2n — 3)! (2n — 1) al 
2n + 1[(2n — 1)!1]? (22 + 1) 2n —1 [(2r — 2)!1]? 2 
Mit Hilfe der Wallisschen Formel (Nr. 317) 
2 
T _ im [(2r)!!] 


2 20 [ln - IP @n +1) 
erkennen wir, daß die beiden äußeren Ausdrücke für n — oo gegen denselben Grenz- 


' wert T streben. Also ist KR? — 7: d.h. 


ler 


K= (denn K ist positiv). 


Te 
2 


3°. Zum Schluß betrachten wir das Integral 


f 
1 [Eon 
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das uns schon als konvergent bekannt ist (vgl. Nr. 476, 477 und 489, Beispiel 3). Wir 
schreiben das Integral als Summe einer Reihe, 


© (+-+i)n/2 


I=% | „ 


v=0 vr/2 


setzen » = 2u bzw. v = 2u — 1 und führen im ersten Fall die Substitutionz — un +t, 
im zweiten Fall die Substitution x = ur — t durch. Damit erhalten wir 


a‘ 


(2u+1)n/2 ne 
_ 1 l sind dk 
un +t 
Zur/2 0 
und 
Zure[2 r/2 
_ | sin d 
un —1t 
(2#—1)r]2 0 
Daraus folgt 
r/2 r/2 
sin £ = 1 i 
di —1)# —— | sintdt. 
er = tr) 
Da die Reihe 
— 1)# sin ? 
in IntervalO sis — z 5 gleichmäßig konvergiert (ihre Majorante 2 22 i 1 
Til N 
KM"  ———— m 
4 


ist nämlich konvergent), kann sie gliedweise integriert werden. Also läßt sich / in der 


Gestalt 
1 
- [af Hz ltr | " 


schreiben. Der Ausdruck in den eckigen Klammern ist die Partialbruchzerlegung der 
Funktion — (vgl. Nr. 441, Beispiel 9). Damit ist schließlich 
si 


n/2 


Diese elegante Berechnung des Integrals stammt von LOBATScHEwsKI?), der als 
erster auf die Unexaktheit der Verfahren aufmerksam wurde, mit denen dieses wich- 
tige Integral früher berechnet wurde. 


2 


1) NIKOLAI IWANOWITSCH LOBATSCHEWSKI, 1792 —1856, russischer Mathematiker. 


36 Fichtenholz II 
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493. Berechnung uneigentlicher Integrale mit Hilfe von Integralsummen. Integrale 
mit endlichen Grenzen. Ist eine Funktion /(x) in einem Intervall [a,b] nicht beschränkt, 
so sind beliebige (Riemannsche) Integralsummen zur Berechnung der Integrale von 
f(x) verständlicherweise nicht geeignet. Jedoch kann man diese Summen stets so 
wählen, daß sie (bei Zerlegung des Intervalls) gegen den Wert des uneigentlichen. 
Integrals streben. Wir wollen dies am einfachsten Beispiel, an einer monotonen Funk- 


tion, veranschaulichen. 

Gegeben sei eine im Intervall [0, a], « > 0, positive und monton fallende Funktion, 
die für £ —0 gegen oo strebt; das uneigentliche Integral dieser Funktion von 0 bis o 
möge existieren. Zerlegen wir das Intervall [0, a] in » gleiche Teile, so ist 


a „+1)a/n 
fto&-% | rad < [na + 212 d) . 
0 valn 


und erst recht 
a aln 
[mo < [naar+ £r(2e)* 
0 0 


Gleichzeitig ıst offenbar 


Je de> > (2.)% 


so daß insgesamt 


<[ma-32, 7.) < < [oa 


gilt. Da das letzte Integral für n — oo verschwindet,t) ıst schließlich 


[ho - im en ) 


Für eine positive, monoton wachsende Funktion, die für x — a gegen oo strebt, 
gilt analog 


"a)da = im &  Erlze). 


Nn->00 v—=() 


Ändern wir das Vorzeichen von f(x), so erhalten wir leicht die entsprechenden For- 
meln für eine negative monotone Funktion. 


a a 
!) Es ist nämlich gleich der Differenz zwischen dem uneigentlichen Integral 1) und dem gegen f 
a 0 0 

strebenden „eigentlichen“ Integral s 


aln 
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Beispiele. 


i 
1. Zur Berechnung des Integrals f In x de (mit dem singulären Punkt 0) schreiben wir 
0 


1 


n Ver 
[mer =iim Z Ein = lim In In! ; 


n>oo N »=-1 7% n308 N 
“ 


0 


1 n! 1 du 
Wegen lim Br _ (vgl. Nr. 77, Beispiel 4) ist der letzte Grenzwert gleich —1, und das ist 


n—>00 
auch der Wert des gegebenen Integrals. 
r/2 
2. Wir beschäftigen uns nun mit dem komplizierten Integral f In sin x dx. In diesem Fall ist 
0 R 
ı2 
n—1 n—1 
In sinz de = lim — 5 In sin 7 — lim Z_ In J7 sin 
n—>0o N v1 2n Nn->00 2n v—1 2n 
0 
Um einen einfachen Ausdruck für das letzte Produkt zu erhalten, betrachten wir das Polynom, 
das sich nach Division von 22” — 1 durch 2? —1 ergibt, und zerlegen es in Linearfaktoren, in- 
dem wir die Faktoren, die konjugiert komplexen Nullstellen entsprechen, zusammenfassen. 
Wir erhalten somit (für ein beliebiges reelles, von +1 verschiedenes z)!) 


an n—1 2 
zen — 1] YTe 9 IT 
= JJ |iz — cos —} + sin? —|. 
n N 


2? Froa 1 v1 


Für z-— 1 finden wır hieraus 


n—1 2 n1 
n = II (i — COS =) + sin? FI — 41 I] sin? —, 


v1 vi 
so daß schließlich 
n—1l ..»r® Yn 
Bu NT, —— In-ı 
ist. Daher ist das gesuchte Integral gleich i 
I n/2 
Is — (rn -— 1)In2 
; un 12 Te 
In sin x d« = im — ————— = — — In2 
N->09 N 2 
0 


(vgl. 1° aus Nr. 492). 


494. Integrale mit unendlichen Grenzen. Gegeben sei eine im Intervall [0, oo) inte- 
gierbare Funktion f(x). Wir zerlegen dieses Intervall in unendlich viele gleiche Teile 


der Länge > 0 und bilden die Summe }; /{vh) h, die in ihrer Konstruktion an die 


v=0 2 
Riemannsche Integralsumme erinnert. Ob diese Reihe konvergiert, ob ihre Summe für 
h — 0 gegen das uneigentliche Integral f f(x) dx strebt — das sind die Fragen, mit 


0 N : 
denen wir uns unter speziellen Voraussetzungen bezüglich /(x) beschäftigen wollen. 
N 


"1) Vgl. die Fußnote auf $. 114. 


' 


36* 
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Zunächst setzen wir voraus, daß /(x) positiv sei und für x — oo monoton fallend 
gegen 0 strebe. Dann ist 


co (+10 
Ste) de = — S fa) dx < RZ Toh); 


andererseits ist offenbar 


: fa) de > h > [eh) =h B> oh) — hf0). 


„1 »—=0 
Also gt 
O0<h 5 fvh) — £ f(x) de < hf(0) 


v=0 


und 
n f(x) de = lim h 5 fh). a 
h>0 v=0 
Beispiele. 
1. Wir setzen f(x) = e”*. Dann ist 
f(x) de = a h Z eh — lim = 
v=0 1 — et 


0 
2. Das Integral 


00 


+ 9 
0 


ist uns schon aus früheren Überlegungen bekannt; wir wenden die eben hergeleitete Formel an 
und erhalten 


lim A 5 eh? — Im 
h>0 v=0 2 


Setzen wir e?* = £, so ist 


h= Yn 4-1 für t>1—D. 


Daraus ergibt sich die interessante Limesbeziehung 


lim Melitta rormr. ee 
1-0 


Es kann der Fall eintreten, daß die Forderung, die Funktion f(x) sei monoton 
fallend, nur für x > A > 0 erfüllt ist. Dies stört zwar nicht das für monotone Funk- 


tionen entwickelte Verfahren, aber man muß dafür sorgen, daß der Quotient r 
eine ganze Zahl ist. Dann gilt 


(Alk)—ı 
lim 5 fh) h = f fiz) de Pr. 


kh>0 v=0 
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nach Definition des eigentlichen Integrals:!) ferner ist 
lım > fvh)h = -f f(x) de 
h>0v=Alh 
auf Grund des oben Bewiesenen. 
Beispiel. 
3._Es sei fix) = ze“. Diese Funktion beginnt bei x = 1 monoton zu fallen. Nichtsdesto- 


weniger ist 


00 
f ze” dx = lim h?(e? + 2e”2R 4 Zerdh L ...) 
0 h-—>0 


— lim h?e-r(1 — e-h)-2 — Jim eh ( . ) —1, 
h—0 u) et — 1 


was sich auch durch partielle Integration leicht nachweisen läßt. 


Wir gehen nun zu einem allgemeineren Fall über, indem wir von f(x) nur Integrier- 
barkeit fordern. Es gilt 


[ 1a) dx = [ Me) de + [ fie) de. 
0) 0 A 


Für hinreichend großes A ist das letzte Integral dem absoluten Betrag nach beliebig 


klein.?2) Für ein beliebiges A müssen wir auch hier h so wählen, daß 7, ganz ıst.3) 
Dann ist, wie eben, für A = const die Beziehung (2) erfüllt. 


Offenbar ist für das Erfülltsein von (1) hinreichend, daß noch die Bedingung 


lim JfoR)h = 0 (3) 
ae 


erfüllt ist. Alle Summanden der rechten Seite von 


v=(0 4A v=Alk 


00 00 A Alk co co 
f-2-|/-2 |+/-2 
0 v=0 
sind nämlich für hinreichend großes A und hinreichend kleines % beliebig klein. 


A . 
1) Beim Grenzprozeß k — 0 durchläuft R nur Werte Er mitn — 00 (n ganz). — Anm. d. Red. 
00 


2) Es ist gleich der Differenz zwischen dem uneigentlichen Integral f und dem für A — oo gegen 
0 


ee) 
f strebenden „eigentlichen“ Integral f : 


0 0 
3) In diesem Sinne ist auch der Grenzprozeß in (3) zu verstehen. — Anm. d. Red. 
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Die Bedingung (3) ist unter den früheren Voraussetzungen bezüglich /(x) erfüllt, 
denn es gilt 


0< J’foh)h < [he de. 
v=Alh 


Sie ist auch dann erfüllt, wenn f(x) = (x) y(x) ist, wobei p(x), mindestens für x > x, > 0, den- 
selben Bedingungen wie f(x) unterworfen und y(x) beschränkt sei, |y(x)| = Z. In diesem Fall ist 


<L Solch) h< a de, 
v=Alh 


5 p(vh) yloh) 
v=Alh 


usw. 


Beispiele. 


oo 
4. Im Integral [3 de ist o(z) = = y(x) = sin? x. Es gilt 


1) 
h 1 2 yh 
sin? x © sin?v sin? v 
dr = limh = lim — F ——. 
f a? 0 »=ı VOR)? neh vs 9 


0 


Zur Berechnung der letzten Summe überlegen wir zunächst, daß 


5 sin? vh)’ © sin} m— 2h Te 
y h v1 v u 2 2 


ist (vgl. Nr. 461, Beispiel 6(b)). Die gliedweise Integration für + 0 ist auf Grund von Satz 7 


aus Nr. 435 erlaubt, und zwar wegen der gleichmäßigen Konvergenz der aus den Ableitungen ge- 
bildeten Reihe (vgl. das Dirichletsche Kriterium; Nr. 430). Durch Integration finden wir den 


en  Desats folgt schließlich 


.. * « h [ Tt 
Ausdruck für die uns interessierende Summe; er lautet 


oo 
sin? x , nr—h x 
de = lim —— = —. 
T h—0 2 2 


0 


In anderen Fällen kann das Erfülltsein von (3) unmittelbar nachgeprüft werden. 


5. Gegeben sei z. B. das Integral [* — X dr. Wir beschränken uns (dazu sind wir offenbar 


berechtigt) auf die Werte A = = und A = mr, wobei k und m natürliche Zahlen sind. 
Der uns interessierenden Reihe geben wir die Gestalt 


oo 
x h= 


n=km nh n=km  n=k(im+1) 


Wir können uns davon überzeugen, daß die Summanden innerhalb jeder der endlichen Sum- 
men auf der rechten Seite von gleichem Vorzeichen sind, das sich beim Übergang zur nächsten 
Reihe ändert. Im allgemeinen ist die Reihe auf der rechten Seite vom Leibnizschen Typ. Daher 
ist ihre Summe betragsmäßig kleiner als der absolute Betrag des ersten Summanden. Anderer- 
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seits ist wegen kmh = mr = A 
km+lD)—1 sinnh 2 


kim+—1 sin nA} n 1 km+y—1 
n=km nh 


1 1 
sinnhlA=— N sinih-h. 
n=km nh A In | | A 2 

T 
Die letzte Summe ist, als Integralsumme für f sin x de = 2, bei hinreichend kleinem ? kleiner 


als eine beliebige Zahl Ü > 2; also ist 0 


© sinnh 
h —, 

—_ 2, nh | — A 
Damit ist die Bedingung (3) erfüllt. 


Das gegebene Integral kann nun ganz einfach berechnet werden (vgl. Nr. 461, Beispiel 6 (b)): 


oo 


00 nn 
| «= im £ 9# im? h_E 
x h>0n=1 N 0 2 2 


0 
Dasselbe Ergebnis erhielten wir schon früher (Nr. 492, 3°) auf anderem Wege. 


495. Die Frullanischen!) Integrale. Wir wollen nun die Existenz einer speziellen Art 
uneigentlicher Integrale, der sogenannten Frullanischen Integrale | 


jez fax) — en (a,b>0), 


untersuchen und zeigen, wie man diese Integrale berechnet. 


I. An f(x) stellen wir die folgenden Forderungen: 
1°. Die Funktion f(x) sei definiert und stetig für x > 0. 
2°. Es existiere der endliche Grenzwert f(oo) = lım f(x). 


>00 


Aus 1° . die Existenz des Be 


4 
fest - [ta 5 fe r 
; x 
bA bö b4A 
- ea eu [u [Ma 
z z zZ 2 
ad bö ad a4 


fürr0O <ö<A< oo. Das —. ae wird durch 


[es ft) — Mb) in [% u. „Ba ” 
= Pe 


definiert. Wenden wir auf die beiden ktehbeii Integrale den verallgemeinerten 
Mittelwertsatz an, so erhalten wir 


bö bö 
[Be-m[Z-mu, wst=w 
aö aö- 


1) GIULIANO FRULLANI, 1795 — 1834, italienischer Mathematiker. 
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und analog 
bA 
[Ew-mn- wsnz). 
a4 
Hieraus folgt, da offenbar & > 0 (für 6 0) und n — oo (für A —> oo) ist, 


[FF a -10 -onn-. (4 


Beispiele. 
1. Im Fall des Integrals 


> b 
e0T PEERE - a z 
IREZEEIENENIEGHENEREN |, 

"x 


0 
ist f(x) = e”*, f(0) = 1, f(oo) = 0, der Wert des Integrals also gleich In 2 i 
a 
2. Gegeben sei das Integral 


oo 


p + ge”? de 
waren: 29 


Ersetzen wir den Logarithmus des Quotienten durch die Differenz der Logarithmen, so erhalten 
wir hier 

fx) =In(p + ge”), 

K)=Imnp+g, fAo)=Inp. 


Der Wert des Integrals ist gleich In ( — 2) «In 2 
p a 


also 


3. Man berechne das Integral 


00 


arctan ax — arctan 5 
1 en nenn. 


x 
0 


In diesem Fallist f(x) = arctan x, f(0) = 0, (oo) = Z; der Wert des Integrals ist gleich rY In Fy ö 


II. Jetzt habe die Funktion f(x) keinen endlichen Grenzwert für x — oo, aber 
dafür existiere das Integral 


[? dz. 
2 
A 


In (*) ist dann der zweite Grenzwert gleich 0, und wir erhalten statt (4) das Ergebnis 


" Kaz) — f(b 
[ A kun - NDR) 42 — (0) In 4 (48) 
0 


N 
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Beispiel. 
4, Es ist j 
oo 
cos ax — cos b 
j Seren. dr = In L2 R , 
x a 
0 
ee) 
COS 2 en Ba 
denn das Integral [ dz existiert, wie wir wissen. 


A 


III. Analog gilt, wenn die Stetigkeit von f(x) für x = 0 gestört ist, aber das Integral 


A 
[E« (A <o) 


existiert, die Beziehung 
ze dx = f(oo) In E (4b) 


Übrigens läßt sich dieser Fall durch die Substitution x = © auf den vorhergehenden 
zurückführen. j 


496. Integrale rationaler Funktionen zwischen unendlichen Grenzen. Abschließend 
betrachten wir noch einen speziellen Typ eines Integrals mit unendlichen Grenzen: 


"Ple) 5. 
f 92) dx; 


P(x) und Q%(x) sind Polynome. Wir setzen voraus, das Polynom Q(x) habe keine reellen 
Nullstellen, und der Grad von P(x) sei mindestens um 2 kleiner als der Grad von Q(z). 
Unter diesen Bedingungen existiert das Integral (vgl. Nr. 474, Beispiel 2); die Frage 
ist nur, wie man es berechnet. 

Sind y = +iß (ı S0; A=1,2,...) die voneinander verschiedenen Null- 


stellen des Polynoms Q(x), so kann —— wie folgt in Partialbrüche zerlegt werden: 


(X 

9x) 
Pie Hr] 
9(x) -2 | ee " ( ) 


Dabei ist die Anzahl der Brüche in jeder eckigen Klammer gleich der Vielfachheit der 
entsprechenden Nullstelle.?) 
Übertragen wir die elementaren Methoden zur Berechnung von Integralen auf den 


1) In Kapitel VIII, Nr. 274, hatten wir eine ähnliche Zerlegung, nur bemühten wir uns dort, 
im Reellen zu bleiben, und betrachteten im Fall komplexer Nullstellen Brüche, deren Nenner 
Potenzen von x? + px + q mit reellen Koeffizienten waren. Hier behandeln wir die kom- 
plexen Nullstellen genauso wie die reellen. 
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Fall einer komplexwertigen Funktion einer reellen Veränderlichen, so sehen wir so- 
fort, daß für m > O 


oo 


ER. 1 
(x a)" m (ke u)" 


und folglich 


—=0 


"Ple) „, 
| [rem Em m 


gilt. Andererseits ist 


1 1 = Aue. RE FRBERER . SEHE 
7 —- sm fi (+ @—-”+P 


und 


[= = -15 In [(x — ©)? + $?] + Iarctan —— 


1 k-a”+Pßi | h— 0; _— 
— In ı jarctan arctan A 
ie ee un Pa B: 
Für h — oo strebt der erste Summand im letzten Ausdruck gegen 0 und der zweite 
gegen ri bzw. —ri, je nachdem, ob ß; > 0 oder f; < 0 ist. Damit gelangen wir zu 


go 
— r 
wobei Pe Plus- oder das Minuszeichen zu nehmen ist, je nachdem, ob f, > 0 oder 
ßı < 0 ist. Diese Formel läßt sich durch die folgenden Überlegungen noch etwas 
ändern. Wir multiplizieren beide Seiten der Identität (5) mit x. Dann verschwindet 
die linke Seite für x — oo, da der Grad von xP(x) kleiner als der Grad von Q(e) ist. 
Auf der rechten Seite verschwinden für x — oo alle Glieder mit nichtlinearem Nenner, 
so daß die Summe der übrigen Glieder für x — oo ebenfalls 0 ist. Daraus folgt 2 4; 


=(, also Jr A, = — JA, wenn mit (-+) bzw. (—) die Summen der A, be- 
zeichnet werden, die ß; > 0 bzw. $; < 0 entsprechen. Jetzt können wir die erhaltene 
Formel in der Gestalt , 


Pla) 
ax) 


(00 


da = ri ZH A, (6) 


schreiben. 
Bei der Berechnung der Koeffizienten A, beschränken wir uns auf den Fall einer 
einfachen Nullstelle x,, für welche also Q(x;) = 0, aber Q’(x,) # 0 ist. Ihr entspricht 


. Nach Multiplikation beider Seiten 


in der Zerlegung (5) ein einziges Glied - 
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von (5) mit x — x; ergibt sich 
P(x) 
x). — Az) 


x — % 


= 4, +(@ — x) Re), 


wobei in R(x) diejenigen Glieder zusammengefaßt sind, die bei Annäherung von x 
gegen x, endlich bleiben. Hieraus folgt für — x; 
_ Pia) 


4, = a)‘ (7) 


Wir zeigen nun an einigen Beispielen die Anwendung der Formeln (6) und (7). 
1. Wir betrachten das Integral 


je, 0) 
2m > 
—— dr | 
1 +." N 


mit natürlichen Zahlen m und n (m < n). Alle Bedingungen für die Anwendung der hergeleite- 
ten Formel sind hier erfüllt. Nullstellen des Nenners sind die Zahlen 


(24 +1)r kan (2i+1)r 
an 2n 


x; = 008 =0,1,2,.,n — 1;n,..,„2n — 1), 


aber nur die ersten n dieser Nullstellen haben positive Imaginärteile. Offenbar ist x; = „#1 


mit &, = C08 => +isin = . Mit Hilfe von (7) erhalten wir für 1 = 0,1,2,..,n — 1 


\ N 
„am 1 1 
A; == = um zem+l ET „(em+1y(22+1), 
2naar-1 In * a 
wenn man die Beziehung «3? = —1 berücksichtigt. Die Summierung der A, ergibt 
n—1 2m+1 _ „(2m+1)(2n+1) 
zem4=- : J zlem+iyairı) — in 
2n 10 In 1 «2(2m+1) 
oder (wegen 25” = —I1) 
2m+1 1 1 
594 = had lan nn 


Setzen wir hier 


za em+l) = cos 


rt isin Te 


2m +1 2m +1 
2 


ein, so können wir schließlich die gesuchte Summe in der Gestalt 


1 1 
In . 2m+1 
sin TC 
2n 


schreiben. Daraus folgt mit Hilfe von (6) 


00 


zm T 1 
ne De m en (m <n). 
1 + x" n . 2m +1 
sin ——T 
In 
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2. Ein allgemeineres Beispiel ist 


6 e) : 
2m 2m 
x u 
Ey 9 > 020 ÖÜ0 > Ö SS [= „22 > SU} dr 
1] — r?" 
09 


mit natürlichen Zahlen n, m und m’ (dabei sei m, m’ < n). 

Die Bedingungen sind erfüllt, wenn man davon absieht, daß der Nenner die reellen Null- 
stellen +1 hat. Das ist jedoch unwesentlich, da auch der Zähler diese Nullstellen hat, so daß 
der Bruch durch 2? — 1 gekürzt werden könnte. Diese beiden Nullstellen werden wir im folgen- 
den nicht beachten. 

Die übrigen Nullstellen des Nenners sind 


ee ae a i=1,2,..,n—1;n+1,..,2n —1l). 
n N 


Die ersten n — 1 haben positive Imaginärteile. Auf Grund von (7) ist 


2m _ 2m’ 
Ar: sw Ta 7 — 4 2m’+1 _ »2m+1 
Ar En (23 7 )> 
— naar 1 In 


also 


I 20.55 =, 53 
„mA, = a: zei" 2 GERN am) — >= y („2m +3) 25 „i2m+1)), 


Dieser Ausdruck läßt sich folgendermaßen umformen!?): 
1 [arlam’+1) _ z2m’+41 zntzm+1) _ „2m+1 


zen. A [Be mn per 


arm’+1 | zzm+l — 1 
_ 1 b + „2m’+1 _ 1-+ | 


Le zzm'+1 Be ee zem+l 


= Gerz) 
DT 


In 


1 „(2m+1)/2 -- a7 (@m+ı)/2 „iem’+1)/2 ea ar (am’+1)/2 
z(emt)j2 — 2, (2mtny2 tem +j2 — 2 (2mH2)j2 


u BR Allen SEEN LE oa. Ei : 
2ni 2n In 


Damit erhalten wir 


joe) 
2m __ 22m’ 7 ä 
|. «-: Be hu ln (m, m’ <n). 
2n 2n 


1] — z?r N 


Aus dieser Beziehung ließe sich leicht das vorhergehende Resultat herleiten, wenn man n 
durch 2n ersetzen und m’ = m + n (für m < n) setzen würde. 


3. Abschließend betrachten wir das Integral 


ä Ze de i 
EIER (m<n; —rn < <r). 
— 00 . 


Wir führen den Winkel 09 = rn — 0 (0 < 0" < 2r) ein und können damit 


09 
y2m 
—_ dt 
[ zn — 2220 005 0’ +1 


00 


1) Dabei berücksichtigen wir, daß a? — —1 ist. 
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schreiben. Zur Berechnung der Nullstellen des Nenners setzen wir 2?r — z; dann ist z aus der 
Gleichung 2? — 22 cos 0’ + 1 = 0 zu bestimmen, und zwar ist 


.z2=c080 +-isin. 


Für x erhalten wir zwei Gruppen von Werten: 
0 .. 09 Te Te 
r, =. mit = cos — -+isin—, € = 008 — +isin — 
2n 2n n N 
und 
- ae BE. . un 20% Te Te 
%, = mit %9 = 008 — —isin—, E=c08 — —isin — 
2n 2n n N 


v=0,1,..,n —1;n,..,2n — 1). 


Dabei haben die ersten n Werte der ersten Gruppe und die letzten n Werte der zweiten Gruppe 
positive Imaginärteile. 


Die den Nullstellen x, (v = 0, 1,...,n — 1) entsprechenden Koeffizienten A, lassen sich mit 
Hilfe von (7) berechnen: 


am nr 
y = ae 
— Anfzan 1 — 220-1 cos 0°) 4m EITETE — cos 0°) 


Mm (cos 7 +isin or sin 6° 


Die Summierung dieser A, und Multiplikation mit 2ri ergeben!) 


cos u . -i) 0° Hin (7 J -1)6 
n 2n 2an 


1 — (er)2m+1 


2n sin 0° 1 — em 
cos an 0’ — isin ER nik. 9 
Rn 2n an 
on sin 0° 
x - _ 
( — cos a r) — 1sin an ir 
N N 


Für die Nullstellen 5 v=n,n + 1,...,2n — 1) gibt es analog einen hierzu konjugiert 
komplexen Ausdruck. Die Summe beider Ausdrücke ergibt den doppelten Realteil. Nach ele- 
mentaren Umformungen kann diese Summe in 


an |(1- 2) 0 Hr d 
Te 2n 


2n 
>m +1 
un 
n 


N° 


sin 0° sin 


übergeführt werden. Kehren wir zu 6 = r — 0’ zurück, so erhalten wir schließlich 


oo 


£ Sm +1 
= sin u rg 7) 
2n | 
zer 2a cos0 +1 % sin sin — T 


ı) Esistet= —1. 
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497. Beispiele und Übungen. 


1. Man beweise die Existenz des Integrals 


oO 
Dealer 
f x? (sin x)?l? 
T 


Es gibt unendlich viele singuläre Punkte: «= nr (n= 1,2, ....). In jedem endlichen Intervall 
liegen endlich viele; das Integral ist über jedes endliche Intervall konvergent. Die Frage ist, ob 
es auch in dem unendlichen Intervall konvergiert. Das ist tatsächlich der Fall, denn es gilt 


(a+1)r Te ä TC P : 
00 0 > x = 
In =: EEE EEE a rer < o, 
e [ „z [ (x + nr)? (sin x)2/3 [ (sin x)2/3 2 nr? 
NIT 0 0 


2. Nehmen wir in dem konvergenten Integral 
> DO 
[ Ilm gja _ d (@A>0) 
0 


(vgl. Nr..478, Beispiel 5(c)) die Substitution = e?,x = Int vor, so gelangen wir zu dem Integral 
oo 
J x]! sin e? de, 
Ye) 
das also konvergiert, ungeachtet dessen, daB der Integrand für unbeschränkt wachsendes |x] 
zwischen —oo und oo schwankt. 


3. Wir sahen eben, daß für die Konvergenz des Integrals 
00 
J ie) de (8) 
17 


das Erfülltsein der. Bedingung 
f(x) = 0(1) (für 2 — oo) (9) 
keineswegs notwendig ist. Man zeige jedoch: 


(a) Wenn der Grenzwert lim f(x) existiert, so ist er (bei Konvergenz von (8)) notwendig 
gleich 0. T>00 


(b) Wenn der Grenzwert lim xf(x) existiert, so ist auch er notwendig gleich 0, d.h. 
T%->00 


f(x) = 0 (2) ; (10) 
x 

(ec) Wenn eine im Intervall [a, oo) integrierbare Funktion monoton fällt, so ist (10) not- 
wendig erfüllt. 

Der Beweis für (b) und (c) stimmt mit dem der analogen Sätze für positive Reihen (Nr. 375, 
Ergänzung 3) überein. “ 

Wir bemerken noch (ebenfalls in Analogie zu den Reihen), daß sogar für eine monoton 
‚ fallende Funktion f(x) das Erfülltsein von (10) noch nicht die Konvergenz von (8) garantiert. 
Ein Beispiel hierfür ist das divergente Integral 


„00 


[ = (a>1). 
zliln« 


G 


\ 497. Beispiele und Übungen 575 


4. Den in Nr, 478, Beispiel 6, ausgesprochenen Satz wollen wir nun auf den Fall übertragen, 
daß die Funktion f(x) im Intervall [a, «@ + w]im uneigentlichen Sinne integrierbar ist (wenn die 
übrigen Forderungen erfüllt sind). Damit behaupten wir, daß (unter der Voraussetzung, g(x) 
strebe für x — oo monoton gegen 0) das Integral 


oo 


fin Isin x] - g(z) dx 
0 
konvergiert oder divergiert, je nachdem, ob das Integral 
oo 
[ ge) dx 
0 


konvergent oder divergent ist, während das Integral 


oo 


f In 2 |sin z| - g(&) d« 
0 


in jedem Fall.konvergiert. 


5. Man berechne die Integrale 


Te 1 00 
(a) [ zinsinxdr, (b) BLM dx, (e) an . 
yı — Ver — 1 
0 0 0 


Hinweis. (a) Durch die Substitution x = rn — t läßt sich das Integral auf 


r/2 


T 
[In sin x de = 2 [ Insintdi 
N) 0 


zurückführen. 


(b), (c) Die Integrale.lassen sich durch die Substitutionen x = snt bzw.x = In — auf 
re/2 sin 

f In sin it di zurückführen. 
0 


6. Man berechne das Integral 


1 
= [NZ#n 
0 


de. 


1 
‚ 


Lösung. Eis ist (mit x = sin 0) 
r/2 r/2 
J= 2 [ cos? 9. In cot 0. d0 — f eos 29 - In cot 0. d0, 
0 0 


Partielle Integration ergibt dann 
n/2 n/2 


rı/2 1° a | 1 TE 
Fe 1 .—— —— dd = = —. 
0 u 2 f 2 cot 6 sin? 0 f 2 

) 0 


J= — sin 20. In cot6 


7. Man bestimme das Integral 
r/2 
K= [in Isin? $ — a?| d6 (a? <1). 
0 


%. 
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Setzen wir a = sin w, so ergibt sich mit Hilfe der Identität 
sin?0 — sin? wo = sin ($ — w) sin (0 + w) 


die Beziehung 


w+r/2 
K= | in sin 040 = FInsin a0 = In. 


u—r[2 
8. Man berechne das Integral 
L= t er-0N dr  (,5>0). 
0 


Lösung. Unter Benutzung der Formel aus Nr. 491, Beispiel 13, finden wir 


oo FE oo 
DR b 2 REN 
L = e2Vob „(fa zu T ) de = an e-2Vab ev? dy = 2: Vz e-2Vad, 
Ya A a 
:O 0 


(Dabei wurde das Ergebnis aus Nr. 492, 2°, verwendet.) 
9. Man berechne die Integrale 


0 0 
cos I COS 2 0) 
2 
Jh=— EUER dp, J, = e ERREE. MEEER dp. 
T Y2(eos 0 — C03 0) ” V2(cos © — 080) 
0 
Lösung. Wir setzen c0os6 = x und cos = 2. Dann ist 
1 1-+2z 5 1+2z | 
— == —, — nn 2 — 
rg 5 et, = (22 — 1) 
und 
ı 
= dz _ 1 zz I)d& 
")/ Ve-n)(i-2) Ye-a)(1-2)' 
D7 


Führen wir durch 


Ye-2)(1—-2)=1t1-—.2) 


eine neue Veränderliche i ein, so erhalten wir 


00 
2 di 
J=— =: 1; 
. - 


0 


2 Li 2 
n--[ (1? + 1)? v2 er Mi 1)2 
10) 


- ist J, = 1,J; = cos 0. Später (in Nr. 511, Beispiel 3) werden wir ein allgemeineres Resultat 
erleiten. 
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10. Man beweise die folgenden Beziehungen durch partielle Integration: 


cos az — cosbz Te 
(a) [erst ta-20-0, 
oo 
e-atr?! _ a—-bir? _ 
(b) [ —— de = Yr(b—a), 


00 a 
(c) Erz ana). 


22 
11. Man erkennt leicht, daß 


Z für >60, 
© 2 
[Te«- 0 für a=0, 
x 
> für x<0O 


gilt (Nr. 492, 3°; Nr. 494, Beispiel 5). Daraus folgt wegen 


oo 


[Eor®-+ le ie + [ sin(x — ß) x dr 
x 2 x T 
0 0 


offenbar (wenn wir der Einfachheit halber x und ß als positiv annehmen) 


T 


FT ser 
> ür P<a 
u 


n für P=o, \ 
ı0 für P>a. 


Dieses Integral wurde mehrfach von DIRICHLET verwendet; deshalb wird es oft Dirichletscher 


Diskontinuitätsfaktor genannt. 
Auf ihn lassen sich viele andere Integrale zurückführen, z. 'B. (für positive Zahlen o, ß, y mit 


a>ß,a>y) 


00 
sin &x 
cos Brde = 
x 
0 


ea für ar < ß + Y> 
= 4 
sin ax sin Pr sin yx dr 
Tr —— T RR 
0 


0 für a>P+y 
(wenn man das Produkt zweier Sinusausdrücke durch die Differenz von Kösinusausdrücken 
ersetzt) oder (wieder für &, ß > 0).: 


Fr für Po, 


joe) 


sin ax sın x» 
x x 


Ö Z& für P>a 
(durch partielle Integration). 


37 Fichtenholz II 


578 XIII. Uneigentliche Integrale 


Das letzte Resultat kann folgendermaßen verallgemeinert werden: Sind a, a), &3 ...,0, 


n 
positive Zahlen und ist a > 2 a,, so gilt 


ı=1 
OO 
sin ax sin 1% sin &,X T 
J mn RATEN EEE de ... ee dr — — Kıfa ... 
x x x 2 


0 
Der Beweis wird mit Hilfe vollständiger Induktion (und partieller Integration) geführt. 


12. Man berechne das Integral 
08 
[ (sin ax — sin bx)? = i 
za 
0 


Lösung. Durch partielle Integration und Benutzung des Dirichletschen Diskontinuitäts- 


faktors ergibt sich r a —bl. 


13. Man berechne 


O0 
be (,r>0). 
x — 
ö 
Lösung. Singulärer Punkt: x = r. Mit Hilfe der Identität 
. 2x 1 1 


x? — gl kgHtr 2 —r 
können wir sofort ein konvergentes Integral abspalten: 


0,0) 00 oO 


er da = cosar [Hay — sinar | Way. 
c-+-r Y Y 
N) r . 
Dann ist 
re o\ , >; 
(Sr dem cosar (Way 
—r Y u 
Ö Tre T 
ar oo T . 
+ sin or [ — dy + 2 cosor [ — qy; 
N Y 
r € 


also ergibt sich 


wenn wir im letzten Integral einfach e = 0 setzen. Das Ergebnis lautet 


oo oo 


Ox si 
V.p. IT de=2coaor | TY dy=ncosar. 
za — y: Y 
0 0 


14. Eine Funktion /(z) mit 0 < x < oo genüge den Bedingungen 
e+r)=fa) und (nr —2)= fe). 
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Man beweise dann die Formel 
r/2 


} fa) LE ar — J f(x) de 


unter der Voraussetzung, daß das linke Integral existiert. (Diese Formel stammt von LoBA- 


TSCHEWSKI und läßt sich mit Hilfe der Partialbruchzerlegung von - 
im Spezialfall f(x) = 1; vgl. Nr. 492. 3°.) sin © 
Ferner benutze man diese Formel zur Berechnung der folgenden Integrale: 


(a) fe eu [are Sur v=1,2,..)J; 


(b) : arctan (a sın = 2; arctan (a sin «) sin x dr (a = 0). 


genauso beweisen wie 


sin x x 


Das Integral (a) läßt sich auf das schon bekannte Integral 
r/2 

ri — 1)! 

2 ()!! 


siin’xrde = 
N) 
(Nr. 312, Formel (8)) und das Integral (b) auf 


1 
arctan at di 
tyl — t? 
0 
(durch die Substitution £ = sin x) zurückführen. Der Wert des letzten Integrals, 
— in (a — yi — a?) 


wird später berechnet werden (vgl. Nr. 511, Beispiel 9). . 


15. Mit denselben Voraussetzungen für f(x) weise man die Beziehung 
r/2 


} ee J fix) de 


nach (wieder unter der Annahme, das linke Integral existiere). 


Hinweis. Auch hier MONTBER wir die Lobatschewskische Methode, nur müssen wir die 


—, (Nr. 441, Beispiel 9) benutzen. 


Partialbruchzerlegung sn 
Für f(x) = 1 erhalten wir a das schon bekannte Integral 


oo 
" sin? x Tt 
de = — 
x? 2 


0 
(vgl. Nr. 494, Beispiel 4). 
16. Man bestimme die folgenden Integrale (a, b > 0): 


00 
1 1 o-1 _ yb-1 
(a) [Tr a, we 0 cos be de, u RE 
N 
0 


In & 


37* 
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Hinweis. Sie lassen sich auf Frullanische Integrale zurückführen; die ersten beiden Inte- 


grale sind für a = b divergent. j 


8 “+ b Yla® — 8°] a 
s b) In ——, In —. 
Lösung. (a) In y: —y (b) In > (c) n- 


17. Man berechne die folgenden Integrale (a, 5 > 0): 


x? x? 


ee) a. 
(a) [ b sin m a sin bx ir (b) [= (1--ax) —aln(1 + be) ne 
0 6 


(c) f (e-08 _ e-bz)2 n ‚ 
% 
0 


Hinweis. Durch partielle Integration lassen sie sich auf Frullanische Integrale zurück- 
führen. \ 


! 


18. Man bestimme das Integral 


Hinweis. Es gilt die Identität 


1 x 1 1 1 1 1 1 
u ee er Be u a BE 
a er 5 22 \ i u Der wege 
1 1 1 1 
Fer 273° | 


Die Integrale des zweiten und dritten Ausdrucks auf der rechten Seite heben sich gegenseitig 
auf (wovon man sich durch Variablensubstitution leicht überzeugen kann). Man gelangt also 
zu einem Frullanischen Integral. 

Lösung. — In 2. 


19. Man bestimme das Integral 


09 
e-02 _ ehr ı la —- be... ,.L 
[ Zeh Min 1 ua (a,b > 0). 
x* 
0 „ln. 


Lösung. Es gilt (für 7 > 0) 
x 00 be AE . 4 En nt Pi 
-0Lf _ a-b2 ’ DE 
|- |) 7 «+ a5) | de.i) 
x vn 2 
n n 4 


ı Das erste der beiden rechten Integrale formen wir durch partielle Integration um in 


“ b | fhbeb 

e=0? — 797 e-02 —_ e0% be’? — ae79? 
N x XL 

7 7 7 


1) Keines dieser Integrale ist für 7 = 0 konvergent. 
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Br 


so daß schließlich 


oo 


°0 
era? — erb2 L y(a — b) e-bz e-4n — e-bn e-d? — e7-07 
fer tsemner „men, form, 
x n x 
7 N 


ist. Für 7 — 0 strebt der erste Ausdruck auf der rechten Seite gegen b — a, der zweite gegen das 
Frullanische Integral 
oo 


-br -aL 
e ae, 174 
x b 


0 \ 
20. Man ER die Beziehung 


4A B 
f cos ax + ern t+Kooske | keit Bine 
0 (*) 
unter den Voraussetzungen a,b,..„k>0und A+B-+ -.- + K = 0 (die zweite Bedingung 
ist offenbar für die Existenz des Integrals notwendig). 


Hinweis. Man schreibe K= -— A — B-—. ... und benutze die Formeln, 
A 2: ; 
ern — -Alna+Alnk um. 


Die Beziehung (*) läßt sich leicht auf den Fall einer beliebigen Funktion f(x) verallgemeinern, 
die den Bedingungen aus Nr. 495, II, genügt. 


21. Man gebe einen Ausdruck für das Integral 


co 
sin* x 
[ — dt 
gm 
0 
(m, n natürliche Zahlen; n 2m = 2) an. 


Lösung. Erweitern wir die verallgemeinerte Formel für die partielle Integration (Nr. 311) 
auf ein unendliches Intervall, so erhalten wir sofort 


oO 
ın? m- 
EINE ae ee (11) 
rk (m — 1)! dem x | 
1) 0 


\ 


Zur Berechnung dieses Integrals benutzen wir zweckmäßigerweise die schon bekannten Ent- 
wicklungen von sin® x nach dem Sinus und Kosinus der Vielfachen von x (Nr. 461, Beispiel 3(a) 
und (b)) und untersuchen die verschiedenen hier möglichen Fälle: 


(a) n = 2» + 1,m = 2u + 1. Dann ist 


me air E y + 1)?# sin (2v +1) 


d2# 
— sin’! = 
dr? 2% 


| —(2v + 1) (2 — 1)®# sin (9% — 1) 
+ az (2» — 3)?2# sin (2 —3)x — | 
und nach (11) | 


[ sin?+l x ame: (IH zn | ® — 1) (» +1)» — 1)% 


yauıl 2% (2)! 


i (2v +1) % 


2» — ZY4 — |, 
I ma | 
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(b) n = 2», m = 2u + 1. In diesem Fall ist 


I RR oe iin (2v)2# cos 2vx — 2»(2v — 2)?% cos (2v — 2 

Fr A 51 y)#c Yx v(2V v ) x 
He ag cos (2» — 4) x — |. 

Man sieht leicht, daß die linke Seite (wegen v > u) für x = 0 verschwindet, so daß die Summe 

der Koeffizienten bei den Kosinusgliedern gleich 0 wird und wir das Ergebnis aus Beispiel 20 

anwenden können. Daraus folgt 


oo 
sin”? x u (—1)’te+l ie 5 
de = ELTERN & #» In 2» — 2v(2» — 2) In (2v — 2) 
N) 
g av ld (2» — 4)2# In (dv —4) — |. 
1.2 

Analog lassen sich die Formeln in den Fällen (c)n = 2v + 1,m = 2u und (d)n = 2»,m = 2u 

aufstellen. Insbesondere ist für jedes n» > 2 | 


e (sin z\r _ Te n-1_ _ 9n- n(n — 1) _ 4)n- 
I[F)e- m k a el a Ze re in: 


22. Mit Hilfe derselben Entwicklung aus Nr. 461, Beispiel 3(b), erhält man leicht (für p > 0) 


°o 
sin®+1l px _ (-Vr (2» + 1) 2» 
(TE « - 9%+1 1-44 2 - 


2y +1)2v-.- (+2 
y @tDw+n] 
1:2..% 
Übrigens kann dieser Ausdruck durch elementare Umformungen auf die einfachere Gestalt 
00 
— tt ın?7 
= er gebracht werden. Das Integral f 2 dr divergiert. Das Frullanische Inte- 
v)!! 
gral 0 
09 
in? — gin? 
f sin® px - sin” gw (00) 
0 


genügt nicht den Bedingungen aus Nr. 495, aber mit Hilfe der Entwicklung aus Nr. 461, 
Beispiel 3(a), läßt sich leicht feststellen, daß es auf den Fall II des Frullanischen Integrals 
zurückgeführt werden kann, wenn sin® x durch 

122» —1).-v+1) 

2° 1-2... 

ersetzt wird. Schließlich ist auf Grund von Gleichung (4a) aus Nr. 495 


oo 


[ sin® px — sin” gx FE (2v — 1)!! In I 


sin®xz — 


Ve 
— 


n —. 
x (2y)!! p 
N) 


Es gibt keine natürliche Zahl 2, für welche das Integral 


oo 


cos"? x 
dt 
x 
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©. 


konvergiert. Für n = 2» + 1 ist jedoch f konvergent, und wir erhalten sofort auf Grund von 
(4a) aus Nr. 495 A 


0.0) 


d=In*. 
« p 


0 


Für n = 2v benutzen wir die Entwicklung aus Nr. 461, Beispiel 3(c), und finden 


o,e) 
> — cos” gr de lı _ (2» — 1)!! mL. 
T (2y)}! p 


23. Man bestätige die folgenden Beziehungen!): 


— für pl >1, 
2) 
(a) fi cos yx dx TU sor Mei, 
4 
0 für yI<1; 
T 
— fü 1, 
0 yi > 
sin t 
(b) IE [* —d= in für wii, 
4 : 
0 für yI<1; 
“ Peih nt; in] E2| für y#+0, +1; 
(c) fe VE da | [Fa 2y =Y 
0 1 für 9 = 05°) 
1 5 2 
FR —In11—-y für y#0, +1, 
(d) [* yx de IE — d= 7 
0 für y=05?) 
I ai +y) für 9>0, 
(e) f e’? dr [? — d = Y 
1 für y=VO. 
Beweis. (a) Wir Setzen y 0) voraus und integrieren partiell: 
00 oo 0,0} O0 N 0.0) . 
fo pad | Ta = einge | Ta + [FE cosxr.dr. 
t y 1 y T 
0 z T 0 0 
1) Die ERHRE 


fee und 


stellen den se (si x) bzw. den Integralkosinus (ci x) dar, denen wir schon in Nr. 289 
begegneten. 
2) Füry = +1 ist das Integral divergent. 
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Das erste Glied auf der rechten Seite verschwindet wegen 


co | 00 d 
fF«<| (Fa) (Z-e+ Mas 
1 z 


SL 


das Integral geht in den Dirichletschen Diskontinuitätsfaktor über. 
Den Fally = 0 betrachten wir gesondert. Für jedes A > 0 erhalten wir, wenn wir wiederholt 
partiell BEE 


fe [ze- - fra + [ons - [arm 


+4 [Marina far 


g in! 21% 


Nach dem wen Mittelwertsatz (Nr. 478) erhält der letzte Ausdruck die Form 


fe d>4). 


Dieses Integral verschwindet für A — oo auf Grund a Kriteriums von BOLZANO-CAUCHY 


(Nr. 475), angewendet auf das konvergente Integral #4 an: dt. Also ist 


fr  [epta=a 


In den anderen Fällen verlaufen die Beweise analog. 


24. Man beweise die folgenden Formeln («, $ > 0): 


T 


[6re) (ee) co — für aß, 
(a) IK: Fa Fa “a 
t t = | 
0) ar Br ze für x —<sß; 
2P 
oo oo © = für aZß,; = 
DEIEZIETT. : 
t | t 
Ö &2 Bz I für as$ß; 
28 
! 2 __ 2 
a as ” rm GE für a=#ß, 
(e) [® IE: dt iu wi Re ö 
| t t u 
N) ar Br Im? für a=ß; 
&X 
oo oO le 6) 
-i Re 1/a+1/B: 
(d) | Elch EL oral eh 
t t allPplla 
4) ar Br 
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Sm——mmn ne 


Beweis.(a) Durch partielle Integration des gegebenen Integrals gelangen wir zu Integralen 
des schon in Beispiel 23(a) betrachteten Typs: 


cos t cos ti 
far fl Hfenma [tar fon ta 


00. oo Fe für «2 ß D 
& 
a fmgru Hurt ft fern 
& t - 
| 0 x ET; für a <Bß. 
Das Verschwinden des Ausdrucks 
00 oo 
[ a [ — at 
ar x 0 
läßt sich folgendermaßen erklären: Aus der schon bekannten Abschätzung 
ee) 
[a <c-+ nz] 


x 


(vgl. S. 584) ist ersichtlich, daß der Ausdruck mit x verschwindet. Andererseits ist 


oo oo oo 
cost sin t|% sin £ cost 2 
— d= | + —— di, — di<—. 
t E |z L° Li x 
Mr z LT 


Daraus folgt, daß der Ausdruck auch für x — oo verschwindet. 
Der Beweis der übrigen Formeln verläuft analog zu Beispiel 23 (b), (e) und (d), (e). 


, 


$ 5.  Angenäherte Berechnung uneigentlicher Integrale 


498. Integrale mit endlichen Grenzen. Abspaltung der Singularitäten. In Nr. 322 bis 328 
wurden verschiedene Methoden zur angenäherten Berechnung bestimmter („eigentlicher“) 
Integrale studiert. Auf uneigentliche Integrale sind diese Verfahren und die für sie hergeleiteten 
Fehlerabschätzungen nicht unmittelbar zu übertragen. Manchmal gelingt es, durch Variablen- 
substitution und partielle Integration das uneigentliche Integral in ein „eigentliches“ um- 
zuformen. Dann läßt sich auch die angenäherte Berechnung des uneigentlichen Integrals auf 
ein schon bekanntes Problem zurückführen. b 


In vielen Fällen wird die angenäherte Berechnung eines uneigentlichen Integrals f x) de 


G 
(mit endlichen Grenzen) durch die Abspaltung der Singularitäten!) erleichtert. Dieses Ver- 
fahren besteht darin, eine Funktion g(x) einfacher Bauart mit den gleichen Singularitäten zu 
suchen, so daß die Differenz o(x) = f(x) — g(x) keine singulären Stellen mehr hat, d.h. im 
„eigentlichen“ Sinne integrierbar ist. Bei der Wahl der Funktion g(x) müssen wir anstreben, 
daß g(x) in geschlossener Form integrierbar ist und p(x) die notwendige Anzahl von Ableitungen 


1) Dieses Verfahren stammt von KANTOROWITSCH (LEONID WITALJEWITSCH KANTOROWITSCH, 
geb. 1912, sowjetischer Mathematiker). 
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arg, 


besitzt, so daß wir bei angenäherter Berechnung des Integrals von p(z) die schon vorhandenen 
Formeln für den Fehler benutzen können. 

Die Funktion g(x) wird auf verschiedene Arten, jenach Problem, gewählt. Als Beispiel wollen 
wir eine allgemeinere Regel zur Konstruktion dieser Funktion für eine häufig anzutreffende 
Klasse von Integralen angeben. Der Integrand habe die Form 


fa)= en he) (sm <sb0<a<i), 
wobei h(x) füra <x Ss bin die Potenzreihe 

ha) = + cl — %) + Gl — HH)” ++ + co, — 0)" + 
entwickelbar sei. Dann setzen wir 


glz) = |r — vol" leo + ce — %) + + + cl — %)"] 
und 


pa) = |e — Lol”* lenıl® — +] le DI [en +]. 


Das Integral von g(x) läßt sich leicht berechnen; o(x) hat offenbar im Intervall [a, b], auch 
im Punkt z,, n stetige Ableitungen. 


499. Beispiele. 
1. Man berechne das Integral 


1 1/2 
Jar — 2 de = 2 [aa — a)N2de. 
11) 1) 


Im rechten Integral ist 0 der einzige singuläre Punkt. 
Wir entwickeln (1 — z)-U/2 nach Potenzen von x, brechen die Reihe nach x? ab und setzen 


1 3 5 35 
— gr1j2 2: Ks BE ES N 
gl) = x” (1+5:+2= er an *), 


128 
35 63 
a — U2 |(1 — DY-U2 _ ij ER — li = — 7912 gas. 
Pr \ ” (14 a] 26 
Dann ist 
1/2 1/2 1/2 


I= [art — a)NRde= | gla)de + [erd)de=1, +1,. 
11) 0 0 


Der Wert von I, ist leicht zu berechnen: 


__ 715801 
177645120 


Zur Bestimmung von I, benutzen wir die Simpsonsche Formel. Wir zerlegen das Intervall 


a . 2 : 
9 5] in 2n = 10 Teile und berechnen die einzelnen Werte auf sechs Dezimalen: 


Y2 = 1,5691585 ... 


Y% = Yıla = 0 2y, = 0,000018 
4ysla = 0,000 225 

2Yy = 0,000431 

4Y5]2 = 0,002496 

2y, = 0,003017 

44/2 = 0.012901 

2y, = 0,012632 

4Yg9j2 = 0,046 350 

Y = 0,020239 


0,098309:60 = 0,001 6335 
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I, » 1,5691585 
I, » 0,0016385 


Der wahre Wert von I ist (wie aus der Theorie der Betafunktion folgt; vgl. Nr. 529, Formel 


(5a)) 
nn — 1,5707963 ... 


Wir wollen nun so tun, als ob wir den genauen Wert des Integrals nicht schon (aus anderen 
Überlegungen) kennen, und den Fehler abschätzen. Es ist 


6975353 
9) x — GEmEEUEEE — mE g mbtni g (dm G (mm g 1/2 + “.. . 
@ 256 2 2 2 2 . j =. 


o(% nimmt also mit x zu, so daß der größte Wert für x = z erreicht wird. Daraus ergibt sich 
leicht max o9(x) = 288. 2 


Der Fehler bei der Simpsonschen Formel läßt sich durch die aus Nr. 327 bekannte Be- 
ziehung | 


ausdrücken. Also ist 


R<0, IR] < — — = —. 
Außerdem ist der bei I, entstandene Rundungsfehler dem absoluten Betrag nach kleiner als 
5. 10 


60 
schen —5,2 - 10" und 0,2 » 10%, also ist 


1,5707918 < I < 1,5707972 oder 1,570791 < I < 1,570798. 
Wir erhalten schließlich 
I = 1,570790,00001- 
2. Bei dem Integral 


< 1077. Genauso groß ist der absolute Fehler von I,. Der Gesamtfehler liegt zwi- 


1 
I= far! — 2) de 
0 
sind O0 und 1 singuläre Punkte; entsprechend zerlegen wir es: 
ı ı2 ı 
I=|=/[+[=IhtR. 
0 0 1/2 
Zur Berechnung von I, setzen wir 
3 21 77 1155 
— ml? — Bu, — 13 ı|, 
IE (+ FA Er +00 °) 


1155 
DELZUlE EEE )| 


also ist 
1/2 1/2 
I, = 1) g(z) de + Jpt«) dr=JIı+tI/n- 
0 0 


588 XIII. Uneigentliche Integrale 


Für /,, ergibt sich sofort 


576293 ya 
1 491520 
Das Integral /,, bestimmen wir mit Hilfe der Simpsonschen Formel. Wieder sei 2n = 10, und 


wir erhalten auf sechs Dezimalstellen genau /,, » 0,003813. Daraus folgt I, » 1,661938. Mit 
der gleichen Fehlerabschätzung wie in Beispiel 1 ist 


I], = 1,66193,,9,00001 


Analog gilt 
1 1/2 
= | all — az) de = J z3l4(1 — a) U? de 
1/2 


rs 1,6581248. 


1/2 1/2 
das IE (i + —c+ + — ) de + fa [(1 — x)? — (1 + ---)]de 
0 0 
=In+r In. 


Wir finden 

I. X 3,580291, Iga X 0,002 033, I, u 3,582324 
und nach Fehlerabschätzung 

I, = 3,582 32, 9,000005 - 
Also ist insgesamt 

I = 5,24425,,,000015 Oder I = 5,24426,,,00001- 


3. Gegeben sei das Integral / = 


: spaltung der Singularität wollen wir ein Verfahren benutzen, das dem eben verwendeten sehr 
ähnlich ist. Wir setzen 


1 1 
1 [u +2: +? +.°+M)nrde+ [E®-n+n 
— x 
0 
Durch partielle Integration finden wir sofort /, = —1,46361 ,.. Das Integral I, bestimmen 


wir wieder nach der Simpsonschen Formel (2n = 10; fünf Dezimalen): I, »s —0,18135. Also 
2 
ist I au —1,64496. Der genaue Wert des gesuchten Integrals ist ee — —1,644934 ... 


Bei der Fehlerabschätzung wird 9(%(z) mit Hilfe der Leibnizschen Formel (Nr. 117) be- 
rechnet. Dabei ist es zweckmäßig, die leicht zu beweisende Beziehung 


vers — | - u. fie+1!Ke), 
”—q k+1 


wobei c zwischen a und 5 liegt, zu benutzen. In ihr setzen wir f(x) = Inz unda= 1. Eine 
grobe Abschätzung liefert |p®(z)| < 200; damit ist 


1 200 
RI < — ZI z 0,0011. 
nr 


Der Gesamtfehler ist +0,00013. Damit ist schließlich 
7} = 1,645 ,0,0002- 
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4. Wir betrachten zum Schluß noch ein Integral anderen Typs; 
r/2 
I =.[ log sin x dx; 
0 


x = 0 ist singulärer Punkt des Integranden. 


Wir vergleichen den Integranden mit der Funktion g(x) = log x, deren Integral leicht be- 
rechnet werden kann!): | 


n/2 «2 
[2 
RZ Jede u [insde= Mel n| - 5 (le a) ru —0,374123. 
0 
0 0 


Das Integral I, mit dem Integranden y(z) = log ZZ wird nach der Simpsonschen Formel 
berechnet (2n = 18; sechs Dezimalen): 2 


re/2 
L,=-— f (og x — logsinz) de» —0,098733. 
0 


Daraus folgt 
I=I, + I,» —0,472856. 


Das Integral I unterscheidet sich tatsächlich nur durch den Faktor M von dem schon be- 
kannten (Nr. 492, 1°) Integral 


r/2 
Insinxzdr = 2 In 2; 
N) 
folglich ist 


I= 2: log 2 = —0,4728568... 


Wir sehen, daß in dem oben erhaltenen Wert alle sechs Dezimalstellen genau sind. 
Kennt man den genauen Wert nicht, so muß der Fehler abgeschätzt werden, Hier ist 


6(2* — sin?x) — Art sin?x 


einsehen, (2) M 
o(x) (In — In sin x) 9%(z) ET 


4 = 
Man kann zeigen, daß 0 < g®W(z) < m M< 3,6 gilt, woraus R< 0 und |R] < 0,000002 


folgt. Unter Berücksichtigung der Rundungsfehler würde man nur 
I2|  0,47285, 9 00001 


erhalten. k 


500. Eine Bemerkung zur angenäherten Berechnung „eigentlicher“ Integrale. Die Me- 
thode der Abspaltung der Singularitäten kann sich oft auch bei der Berechnung „eigentlicher“ 
Integrale als nützlich erweisen, wenn nämlich der Integrand zwar stetig ist, aber nicht die not- 
wendige Anzahl stetiger Ableitungen besitzt (was die Fehlerabschätzung erschwert), Wir wollen 


dies an einem Beispiel erläutern. 
} 


1) Mit M wird der Modul des dekadischen Logarithmensystems bezeichnet (2 - En 
— 043420...) . | 
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Wir betrachten das Integral 
1 
I= |Inx-m(l-+.)de. 
0 


Der Integrand verschwindet für z — 0, so daß man ihn im ganzen Integrationsintervall als 
stetig voraussetzen kann. Doch schon seine erste Ableitung strebt für e— 0 gegen oo. Be- 
nutzen wir die Entwicklung des Logarithmus, so können wir den Integranden als Summe der 
beiden Funktionen 


x x? x* 
g(&) = Inz- .-5+5-7) 
x x x* 
y(&) =Inz- Im +9-(-5+5-7)] 


darstellen. Das Integral von g(x) hat den Wert —0,20528... Das Integral der Funktion o(x), 
die schon vier stetige Ableitungen besitzt, müssen wir mit Hilfe der Simpsonschen Formel be- 
rechnen (2r = 10; fünf Dezimalstellen). Wir erhalten —0,00348, so daß —0,20876 das Resul- 
tat ist. 

Wegen |pX(z)| < 36 gilt |R]| < 0,00002. Damit ist schließlich 


I | = 0,20876 | 9,00003 = 0,2087 0,0001 - 


(Die in diesem Näherungswert angegebenen Dezimalstellen sind genau, denn der wahre Wert 
von I ist —0,2087618...) 

Es ist interessant, daß wir I ru —0,2080, also nur drei richtige Dezimalstellen erhalten, 
wenn wir die Simpsonsche Formel (ebenfalls mit 2n = 10 und fünf Dezimalen) auf den Inte- 
granden anwenden, ohne vorher die Singularität abgetrennt zu haben. 

Wenn wir also die Singularität nicht abtrennen, so erschweren wir damit nicht nur die 
Fehlerabschätzung, sondern können auch die Genauigkeit des Resultats herabsetzen. 


501. Angenäherte Berechnung uneigentlicher Integrale mit unendlichen Grenzen. Es ge- 
E 00 


lingt selten, das Integral f f(x) de auf Grund seiner Definition als Grenzwert des Integrals 
A a oo A 
1) f(x) de zu berechnen, indem man (für hinreichend großes A) näherungsweise f nD J setzt, 


a 17 17 
wobei sich das rechte Integral mit Hilfe schon bekannter Methoden bestimmen läßt. Dies er- 
weist sich allenfalls nur dann als zweckmäßig, wenn der Integrand mit wachsendem x sehr 
schnell abnimmt, so daß diese Näherungsgleichung (sogar bei nicht großem A) schon hin- 
reichend genau ist. 

oo 


1. Dies ist z. B. beim Integral I = f e-2! dx der Fall. Aus der Ungleichung «? > 2Ax — 42 
folgt 0 


e2? s e4° e-24Az 


und 
fee) © 
e-7° dr s e4? e2A! dr — I e-A?. 
24 
A 
Für A = 3 ist 


oO 
f e-2’ dx < 0,00002. 
3 
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3 
Das Integral f e"“" dx berechnen wir nach der Simpsonschen Formel (n = 30; fünf Dezi- 


malen); das Be 0,88621. Bei der Fehlerabschätzung erhalten wir 
Kez)@] <12, |RI<2-10-, 

Der Gesamtfehler liegt also zwischen —0,00004 und 0,00006. Damit ist 
0,88617 < I < 0,88627, I = 0,8862,0.001- 


Der genaue Wert von / ist, wie wir aus Nr. 492, 2°, wissen, gleich B = 0,886226... 


oo 


Oft ist es zweckmäßig, das Integral f entweder auf endliche Grenzen umzuformen oder es in 
A 0 a 


f 4 zu zerlegen und das zweite Integral auf endliche Grenzen zu bringen. 
a A 


2. Wir betrachten noch einmal das Integral 
= f e2’ de 
0 
und schreiben es jetzt in der Form 
co 1 co 
[=[+[ =-A+R- 
00 1 


I, berechnen wir nach. der Simpsonschen Formel (2n = 10; fünf Dezimalen; |R| < 0,00001) 
und erhalten /, = 0,746 83 .0,00002- Das Integral /, wird mit Hilfe der Substitution x = rs auf 


die Form 
1 
J,= / 2 eilt? dt. 
t2 
0 


gebracht. Auf dem üblichen Wege finden wir I, = 0,13945, also I »» 0,88628. 

Auf eine Fehlerabschätzung wollen wir hier verzichten. | 

Hat ein Integral mit einer unendlichen Grenze auch noch im Endlichen eine Singularität, so 
muß man es so in zwei Integrale zerlegen, daß jedes Integral nur eine Singularität enthält. 


3. Wir betrachten für 0 < «<< 1 das Integral 


oo 


1 oo 
zul gm za 
er Ian +) ı tl 
0 0 


1 


I, läßt sich durch Abspaltung der Singularitäten bestimmen: 


en 


a4 
re ci u = 


1 1 
n= [erraten en zede- | 
0 0 


Dabei ist 
1 1 1 1 1 
Jı=-- 


a re ee, 


während J,, nach der Simpsonschen Formel berechnet werden muß. 
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Ist etwa a = RB —= 0,7071068..., so erhalten wir /,, = 1,14052...; für I,, ergibt. sich 
(2n = 10; fünf Dezimalen) 0,09518. Also ist /, »v 1,045 34. 


Das Integral /, formen wir durch die Substitution x = — in 


b-1 
u [a 


‚um; dabei ist 5 = 1 — a = 0,2928931... Analog dem Vorhergehenden finden wir I ar 2,90289, 
je schließlich I »» 3,94823. In Nr. 522, 1°, werden wir sehen, daß der genaue Wert von / gleich 


— 3,948246.. 


& 


sin ra 
00 


Bei einem langsam konvergierenden Integral f f(x) dx gelingt es manchmal (z. B. durch 


a. 
wiederholte partielle Integration), die leicht zu berechnenden Glieder so abzutrennen, daß das 
übrigbleibende Integral möglichst klein wird. 


4. Gegeben sei das Integral 


oo 


[ sin x dr. 
x 


0 


A oo 
Wir schreiben es als Summe f -. f ‚ jedoch nicht mit der Absicht, das zweite Integral möglichst 


0 A 
klein zu machen. Integrieren wir es partiell, so finden wir 


* sin einz .. __ 608% sin x 9 208 x COSzx 120 sin x] |% 
x x? 26 ä 
# 
je 6) 
sınz „. 
+ 720 [ dr. 
2? 


A, 
Nehmen wir beispielsweise A = 2r, so ist 


oo je 0) 


sin x 1 2 23 sinz. 
[ T 2r (2)? bi (Zr)? = [ x" ü 


Zr 27 


Die Summe der ersten drei Glieder ist 0,15354...; das Integral wird folgendermaßen .ab- 
geschätzt: 


i oO +. 
0< [Ba < a0 [ = 120. — 0.002. 
x (2r)® 


27 & 
Das Integral f "berechnen wir nach der Simpsonschen Formel (2r = 40; vier Dezimalen) 


0 
und finden 1,4182. 
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Fehlerabschätzung: 
z eu — 1) 22m 5 (ee) (— — 1) 22m 
namen PAZE Emtem rn 


1 | 
OR) < — eosh2m< 54, |RI< 0,0012. 


Daraus folgt bei Berücksichtigung des Gesamtfehlers 
1,5702 — I = 1,5752, I — 1,57 ,0,01- 


Wie wir aus Nr. 492, 3°, wissen, ist / = = = 1,5707... 


502. Verwendung der asymptotischen Entwicklungen. Bei der näherungsweisen Berechnung 
oo 
von Integralen der Form f f{t) di erweist es sich häufig als zweckmäßig, ihre asymptotischen 


en 
Entwicklungen zu verwenden. Wir wollen dies an Beispielen demonstrieren. 


1. Der Integrallogarithmus. Für 0 < a < 1 ist der Integrallogarithmus li a durch 
la= | — (12) 


definiert. Für @ > 1 ist dieses Integral divergent, und man hat es im Sinne seines Hauptwertes 
(Nr. 484) zu verstehen: 


ia=V.p. — Em (f+ fie er (12*) 
0 


Zunächst seia < 1. Wir setzen «a = e? für «> 0 und nehmen in (12) die Substitution 
u = et vor: 
oo 
e-i 
i (et) = — Fo (13) 
= 


Mit ti = x + v gelangen wir zu 


li (e2) = —e@ [ —. (14) 
x 
Wegen 
1 = 1 = ® n—1 vr IE 
ce +-v av x a a) 


1 1,21 ,8 arm! 
en er 4-44 tt _1) N rel] (15) 


(vgl. Nr. 489, Beispiel 4) mit dem Restglied 


n -td 
r.(&) = (—1)" [ ee (15a) 
0 


38 Fichtenholz II 
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Ohne dieses Restglied können wir 


1 1 2! 


li (e?) u —e”* 6 43 Zu 4 je, | (16) 


7 A vB »>, gr 
schreiben ; diese Reihe ist offenbar divergent, denn der Quotient aus dem letzten und dem vor- 
hergehenden Glied, EL ‚strebt mit n gegen oo. Aus (15a) ist ersichtlich, daß das Restglied das 
x 


Vorzeichen des ersten vernachlässigten Gliedes der Reihe hat und dem absoluten Betrag nach 
kleiner als dieses Glied ist!): 


00 


1 dry dv — n! 
r.(2)]| < Br e-?y”r dv = Er 


0 


Die Reihe (16) alterniert also um die Funktion li (e”*) und ist gleichzeitig die asymptotische 
Darstellung der Funktion (vgl. Nr. 463). Aus Kapitel XII, $6, wissen wir, daß eine solche 
Reihe zu näherungsweisen Berechnungen benutzt werden kann; das beste Resultat ergibt 
sich, wenn n = [x] ist. 

Der Falla> 1 undx < 0 ist bedeutend komplizierter. Auch hier kann man die Formeln (13) 
bis (16) aufstellen, jedoch sind alle Integrale nur im Sinne ihres Hauptwertes zu verstehen. Der 
Ausdruck (16) erweist sich in diesem Fall als nicht alternierend (es ist nämlich x < 0). Die Ab- 
schätzung des Restgliedes ist mit großen Schwierigkeiten verknüpft. Mit Hilfe ausführlicher 
Untersuchungen gelang es STIELTJES?) zu zeigen, daß für ein gegebenes x < 0 die Zahl li (e”?) 
am besten approximiert wird, wenn man n = [|x|] nimmt; dabei wird die Ordnung der Approxi- 


mation durch 2 abgeschätzt. 
x 


Für die Funktion li (e=2) können wir eine für alle reellen x gültige Entwicklung nach ganzen 
wachsenden Potenzen von x herleiten. Zu diesem 2 schreiben wir (13) in der Gestalt 


1 z 
li (e?) = 1 (1 — et) - = ..j% -[ (1 — et) - 
0 0 


Das Integral f — ist für 2< 0 divergent, so daß sein Hauptwert genommen werden muß; er 


1 f 
; 


lim: [+ N: — = lim In. + In | — In (—x) = In |el. 
£&>+0 s—>-+0 € 


‚Die Summe der beiden ersten Integrale ist eine von x unabhängige Konstante C.?) Wir brauchen 
nun nur noch das letzte Integral nach Potenzen von x zu entwickeln, um das geforderte Resul- 
tat zu erhalten: 


ist gleich 


n 
i(e)=C+hmel—x+ nn + et (1 


4) Im betrachteten Fall a < 1 können die asymptotische Entwicklung (16) und der Ausdruck 
für das Restglied durch mehrmalige partielle Integration von (13) hergeleitet werden. Dieser 
Weg ist uns jedoch im Falla > 1 verschlossen. 

2) THOMAS JEAN STIELTSES, 1856 — 1894, holländischer Mathematiker. 

3) In Nr. 538, Beispiel 3, werden wir sehen, daß C mit der Eulerschen Konstanten identisch ist. 
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Es ist jedoch nicht ratsam, diese Entwicklung bei’großen Werten von |x|.zu verwenden; 

der divergenten Entwicklung (16) ist in diesem Fall entschieden der Vorzug zu geben. So fand 
STIELTJES mit 23 Gliedern der Reihe (16) den Wert 


]i 101% — 455055614,586; 


u 


} 


bei der Reihe (17) würden wir, mehr. als. 101 Glieder benötigen, um die.gleiche Genauigkeit zu 
erzielen! 


2. Integralkosinus und I EN 5 


“cost, int 


Zur Vereinfachung der Betrachtung führen wir das Integral einer: komplexwertigen Funktion 
einer reellen Veränderlichen ein: 


it 
740 [Fanı g ne 


Durch partielle Integration ee sich en Formel 


P+Q- + +2 + nt re) 


mit dem Restglied 


= eit 
1.2) = (1) in! mn di. 


u 
Dividieren wir die erhaltene Formel gliedweise durch —ei# und vergleichen wir die Real- und 


Imaginärteile auf beiden Seiten, so gelangen wir zu den für Berechnungen geeigneteren Be- 
ziehungen!) ! 


cos (t — i 
fee#- —Pcosz — Qsinz 


t 
LT 
ı fi 31 (2m — 1)! Ä 
-1 =- | Hrn (8) 
und 
dt=Psinx —Y%cosz 
£ 
2 
it 1-3 WERE DRS. | + male). (19) 
Dabei ist N | 
sin(t — x 
ram) = (Dem)! [ ru u 
Fn 
und 


’ sin (t — x) 
ram-a(2) = (-1)" (Zm)! u di. 


LT 


1) Es ist interessant, daß die Glieder in den eckigen Klammern zu den Gliedern der bekannten 
Potenzreihen für den Sinus bzw. den Kosinus (Nr. 404, (12) bzw. (13)) invers sind. 


33* 
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Es läßt sich leicht zeigen (z. B. mit Hilfe der Bonnetschen Formel; Nr. 306, (3)), daß 


x | 
fr (—x) dt <2 

A or 
Fr 


gilt. Für X — oo sehen wir, daß das Restglied in (18) bzw. (19) dem absoluten Betrag nach 
nicht größer ist als das Doppelte des ersten vernachlässigten Gliedes (der entsprechenden Ent- 
wicklung). Setzen wir also die Entwicklungen (18) und (19) bis ins Unendliche fort, so gelangen 
wir zu den asymptotischen Entwicklungen der Integrale auf den linken Seiten. 

Zum Beispiel finden wir aus (19), wenn wir dort <= kr (k=1, 2,3, ...) setzen, 


co 
0 = Ssike = - [Far (—1)*t1 et _ | 
kır 
‚und hieraus für k > 2 leicht die Näherungswerte 
05 0,1040, 04» —0,0786, 0; 0,0631, 0,» —0,0528, 
Beispielsweise genügen zur Berechnung von o, drei Glieder aus der geschweiften Klammer: 
0,07958 — 0,00101 -+ 0,00008 = 0,07865; 
da der Fehler dem absoluten Betrag nach kleiner als 
2 - 0,000015 = 0,00003 
ist, liegt |o,} zwischen 0,07862 und 0,07868. Also ist 
0% = —0,0786... 


XIV. Integrale, die von einem Parameter abhängen 


S$ 1. Elementare Theorie 


503. Aufgabenstellung. Wir betrachten eine Funktion /(x, y) zweier unabhängiger 
Veränderlicher; f(x, y) sei für alle Werte von x aus einem gewissen Intervall [a,b] und 
alle Werte von y einer Menge / = {y} definiert und für jeden konstanten Wert y aus 
Y ım Intervall [a, b] im „eigentlichen“ oder uneigentlichen Sinne integrierbar. Dann 
ist das Integral | 


b 
Iy) = J Ka, y) de () 


offenbar eine Funktion der „Hilfsvariablen‘‘ oder des Parameters y. 
Bei den Funktionenfolgen {f,(x)} in Nr. 436 betrachteten wir die Integrale 


[| 


die einen Spezialfall der Integrale (1) darstellen: Der Parameter ist hier der Index n. 

Bezüglich der Funktion /(y) entstehen natürlich eine Reihe von Fragen, etwa nach 
der Existenz und dem Aussehen des Grenzwerts bei einem bestimmten Grenzüber- 
gang, insbesondere nach ihrer Stetigkeit bezüglich %, nach ihrer Differenzierbarkeit 
und dem Ausdruck für ihre Ableitung und schließlich nach ihren Integralen. Diesen 
Fragen ist das vorliegende Kapitel gewidmet. 

Das Studium der Eigenschaften von Funktionen, die von einem Parameter ab- 
hängen und durch das Integral (1) dargestellt werden, ist auch unabhängig von dem 
eben Gesagten von Interesse (vgl. etwa $5). So finden ihre Eigenschaften, wie wir 
sehen werden, vielseitige Anwendung, insbesondere bei der Berechnung uneigent- 
licher Integrale. ö 
504. Gleichmäßige Annäherung an die Grenzfunktion. Die entscheidende Rolle wird 
in den folgenden Überlegungen der Begriffe der gleichmäßigen Annäherung an die 
Grenzfunktion spielen. Die Funktion f(x, y) sei im allgemeinen Fall in der zweidimen- 
sionalen Menge M = %.x Y definiert; dabei bezeichnen 7 und Y die Mengen der 
Variablen x bzw. y, und / besitze einen Häufungspunkt, etwa die endliche Zahl y,. 

Wenn a) die Funktion f(x, y) für y — y, eine endliche Grenzfunktion 


lim f{x,y) =pa) (aus) (2) 


yv>Vo 


besitzt und b) für e > 0 eine nicht von x abhängige Zahl ö > 0 derart existiert, daß 
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im Fall |y — yı| < 6 


Ko, y) - Pa) <e (3) 
gleichzeitig für alle x aus 7 gilt, so sagen wir, daß die Funktion f(x, y) gleichmäßig für 
alle x aus X gegen die G'renzfunktion &(x) strebt. 

Diese Definition läßt sich auch leicht für den Fall formulieren, daß %, keine end- 
liche Zahl, sondern z. B. oo ist; dabei braucht die Ungleichung |y — %,| < ö nur durch 
eine Ungleichung der Form y > A ersetzt werden. In Kapitel XII, Nr. 428, hatten 
wir.es schon mit einem Spezialfall einer gleichmäßigen Annäherung an die Grenz- 
funktion zu tun; dort war von der Funktion f„(x) die Rede, die als Parameter den 
natürlichen Index r enthält. 

In Nr. 429 (bei den Funktionenfolgen) hatten wır festgestellt, daß die Konver- 
genz genau dann gleichmäßig ist, wenn das Konvergenzprinzip gleichmäßig erfüllt ist. 
Eintsprechendes ergibt sich auch im allgemeinen Fall; es gilt nämlich (wenn wir VOr- 
aussetzen, %, sei endlich): 


! 


1°. Die Funktion f(x, y) hat genau dann eine Grenzfunktion und strebt gegen’ diese 
genau dann gleichmäßig bezüglich x aus X, wenn es zu jedem e > 0 eine nicht von x 
abhängige Zahl ö > O0 derart gibt, daß die Ungleichung 


Key) - foy)l<e (4) 
für alle x aus X gleichzeitig erfüllt ist, sobald 
y-ul<d, W-Yl<d (m Yoaus 4) (8) 


gilt. 
(Im Fall y, = © sind die Ungleichungen (5) durch y> A, y’ T > 4 zu ersetzen.) 


‚Beweis. Zum Nachweis, daß die Bedingung notwendig ist, nehmen wir an, die 
Konvergenz sei gleichmäßig. Wir ersetzen &e durch e/2, wählen ö entsprechend und 
nehmen zwei Werte y und y’ aus //, so daß (5) erfüllt ist. Dann gilt für jedes x 


fa) Pal <z und Pe) - al <z 


woraus sich (4) ergibt. 

Wir zeigen nun, daß die Bedingung hinreichend ist. Ist sie erfüllt, so existiert offen- 
bar die Grenzfunktion (2). Gehen wir in (4) mit 4''— y, zur Grenze über (y sei so ge- 
wählt, daß |y — yo| < 6 ist), so erhalten wir 


ek) —- fa, y)| <e- 


Dadurch ist die gleichmäßige Annäherung von f(x, y) an die Grenzfunktion o(x) be- 
wiesen. | | 

Wir zeigen nun, wie sich dieses Problem auf, die gleichmäßige Konvergenz von 
Funktionenfolgen zurückführen läßt: 


2 


2°. Die Funktion f(x, y) strebt für y— y, genau dann gleichmäßig (bezüglich x aus 
X) gegen die Grenzfunktion p(x), wenn jede Folge {f(x, Yn)} gleichmäßig gegen 9(x) kon- 
vergiert, unabhängig davon, wie die Zahlenfolge {y,} (mit Werten aus U) gegen y, strebt. 


Beim Beweis beschränken wir uns auf endliches Yo- 


Beweis. Strebt f(x, y) gleichmäßig gegen g(x), so gibt es per definitionem zu 
jedem & > 0 eine entsprechende Zahl ö > 0 (vgl. (3)): Zu jeder gegen y, strebenden 
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Zahlenfolge {y,} existiert eine Zahl N derart, daß fürn > N 
|Yn — Yl < 6 


ist. Für diese Werte von » ist dann auf Grund von (3) die Ungleichung 
fr, yn) — P@)| <e 


für alle x gleichzeitig erfüllt. Damit ist die gleichmäßige Konvergenz der Folge 
{f(z, Yn)} bewiesen. 

Nun konvergiere jede solche Folge gleichmäßig gegen p(x). Daß die Funktion f(x, y) 
gleichmäßig gegen Y(x) strebt, beweisen wir indirekt. Angenommen also, f(x, %) 
strebe nicht gleichmäßig gegen p(x), dann gibt es, welches ö = 6’ > 0 wirauch wählen, 
zu einem gewissen &> 0 einen Wert y=y’ mit |y’ — y,| < 6’ aus 4/ derart, daß 
mindestens für einen Wert x = x’ aus 7 die Ungleichung 


Key) -e@)lze 


erfüllt ıst. Wir nehmen nun eine Nullfolge {6,} positiver Zahlen. Jedem 6, können wir, 
wie gesagt, zwei Werte y, und x, derart zuordnen, daß zwar |y„ — %o| < 6,, aber 


In: Yn) — Yan)| Z € (6) 


ist. Offenbar strebt y, gegen y, (wegen ö, — 0), aber die Folge {f(x, y,)} kann wegen 
(6) nicht gleichmäßig gegen p(x) konvergieren. Wir sind damit auf einen Widerspruch 
gestoßen. 


Die Menge % stelle nun das endliche Intervall [a, b] dar. Wir wissen aus Nr. 436: 
Wenn eine Folge stetiger (oder im „eigentlichen“ Sinne integrierbarer) Funktionen 
/„(z) gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion konvergiert, so muß auch diese Grenz- 
funktion notwendig stetig (oder integrierbar) sein. Auf Grund von Satz 2° ist klar, 
daß sich das eben Gesagte auch auf unseren allgemeinen Fall übertragen läßt: 


3° Ist eine Funktion f(x, y) für jedes y aus U stetig (integrierbar) bezüglich x aus dem 
Intervall X = [a, b] und sirebt f(x, y) für y — y, gleichmäßig gegen.eine Grenzfunktion 
o(x), so ist auch o(x) stetig (integrierbar). 

Im Interesse der weiteren Darlegungen beweisen wir die folgende Verallgemeinerung 
des Satzes von Dint (Nr. 431). Dabei wollen wir voraussetzen, daß alle y kleiner als ,, 
sind. 


4°. Ist die Funktion f(x, y) für jedes y aus U stetig bezüglich x aus dem Intervall 
X = [a,b] und strebt sie für wachsendes y monoton wachsend gegen die ebenfalls stetige 
Grenzfunktion o(x), so ist diese Konvergenz notwendig gleichmäßig bezüglich x aus X. 


Beweis. Wir wählen aus .// eine monoton wachsende, gegen %, strebende Folge. 
{y,} aus und betrachten die entsprechende Funktionenfolge {f(z, y„)}, die offenbar 
ebenfalls mit n monoton wächst. Da die Reihe 


fz,Yı) + 5 (fx, 9.) — F& Ya-1)] = P@) 


aus positiven Gliedern besteht (eventuell mit Ausnahme des ersten Gliedes), können 
wir auf Grund des Satzes von Dinı behaupten, dab diese Reihe gleichmäßig bezüglich 
x aus dem Intervall X konvergiert. Folglich existiert zu einem gegebenen e > O eine 
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solche Zahl n,, daß die Ungleichung 


IP(2).— Fa; Ya)l <E 


für alle x aus 2 gleichzeitig erfüllt ist. Da / mit y monoton wächst, ist erst recht die 
Ungleichung 


le(2) - My) <e 


erfüllt, sobald y > y,, ist. Damit ist der Satz bewiesen. 

Obgleich dieses spezielle Kriterium sehr eng erscheint, kann es doch oft nützlich 
sein, da es uns von der Notwendigkeit befreit, uns auf anderem Wege von der gleich- 
mäßigen Konvergenz zu überzeugen. 


505. Vertauschung zweier Grenzübergänge. Dieses Kapitel ist der Vertauschbarkeit 
zweier Grenzübergänge gewidmet. Dieser Frage in ihrer einfachsten Form begegneten 
wir schon in Nr. 168, als von der Existenz und der Gleichheit der iterierten Grenz- 
werte 

lim lim f(xz,y) und lim lım f(x, y) (7) 


L—>Le U >Yo Y>Yo 7 >Ie 


unter der Voraussetzung, daß der zweifache Grenzwert 


zo, 

Yo 
existiert, die Rede war. Danach sahen wir in Nr. 436, daß der Satz über den glied- 
weisen Grenzübergang in einer gleichmäßig konvergenten Funktionenreihe in ähn- 
licher Form ausgedrückt werden konnte: 

lım lim /„(x) = lim lim /,(&). 

La N—>0OO Rn—>00 2a 
Dabei wurde vorausgesetzt, daß die Funktion f,(x) für 2 — oo gleichmäßig gegen 
ihre Grenzfunktion strebt. 

Wir benutzen nun den in Nr. 504 eingeführten Begriff der gleichmäßigen Kon- 
vergenz, um einen allgemeinen Satz dieser Art zu formulieren. Vorausgesetzt sei, 
daß die Funktion f(x, y) ın der zweidimensionalen Menge M = 2x 4 definiert sei, 
wobei die Mengen 2° = {x} und Y/ = {y} den (endlichen oder unendlichen) Häufungs- 
punkt x, bzw. y, haben mögen. 

Für jedes x aus X und jedes y aus I mögen die einfachen Grenzwerte 


lm f(x,y) =e(x) und lim f(x,y) = y(y) 
Yy>yo >XI 


existieren. Strebt für y— y, die Funktion f(x, y) gleichmäßig bezüglich x aus X gegen 
die Grenzfunktion g(x), so existieren die iterierten Grenzwerte (7) und sind einander 
gleich. 

Wir können diesen Satz leicht auf seinen oben erwähnten Spezialfall zurück- 
führen, aber wir ziehen es der Deutlichkeit wegen vor, diesen Satz unabhängig von 
seinem Spezialfall zu beweisen (wir nehmen.dabei an, daß beide Zahlen x, und % 
endlich sind). 

Wir geben eine beliebige Zahl e > 0 vor und finden auf Grund von Satz 1° aus 
Nr. 504 eine ihr zugeordnete Zahl ö6 > 0 derart, daß die Ungleichungen (5) die Un- 
gleichung (4) für jedes x aus 7 nach sich ziehen. Die den Ungleichungen (5) genügen- 
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Br \ 
den Werte yund y seien fest, und es strebe x gegen x,. Gehen wir in (4) zum Grenzwert 
über, so erhalten wir 


YWy) — yly)l Se. (8) 


Damit ıst für die Funktion y(y) beim Grenzübergang y — y, die klassische Bedin- 


gung von BoLzano-CAucHY (Nr. 58) erfüllt, woraus sich die Existenz des endlichen 
Grenzwerts 


lim y(y) = A 


y>Yo 


y 


ergibt. Nun ist klar, daß für jedes x aus 7 
el) - Fa, y)lse und yYy)—Alse 


gilt, sobald y— | < ö ist. Dies sehen wir sofort, wenn wir in (4) und (8) zum Grenz- 
wert für y’ — y, und bei festgehaltenen x und y übergehen. Zu diesem festen y können 
wir ein ö' > 0 derart finden, daß 


fa,Y) - yWy)l <e 


ist, sobald |x — x,| < 6’ gilt. Dann folgt aus allen. diesen Ungleichungen, daß für 
diese x-Werte auch 


lo(z) — Al < 3e 
ist. Also gilt 

lım o(x) = A. 

Fun 2 7 


Damit ist der Satz bewiesen. 


Bemerkung. Man kann zeigen, daß die Zahl A gleichzeitig auch der zweifache 
Grenzwert der Funktion f(x, y) ist (vgl. S. 600), wenn gleichzeitig x gegen x, und y 
gegen %, streben. Dadurch wird eine Verbindung zwischen dem eben bewiesenen Satz 
und dem Satz aus Nr. 168 hergestellt. 


506. Grenzübergang unter dem Integralzeichen. Wir betrachten nun das vom Para- 
meter y abhängige Integral (1) und beschränken uns zunächst auf ein endliches Inter- 
vall [a,b] und eine im ‚eigentlichen‘ Sinne integrierbare Funktion. 

Wir nehmen an, der Wertebereich !/ des Parameters y habe den Häufungspunkt y,, 
und fragen nach dem Grenzwert der Funktion (1) füry—9,. 


Satz 1. Ist die Funktion fix, y) bei konstantem y nach x im Intervall [a, b) inte- 
grierbar und strebt sie für y — y, gleichmäßig bezüglich x gegen die Grenzfunktion (2), so 
gilt 

b b 
lim /(y) = lim [ f(x, y) de = | p(e) de. (9) 
Y>yYo yv>Yyı O0 a 


Beweis.!) Die Integrierbarkeit der Grenzfunktion o(xz) ist bekannt (Nr. 504, 
Satz 3°). Geben wir eine beliebige Zahl e > 0 vor, so läßt sıch zu ıhr ein ö > 0 derart 


!) Wir nehmen y, als endlich an. 
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En 


finden, daß (3) für alle x mit a < x sb gilt, sobald |y — y,| < 6 ist. Dann ist 


b b 
Stra, y) de — J pa) de 


b 
= | Sf, y) — pa)) dr 


b 
< [ If, y) — p(a)| de.< e(b — a) 
für |y — Yo] < ö. Damit ist (9) bewiesen. 


Die Formel (9) können wir auch in der Gestalt 


b b 
lim [ f(x, y) de = [ lim f(x, y) de 
Y>Yo a a Y>yı 
schreiben; der Grenzübergang nach dem Parameter ist also auch unter dem Integral- 
zeichen erlaubt. 
Setzen wir voraus, daß alle y kleiner als y, sind, so gilt die 


Folgerung. Ist die Funktion f(x, y) bei konstantem y stetig bezüglich x aus [a, b] 
und!strebt sie mit wachsendem y monoton wachsend gegen die ebenfalls stetige Grenz- 
funktion, so gilt (9). 


Zum Beweis muß der verallgemeinerte Satz von Dinı (Nr. 504, Satz 4°) heran- 
gezogen werden. 


Unter der Voraussetzung, daß Y ein endliches Intervall [c, d] ist, betrachten wir 
zum Schluß noch die Stetigkeit der Funktion (1). 


Satz2. Ist f{x,y) als Funktion zweier Veränderlicher in dem Rechteck [a, b; c,d] 
definiert und stetig, so ist das Integral (1) eine stetige Funktion des Parameters y im 
Intervall [c, d]. 


Beweis. Da f(x, y) gleichmäßig stetig ist (vgl. Nr. 174), existiert zu jedem e>0 
ein ö > 0 derart, daß für alle (x’, y’) und (x’’, y’’) aus den Ungleichungen |x” — «| 
< 6, |y” — Y < ö die Ungleichung a’, y’) — Ha’,y)| < e folgt. Setzen wir Ins- 
besondere ?! =" =x,y' = y,y" = y, so gilt für |y — 0! < 6 und beliebiges x 


fa, y) — Ha, yo)l < ee. 


Daher konvergiert f(x, y) gleichmäßig bezüglich x gegen f(x, y,), wenn'y gegen einen 
beliebigen re Wert strebt. Auf Grund von Satz 1 ist dann 


lim [ fe; nr he u)da 
y>yı ü 1 
oder 


lim I) = I(yo) 
yv>Yo 


womit der Satz 2 bewiesen ist. 


Ohne z. B. die Integrale 
1 


1 
f arctan — de, f In (2? + y?) de 
Y 
0 


0 
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zu berechnen, sehen wir sofort, daß sie für alle positiven Werte des Parameters y stetige Funk- 
tionen von y sind. 


507. Differentiation unter dem Integralzeichen; Beim Studium der Funktion (1), die 
durch ein Integral mit dem Parameter y dargestellt wird, hat die Frage rach der Ab- 
leitung dieser Funktion nach dem Parameter eine große Bedeutung. ! 

Unter der Voraussetzung, die partielle. Ableitung f,(x, y) existiere, gab Leısnız 


zur Berechnung der Ableitung I’(y) eine Regel an, die in der Lagrangeschen Schreib- 
weise die Form | 


b 
P’(y) = [ha y) de, (10) 


in der ausdrucksvolleren Cauchyschen Schreibweise die Form 


b b 
D,f fi, y) de = f D,fix, y) dx 


hat. Wenn diese Vertauschung der Differentiation (nach %) mit der Integration (nach 
x) zulässig ist, so sagt man, die Funktion (1) könne unter dem Integralzeichen nach 
dem Parameter differenziert werden. 

Die Berechnung der Ableitung nach der obigen Formel trägt den Namen Leibniz- 
sche Regel. 

Im folger.den Satz geben wir einfache hinreichende Bedingungen für die Anwend- 
barkeit der Leibnizschen Regel an. 


Satz 3. Die Funktion f(x, y) sei in dem Rechteck [a,b; c, d] definiert und für jedes 
konstante y aus [c, d] stetig bezüglich x aus [a, b]. Ferner existiere im ganzen Bereich die 
partielle Ableitung f,(x, y), die als Funktion zweier Veränderlicher stetig ist!) Dann 
gilt für jedes y aus [c, d] die Formel (10). 


Die Stetigkeit der Funktion f(x, y) bezüglich x zieht die Existenz des Integrals (1) 
nach sich. 
Wir wählen % fest, y = y,, und geben ihm den Zuwachs Ay = k. Dann ist 


b b 
I(y) = 1) fx, y0) de, Iy+k)= J f(x, yo + k) de, 


also 
| b 
I(y + k) — I(y,) - (8 Yo + k) — Fl, Y0) Er (11) 
P} k . k : 


Das Integral auf der rechten Seite hängt von dem Parameter k ab. Wir müssen zeigen, 
daß hier der Grenzübergang k — 0 unter dem Integralzeichen ausgeführt werden 
darf. Damit ist dann auch die Existenz der Ableitung : 
I k)— I 
k 


—0 


1) Aus diesen Bedingungen folgt auch die Stetigkeit von f(z,y) in beiden Argumenten;. wir 
werden sie jedoch nicht benutzen. 
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und die Gültigkeit der Gleichung 


b 
I’(y,) se Be Yo Es - Ge; f(z; %) d 
k—0 


b 
- | lim fz, Yo + = — fx, Yo) dx - [ie y.) da 
= 


@ 
bewiesen. 
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung schreiben wir 


nen = fi, +) (|W<H<I). (12) 


Da f,(x, y) gleichmäßig stetig ist, gibt es zu jedem & > 0 ein ö > 0 derart, daß für 
x’ — a] < ö und |y’’ — y’| < ö die Ungleichung 
Aa, y N) - Ak; <e 


erfüllt ist. Setzen wir hier "=x" =z, y' =y, Y’ =y, + 0k und nehmen wir 
|k| < 6, so erhalten wir auf Grund von (12) für alle x gleichzeitig 


f(x, Yo + d cn I; Yo) er f(&; Yo) <.. 


Daraus folgt, daß der Integrand (12) für k—>0O gleichmäßig bezüglich x gegen die 
Grenzfunktion f,(z, y,) strebt. Daher ist auf Grund von Satz 1 auch in (11) der Grenz- 
übergang unter dem Integralzeichen erlaubt. 


Als Beispiele betrachten wir die schon in Nr. 506 angegebenen Integrale. Offenbar ist für 


-y>0 
x de y° 
D fein fa arctan — da = Fr - — In —, 
x? + y? 1-+y%? 
2y 1 
D, [merna- D,In(@® + y)de= | ———— dr = 2arctan —. 
er Y 
0 


Diese Resultate können wir leicht ARERR indem wir die Integrale in geschlossener Form 
angeben, 
1 


1 1 y? 
I — aretan = dr = arctan — — ylIn ——, 
ı(%) [ y T areLe y Ay 2 Y 1 —- y° un 


1 
7) = fin (+ M)de ini +9) — 24 Wyarcan—, 
0 


und dann nach % differenzieren. 

Für y = 0 sind die Bedingungen aus Satz 3 nicht erfüllt. Wir wollen untersuchen, wie sich 
die Ableitungen der Funktionen I,(y) und I,(y) für y = 0 verhalten. Schreiben wir dem Inte- 
granden von /,(y), um seine Stetigkeit zu bewahren, für y = 0 und x > 0 den Wert r/2 zu, so 
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Te 
erhalten wir /,(0) = 2,50 daß /,(y) auch für y = 0 bezüglich y stetig ist. Nun ist jedoch 


I(y) — Iı(0) _ 1 1 y° arctan % 
— {I - - — - ——— . _o0 
y 2 1i+y y 


Ari y — 0, so daß für y = 0 keine endliche Ableitung existiert. Bei der zweiten Funktion /,(y) 
iS 
I,(0) en I. I:(y) Ei 1;(0) ER In (1 + y?) 
Y 
für y—0, also I,(0)=r, während die Ableitung des Integranden nach yfüry=0 ver- 


schwindet, so daß ihr Integral ebenfalls gleich 0 ist. Wir sehen also, daß die Leibnizsche Regel 
hier versagt. 


+ 2 arctan z —>rT 
Yy 


508. Integration unter dem Integralzeichen. Wir wollen nun das Integral der Funktion 
(1) nach y, etwa über das Intervall [c, d], untersuchen. 
Uns interessiert besonders der Fall, daß dieses Integral durch die Beziehung 


b 


d d b d 
SIWdy=/ ren det} Iteu Ayı de 


174 


ausgedrückt wird, die auch ohne Klammern häufig in der Form 


db b d 
SS ta y) de dy = [ [ fa, y) dyde 
oder 


d db bo d 
Jdyf fx, y) de = [ de [ fx, y) dy (13) 
c [7 {7 c 

geschrieben wird. Gilt diese Beziehung, so sagt man, die Funktion (1) könne unter dem 
Integralzeichen (für die Integration nach x) auch nach dem Parameter y integriert 
werden. 

Die einfachste Bedingung, die für die Gleichheit der beiden Doppelintegrale (13) 
hinreichend ist, gibt der folgende Satz an: 


Satz 4. Ist die Funktion f(x, y) bezüglich beider Argumente im Rechteck [a,b; c, d] 
stetig, so gilt (13). 


Wir wollen die allgemeinere Gleichung 


n b b 7 £ 
f dy f I, y) de = [ de [ f(x, y) dy (13*) 


beweisen, wobeicsnSd ist. 
Auf jeder Seite steht eine Funktion des Parameters n. Wir wollen ihre Ableitung 


nach n berechnen. | 

Das äußere Integral auf der linken Seite hat als Integranden die Funktion (1), die 
auf Grund von Satz 2 bezüglich y stetig ist. Daher ist ihre Ableitung nach der varlab- 
len oberen Grenze n gleich dem Integranden an der Stelle y=n, d.h. gleich dem 
Integral \ 


7) 
In) = [ fa, n) de. 
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Auf der rechten Seite von (13*) steht das Integral 


ji p(z,n)de mit e(a,n) = S fx, y) dy. 


Die Funktion o(x, 7) genügt den Bedingungen von Satz 3, denn sie ist auf Grund von 
Satz 2 bezüglich x stetig.!) Dann ist o,(x,n) = f(x, n) als Funktion zweier Veränder- 
licher stetig. Auf das Integral kann also die Leibnizsche Regel angewendet werden: 


b b b 
D,f p(z, n) dr = [ p8, n) de = [ fi, n) dr = /(n). 


Die linke und die rechte Seite von (13*) haben also als Funktionen von n gleiche Ab- 
leitungen und können sich folglich nur um eine additive Konstante unterscheiden. 
Da aber für 7 = c beide Seiten offenbar verschwinden, sind sie auch für alle Werte 
von n identisch. Damit ist (13*) bewiesen. 

Für n = d folgt aus (13*) insbesondere die Gleichung (13). 


Beispiele. 


1. Es sei f(x, y) = x? im Rechteck (0, 1;a,51, 0<a<< b. Die Bedingungen des Satzes sind 
erfüllt. Hier ist 


b 1 1 b 
fay [dx = [| de [ au dy. 
7) 0 0 a 


Auf der linken Seite ergibt sich sofort 
b » 
_dy in 1+5 
1+y i+a +a’ 
17 


1 
xD _ z9 


rechts gelangen wir zum Integral [ dr. Durch Vertauschung der Reihenfolge der 


0 _ | 
Integrationen erhalten wir damit den Wert des Integrals in Nr. 497, Beispiel 16 (c). 


2 _ 22 
2. Bei der Funktion f(z,y) = wrr im Rechteck [0,1;0,1] sind die Bedin- 
x 
gungen des Satzes nicht erfüllt, da die Funktion im Punkt (0, 0) unstetig ist. Hier gilt 


1 
)de= | - (y>0) d ” ) dx = arctan = 
»Y rl Yy > Yy »Y = Yo ri 
v N) 
während 
1 1 
0 0 


1-+y 
509. Übertragung auf den Fall veränderlicher Integrationsgrenzen. Wir wollen nun 
den komplizierteren Fall untersuchen, daß nicht nur der Integrand, sondern auch die 


0 


ist. 


1) Hier spielt x die Rolle des Parameters. 
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Integrationsgrenzen von einem Parameter abhängen. In diesem Fall hat das Integral 
die Gestalt 


P(y) 
Iy)=/ fe, y) de. (14) 


aly 


Wir wollen die Stetigkeit und Differenzierbarkeit dieses Integrals bezüglich des 
Parameters überprüfen. 


PR ci d. Die Funktiön f(x, y) sei definiert und stetig im Jeechteck [a, b; c, d], und die 
urven 


z=oy), z=PfY) (esysd) 


seien stelig und mögen nicht außerhalb des Rechtecks liegen. Dann ist das Integral (14) 
eine stetige Funktion von y in [c, d]. 


Beweis. Ist y, ein beliebiger spezieller Wert von y, so kann (14) in der Gestalt 


P(vo) 0) «(y) 
Iy) = f fa, y) de + [ fa, y) de — [ fa, y) de (15) 
a(Yo) B(yo) a(yo); 
geschrieben werden. Das erste Integral mit konstanten Grenzen strebt für y— y, 
gegen 
(yo) 
I(yo) = [ fx, yo) de 


a(yo) 


auf Grund von Satz2. Die anderen beiden Integrale lassen die Abschätzungen 


Bu) a(g) 
R| ie, y) dz| = M |f(y) — Plyo)|; J ft 3) dz| < M ]a(y) — a(yo)l 
Yo (Yo 


zu, wobei M = max |f(x, y)| ist, und streben wegen der Stetigkeit von a{y) und f(y) 
für y— y, gegen 0. Also ist schließlich 


lim I(y) = Io). 
y>Yo 


Damit ist der Satz bewiesen. 


Satz 6. Hat die Funktion f(x, y) außer den obigen Voraussetzungen im Rechteck 
la, b; c, d] eine stetige Ableitung f,(x, y) und existieren auch die Ableitungen &'(y) und 
ß’(y), so läßt sich das Integral (14) nach dem Parameter differenzieren. Die Ableitung 
lautet 


By) | 
T’(y) = [ Il, y) de + P’W) HE). y) - WW f (x(y), %)- (16) 
a(y) 


Beweis. Hier gehen wir von (15) aus. Das erste Integral hat für y = y, eine Ab- 
leitung, die auf Grund von Satz 3 durch das Integral der Ableitung darstellbar ist: 


ey) 
J fu®; Yo) dr. 


a(yo) 
Für das zweite Integral (dessen Wert für y = y, gleich 0 ist) gilt nach dem Mittel- 
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wertsatz 
P(y) 


Ei Kr Ey, 


B(yo) 


wobei © zwischen f(y,) und ß(y) liegt. Daher ist die Ableitung des zweiten Integrals 
für y = y, (sie stimmt mit dem Grenzwert des linken Ausdrucks für y — y, überein) 
gleich 


Yy—% 


yo) f (B(yo); Yo) . 
Analog erhalten wir für das dritte Integral für y = y, 


— (0) Ho(yo)» Yo) - 


Fassen wir diese Resultate zusammen, so sehen wir, daß J’(y,) existiert und durch die 
obige Formel gegeben ist. 


Bemerkung. Die letzten beiden Sätze behalten auch dann ihre Gültigkeit, wenn die 
Funktion /{z,y) nur in dem zwischen den Kurven x = a(y) und x = f(y) liegenden Gebiet 
gegeben ist (und dort die angegebenen Eigenschaften hat). Wir haben jedoch die Funktion in 
dem Gebiet [a, 5b; c, d], das größer ist als [a(y), ß(y); c, d], betrachtet, weil sich dadurch die 
Überlegungen vereinfachten. 


Es ist interessant, die erhaltenen Resultate noch von einem anderen Gesichtspunkt 
aus zu betrachten. Das Integral /(y) ergibt sich aus dem von dreö Parametern y, u, ® 
abhängigen Integral 


I(y, u, ®) = fi, y) de 


durch die Substitution u = a(y), ® a ß(y): In diesem Fall müssen wir die allgemeinen 
Sätze über Stetigkeit und Differenzierbarkeit einer mittelbaren Funktion anwenden. 
Insbesondere lautet dann (16) in der klassischen Schreibweise 


a1 a , I „> 
DEIN 


510. Einführung eines nur von & abhängigen Faktors. Durch analoge Überleguhgen 
erhalten wir leicht eine Verallgemeinerung der obigen Resultate. Wir können nämlich 
statt (1) das Integral 


b 
IKy) = J fx, y) gie) de (1*) 


betrachten, wobei g(x) eine im Intervall [a,b] (eventuell auch im uneigentlichen 

Sinne) absolut integrierbare Funktion von x sei. Dadurch gelingt es, die hier dar- 

gelegte elementare Theorie teilweise auch auf uneigentliche Integrale zu übertragen. 
Wir formulieren nun die zu den Sätzen 1 bis 4 analogen Sätze: 


Satz 1*. Unter den Voraussetzungen über f(x, y) von Satz 1 gilt 


lim [ fx, y) ge) de = f oz) g(e) de. 


nr. 
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Wir weisen zunächst darauf hin, daß alle auftretenden Integrale existi 
oin, grale existieren. Die 
Integrierbarkeit der Grenzfunktion p(z) wurde schon bewiesen. Die Existenz der im 
allgemeinen uneigentlichen Integrale von /g und gg folgt aus Nr. 482. 
Zu einer vorgegebenen Zahl e > 0 gibt es infolge der gleichmäßigen Konvergenz 


von f{x, y) gegen p(x) eine Zahl 8 > 0 derart, daß (8) gilt, sobald die Ungleich 
|y — yı| < 6 erfüllt ist.!) Dann gilt 3) 8 ngielchung 


b b b 
J f&, y) ge) de — [ ala) gle) del Sf Ifle, y) — Pla) - Ig(e)| de 


b 
< & | \g(&)| de 


für |y — Yo| < 6. Damit ıst die obige Beziehung bewiesen, denn auf der rechten Seite 
b 
steht das Produkt aus der beliebig kleinen Zahl e und der konstanten Zahl f Ig(z)| de. 


Insbesondere gilt dieser Satz auch für eine Funktionenfolge {f,(z)}, in der n die 
Rolle des Parameters spielt. Wir formulieren dieses Resultat jetzt für unendliche 
Reihen, da es in dieser Form oft verwendet wird: 


Folgerung. Sind die Glieder der Reihe }) u,(x) im Intervall [a, b] im „eigent- 


n=1 
lichen‘‘ Sinne iniegrierbare Funktionen, ist die Reihe gleichmäßig konvergent und. ist 
g(x) eine im Intervall [a, b] (eventuell auch uneigentlich) integrierbare Funktion, so läßt 
sich die Reihe 


PRACHG 


a“ 
; 


gliedweise integrieren. 


Die folgenden Sätze 2* und 3* können genauso wie die Sätze 2 und 3 bewiesen wer- 
den (nur unter Zuhilfenahme von Satz 1* statt 1): 


Satz 2*. Unter den Voraussetzungen von Satz2 ist das Integral (1*) eine stetige 
Funktion von y im Intervall [c, d]. 


Satz 3*. Unter den Voraussetzungen von Satz 3 ist die Funktion (1*) nach dem Para- 
meter differenzierbar, und es gilt 


d 
’(y) = [ Ir, y) gl) de. 
17 

Schließlich haben wir noch den 
Satz 4*. Unter den Voraussetzungen von Satz 4 ist die Gleichung 

d a b d 

[ I) dy = [WS te, y) gie) de = [ gle) de [ Io, y) dy 

erfüllt. 


1) Wir betrachten auch hier wie stets ein endliches yo; die Verallgemeinerung auf den Fall 
Y = © bereitet keine Schwierigkeit. 
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Der Beweis verläuft genauso wie bei Satz4 (nur hier unter Zuhilfenahme der 
Sätze 2* und 3* statt 2 und 3). 

Zahlreiche Beispiele für die Anwendung dieser (und der vorhergehenden) Sätze 
findet der Leser in Nr. 511. 


511. Beispiele. 
1. Mit Hilfe der Reihenentwicklung der Funktion e? stelle man die folgenden Integrale als 
Summe einer Reihe dar: 


1 s 2214 
(a) | e*Inzde, (b) [ _ 
/ iz 


Lösung. Auf Grund der Folgerung aus Satz 1* ist 


m=ı m! 


1 
I Kr ei 


1 
JE: ER 5 — am 2) . 


m=ı m! (2m —1)-mi 


1 1 1 1 
oO 
(a) (en: fetuz: Frkl - [mede+ 2 _ x” In x d« 
| m=ı M: 
0 0 0 


2. Wir wollen das u 
1 
I= [Inx-Im(i +x)de 
0 


mit Hilfe seiner Reihenentwicklung berechnen. 
Nach Satz 5° aus Nr. 437 ist die Reihe 
j © (—1)m-1 
In(1 +2) = J — ." 


n=]1l 


im Intervall [0, 1] gleichmäßig konvergent. Da In x in diesem Intervall absolut integrierbar ist, 
gilt nach der Folgerung aus Satz 1* 


1 
1 DENE (mean SEN 


n=1 n=ı n{n + 1)? 
0 
Mit Hilfe der Identität 
i 1 1 1 


nn +1? n n+1 (n-+ 1) 


und der bekannten Entwicklungen 


(— —— -» 00 (-—-1)1 zei 
—= In 2: er ee | 1 
en 2 v® 12 
laßt sich / in der Gestalt. 
, 2 
zyı: 1)" EIER. SEEN =2— 22 — 
n—=1 n na +1 m+1)% 12 


2) Vgl. Nr. 405, Formel (18), und Nr. 440, Beispiel 8. 
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darstellen. Hier erhalten wir für I einen Wert in geschlossener Form; das ist jedoch verständ- 
licherweise nicht immer möglich. 


3. Bezeichnet P,„(x) das n-te Legendresche Polynom, so gilt 
6 


’ cos (r — 3) ode 
P„(c0s0) = — | — 7 _ 


” i V2(cos o — 0080) 
Wir erinnern uns daran, daß die Legendreschen Polynome P,„(x) die Koeffizienten der Ent- 


1 
wicklung von ——————— nach Potenzen von «& sind (vgl. Nr. 447, Beispiel 8). Um dies 


Y1 — 2ax +02 


noch einmal zu verifizieren, genügt es, die Reihe 


6 
re cos (" + 3) pdp 
2, a" jenen (17) 
=0 


2 
on . V2(cos 9 — cos 6) 
zu betrachten und zu beweisen, daß ihre Summe für x = cos 6 gleich ER ist. 
Da für ja] <1 Yı — 20x + 02 
1 
Ss 
co ; 17 


Eoroos(n+ z)9= (1-.o) 


Nn=0 


1— 25cosp-+.o? 
gilt (vgl. Nr. 461, Beispiel 6(a)) und diese Reihe gleichmäßig bezüglich @ konvergiert (sie wird 
oo 


von der geometrischen Reihe }/ ||" majorisiert), kann (17) mit Hilfe der Folgerung aus Satz 1* 


in der Gestalt n=0 
) 


cos — 
9 1—oa [ 27 dp 
n RZ V2(cos 9 — c0s0) 1 ——2a cosp + 0? 
geschrieben werden. Führen wir jetzt dieselben Substitutionen aus wie in Nr. 497, Beispiel 9 
(dort wurde das Resultat für n = 0 und n = 1 hergeleitet), so erhalten wir 

} 


1—ı& dz 


1 
1 | 
T / 2 —2)(1 —2)1-202+0° 


ee ee ne an 
or 1-o)i+(1—2oe+o) Yin to 
0 


womit der Beweis erbracht ist. 


4. Wir zeigen nun eines der Verfahren, mit deren Hilfe EuLER das Resultat 


fand. Wir berechnen das Integral 
1 


1 
dr 7° 
E= | arcsinx — | arcsin x d(arcsinz) = — 
yı —_ 22 8 
0 0 
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einmal anders, indem wir die bekannte Entwicklung 


© (2n 1)! at 
TCS nn nn 
a Seren ee 


benutzen, die im Intervall [0, 1] Breren konvergiert. Wir finden 


1 1 
2 x de 5 (2n — 1)!! gIn+ı 
EB= [+3 ae) 00 
hi n=ı JY1 — ME iz Rn (Zn)!!(2n + Hi yı — 2 


Wegen 
1 n/2 
zum (2n)!! 
dx ende = —L_ 
IF ’E TH 
0 
ergibt sich 
2° Bas 1 © 1 
E=—=1 a ee pe 
8 ve (2n + 1)? = (2n — 1)? 


woraus leicht die zu Beginn angegebene Formel folgt. 
5. Man zeige, daß das Lobatschewskische Verfahren, mit dessen Hilfe in Nr. 497, Beispiel 14 
und 15, die Formeln 
r/2 re/2 


[mt«- jea I a 


hergeleitet wurden, auch dann anwendbar ist, wenn (unter Beibehaltung der übrigen Bedin- 
gungen) die Funktion /(x) im Intervall [0, r/2] im uneigentlichen Sinne integrierbar ist. 
Mit Hilfe dieser Formeln ergeben sich z. B. die folgenden Beziehungen: 


re/2 


(a) [* Isin x] mei = Jen — Eu 
00 e/2 
2 r 
(b} E Icos «| A “In [eos x| sin? x In cosx LER 
E x sine sine 2 
0 0 
(partielle Integration); 
(ee) ß re/2 
2 
(c) In? |cos «| de — = 8% 1. —_ _r in? 
x sinz 
0 0 


(partielle Integration). 


6. Man zeige unmittelbar, daß bei den Integralen 


i 
xy? <ai 
oem ® en fs u 


(mit y > 0) der Grenzübergang y -> 0 unter dem Integralzeichen nicht gestattet ist, und über- 
zeuge sich davon, daß die Voraussetzungen von Satz 2 nicht erfüllt sind. 
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7. Wir wenden nun die Leibnizsche Regel zur Berechnung der Ableitung des Integrals 
r/2 
I(a) = fin (a? — sin? 0) dO (a >1) 
0 


nach dem Parameter an. 
Die Voraussetzungen von Satz 3 sind hier erfüllt. Es gilt 


r/2 


do EBEN 
a® — sin? 0 PER | 


0 


Hieraus erhalten wir, wenn wir nach a integrieren, 


I(a) = rin (a + Ya? — 1) +6, 
Zur Bestimmung der Konstanten C' stellen wir das Integral in der Gestalt 
r/2 


Ko=rma+ [in ( _ zz sin? 0) a6 
a 
0 


dar, so daß wir, wenn wir hier den eben gefundenen Ausdruck für I(a) einsetzen, 


m. BEER 
o- [fi — 4 so) a0 m HEIL 
a? a 


finden. Wir lassen jetzt a gegen co streben. Wegen 


In ( _ L sine ) In ( _ =) 
a? a? 


verschwindet das Integral, und es folgt U = —r In 2. Damit ist für a > 1 (vgl. Nr. 497, Bei- 


spiel 7) 
a+ Ya —1 
5 } 


Ss 


—— 


I(o)=rIn 
Bemerkenswert ist, daß die Differentiation nach der Leibnizschen Regel es gestattet, einen 


geschlossenen Ausdruck für das Integral anzugeben. Diese Methode führt oft zum Ziel. 


8. Noch einfacher läßt sich das uns schon aus Nr. 307, Beispiel 4, Nr. 314, Beispiel 14, und 
Nr. 440, Beispiel 11, bekannte Integral 


7 
I(r) = IR: (1—-2resz+r)de (dr<i) 
0 
berechnen. ' 
Nach der Leibnizschen Regel ergibt sich 


f 
4 I'(r) = 


0 


T 
.—2cosz + 2r 
1— 2rcsr + r 


Mit Hilfe der Substitution ? = tan = läßt sich zeigen, daß dieses Integral gleich 0 und somit 
Ir) = Ü = const' 
ist. Wegen I(0) = 0 ist also auch ( = 0. Damit gilt I(r) = 0 für Ir| < 1. 


i 
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9. Wir berechnen das Integral 


arctan x 
x yi _— 12 
N) 


Wir führen einen Parameter ein und betrachten das allgemeinere Integral 


I= dr. 


1 


I(y) = arctanzy 1. (y>0), 
= y1 — 2? 


aus dem das gegebene Integral für y = 1 folgt. Die Voraussetzungen von Satz 3* sind erfüllt, 
wenn wir 


arctan xy 


fz,y) = und g(e) = 


—_ 22 


setzen. Durch Differentiation nach y (unter dem Integralzeichen) ergibt sich 


1 
dt 
I’ — ee ne 
„R [ A1+y)yfl — 
0 


Dieses Integral läßt sich z. B. mit Hilfe der Substitution x = cos 6 leicht berechnen: 


[2 
> IEBIR.. DEI Mer 
T 1+9200820 yYıry Y1-+y2%) 2 it 


0 


Hieraus finden wir durch Integration 
I)=-Z—uly+Vi+g) +0. 
Wegen /(0) = 0 ist C = 0. Für y = 1 erhalten wir schließlich das gesuchte Integral 
I=Ili) = — in (1 +72). 
10. Wir zeigen, daß die Ausdrücke 
Tt TE 
(a) u = a" f cos (x cos 0) sin#0 d$ und (kb) u= f cos (nd — x sin 0) d$ 
0 0 


(für ganzes n = 0) der Besselschen Differentialgleichung 
u” + au + — n?)u= 0 
genügen. 
Hier spielt x die Rolle des Parameters. Differenzieren wir zweimal unter dem Integralzeichen 


(Satz 3) und setzen wir die Ausdrücke für , w’ und «” in die linke Seite der Differentialgleichung 
ein, so finden wir: 


Te 
(a) at f [x cos (x cos 0) sin?"+29 — (2n + 1) sin (x cos 0) cos 0 sin?” 0] d9 
0 


= — "tl sin?®+19.sin (x cos 0)|7 =(, 
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T 
(b) — J [(2? sin? 0 + n® — 22) cos (nd — x sin 6) — x sin 9 - sin (nd — x sin 0)] d9 
0 


= —(n +x 080) sin(n$d — xsin 6)|7 =(. 
11. Die Differentialgleichung 
du 1 du 


has DR Ber. 
dr ı nu (n ganz) 


wird von der Funktion Au, + Bus, wobei A, B beliebige Konstante sind und 


T T 
U= f errcosddd, A f enrcos6 ]n (r sin? 9) d® 
0 0 


ist, erfüllt. Zum Beweis genügt es offenbar, zu zeigen, daß der Differentialgleichung jede 
einzelne der Funktionen x, und v, genügt. Dazu brauchen wir nur v, und u, unter dem Integral- 
zeichen zu differenzieren, wobei auf die Funktion u, der Satz 3 und auf die Funktion 


T T 
u = Inr f errcos9 JO + 2 f e2Tc0s8 ]n sin 0 dO 
0 0 


noch der Satz 3* angewendet wird. 
12. Wir bestimmen nun die Ableitungen der vollständigen elliptischen Integrale 


re/2 1e/2 


E(k) = f Y1 — ksin2pdy, K(k) = en 
0 y1 — k? sin? 
0 
nach dem Modulk (O <k< 1). Esgilt 
r/2 
an ksin?p- (1 — k? sin? 9)-12 dp 
dk 
0 
1/2 r/2 er 
— 47 (1 — K sin? p)H? do — fa — k? sin? p)-4? a! — he 
0 0 


und analog 


dK 1 re/2 rel2 
— = (1 Rsingtdp— | (1 Ksin?g)idpr. 
0 1) 


dk k 
Nun ist!) 
r/2 q/2 
fa — k? sin? 9)"21? dp = r : af — k2sin?o) U? dp, 
0 0 


also 


ame EEE TEE umge: SEE 
® 


1) Dies folgt aus der leicht zu verifizierenden Identität 


(1 - Being) = — (1 — Ksin’gji 


k2 


BR [sin 9 cos o({1 — k2 sin? 9,42]. 
1 — 2 dp = 
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Diese Formel gestattet interessante Anwendungen. Führen wir z. B. den Komplementärmodul 
k’ = Y1 — k2 und die Funktionen 
E’/(k)=E(k) und K’(k) = Ki(k’) 


ein, so erhalten wir leicht 
d 
— (EK’+-EK—KK)=0; 
a, + ) 


daraus folgt 
EK’+EK-KK’=c= const. 
Zur. Bestimmung von c betrachten wir den Grenzwert der linken Seite für k>0 (X —1). 
Dieser Grenzwert ist offenbar ebenfalls gleich c. Zunächst ergibt sich leicht 
re/2 


ar K = lim 


gt 
dp er 
ne yi er pi 2 


r/2 r/2 
ge fr — k?sinodo = a ee 1 
k’>10 
(auf Pl von Satz 2 aus Nr. 506). Dann ist 
rı/2 z 
KK dp T 1 _R 


— [70 — , 
Ir king 2Zyı—kr2 2% 
1) 


1 — Ksin?o 


2 ain2 N 
E-K|=K-E=- an a d<—B, 


also 
2 
IK(E—-K)I<--k und imK(E-K)=0. 
4 k>0 


Der gesuchte Grenzwert ist gleich r/2. Damit gelangen wir zu der bekannten Legendreschen 
Relation 


| EK {EK—- KK = Z- 
13. Man beweise die Identität 


In-ı 


/ di, J di... f fü) dt = un nf (2 — tm /(t) dt, 


—_——— 


wobei /(t) eine beliebige, im Intervall [a, b} stetige Funktion ist unda <sx<b gilt. 


Lösung. Wir greifen zur Methode der vollständigen Induktion. Für » = 1 gilt die Identität 
offenbar. Wir nehmen nun an, sie sei auch für einn > 1 erfüllt, und zeigen ihre Gültigkeit für 
n +1. 


Zur Abkürzung schreiben wir 


4 


1 ER 
=; | e0 ! it) dt. 
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Wir differenzieren die Beziehung 
L 
1 
Ina) = — J (2 — 2 je) du 


nach x unter Anwendung von Satz 6. Da die untere Integrationsgrenze konstant ist und der 


Integrand an der oberen Grenze, d. h. für t = x verschwindet, sind die integralfreien Glieder in 
(16) gleich 0, und wir erhalten 


Al 741%) 


dr —=47.(2). 
Daraus folgt wegen I,„(a) = 0 die Beziehung 
x 


In41(2) = 3 I ,(6,) din» 


Setzen wir nun statt I, das mehrfache Integral ein, so gelangen wir zu dem entsprechenden 
Ausdruck für /„+1. Analog läßt sich auch das allgemeinere Resultat 
“ 


In-ı 


x ti x 
Send ans [tan ne [10 de =; | Ipte) - my 10 a 


1) a 


beweisen, wobei f und o im Intervall [e, b] stetige Funktionen sind und p außerdem eine stetige 
Ableitung hat. 


14. Wir bestimmen nun die Ableitung des Integrals 


: px) de 


Y“ — x 


I(«) = 


nach dem Parameter &. Die Funktion (x) sowie ihre Ableitung 9’(x) seien im Intervall [0, a] 
stetig, und essi 0 <a Sa. 

Die Formel (16) läßt sich nicht unmittelbar anwenden, da der Integrand für x = & im all- 
gemeinen oo ist. Wir schlagen deshalb einen Umweg ein, und zwar bringen wir das Integral 
durch die Substitution x = at auf die Gestalt 


I(&) = Ya [ze 2) au ” 


Auf dieses Integral ist Satz 3* anwendbar. Mit Hilfe der Leibnizschen Regel finden wir 


t 1 
r — at + Yo f FA 4 . 
ee Ta In: 


oder, wenn wir zur Veränderlichen & zurückkehren, 


t 


a 


’ er de Pe) 4... 
nt fee 


Formen wir das erste der beiden Integrale durch partielle Integration um, so können wir diese 
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Beziehung in der einfacheren Gestalt 


Y n* 9’(x) dr 
ea 


schreiben. 
15. Es sei 


| _ Y ıy' . BERRLL 
(x, y) er für O<esI1, 0systmW, Ky)=-- 
1 
Man zeige unmittelbar, daß auf das Integral J f{z, y) dx die Leibnizsche Regel für y = 0 nicht 
anwendbar ist. 
Das gleiche weise man bei der Funktion 


fa,y) =2ew fü 0Sersi, 0<ysi, F&0)=0 
nach. 


16. Wir wollen jetzt das Integral 


arctan X 


zy1 — 2 


S 
das wir in Beispiel 9 durch Differentiation nach dem Parameter lösten, auf anderem Wege be- 
rechnen. ala 
Im Integranden ersetzen wir den Ausdruck ——— durch das ihm entsprechende Integral 
x 


arctan x x BR. DER 
1 - er 


dadurch Be sich 5 I das Doppelintegral 


1 
I= IBE... DER 
Tu 1+ 22% 


Auf Grund von Satz 4* ist die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen gestattet, und 
wir finden 


ec bee wilcce BEE 


17. Durch Integration unter dem Integralzeichen berechne man 


I= 


In] 4 + deine dı 


(a>b>0). 
a—bsinz sinz 


0 
Den Integranden schreiben wir in der Gestalt 


1 
1 ne = 2a | dy 


: : RE TUT WERT TR 
sine a—bsinz a? — b?y? sin? x 
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dann ist 
r/2 1 
K = 2ab [ dr PRFEHERE... KEIREEEE i 
a? — b?y? sin? x 
0 0 


Die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen (nach Satz 4) ergibt 
1 r/2 


R= 20 [ay | 2 


a? — b2y® sin? 
0 0 


re/2 
dx TC 


a? — b’y?sin?z 9gyar— Dip 
0 


erhalten wir schließlich 


TT 
Km | = rerein. 
Va? — b2y? a 


18. Bei den folgenden Integralen ist die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen 
nicht — 


1 
d BE 
of ‚[& rer has 2 fa I 2° 
off eo un felgen 
e “  y e 2 
0 0 


Es sei darauf hingewiesen, daß in diesen Fällen die Voraussetzungen des entsprechenden 
Satzes nicht erfüllt sind: Der Integrand ist im Punkt (0, 0) unstetig.!) 


512. Einer der vier Gaußschen Beweise für den Fundamentalsatz der Algebra. Mit Hilfe 
des Satzes, der in Nr. 508 als Satz 4 zitiert ist, gab Gavss den folgenden originellen Beweis des 
Fundamentalsatzes der Algebra an. 

Dieser Satz besagt, daß jede ganze rationale Funktion 


fax) =ar tax! + +, (n>0) 


mit reellen oder komplexen Koeffizienten mindestens eine reelle oder komplexe Nullstelle hat. 
Wir setzen x = r(cos® + isin 6); dann ist 


xk = rk(cos k0 + isin k0), 


also 
fa)=P+iQ mit P=rfcand +, Q=r"sinnd +, 


wobei die weiteren Glieder von P und Q nur niedrigere Potenzen von r enthalten und die von r 


freien Glieder konstant sind. 
Der Satz ist offenbar bewiesen, wenn wir gezeigt haben, daß der Ausdruck P? + Q? für ein 


gewisses Wertepaar r und 6 gleich 0 ist. 


1) Im Fall (b) kann man den Integranden für y = 0, aber x + 0, als stetig auffassen, wenn man 
ihn an dieser Stelle gleich O setzt. 
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Wir führen die Funktion 
P _ 
U = arctan — 
Q 
ein. Dann ist 
op Ö oP 
— Ka4 Q—-P 2 
SU _ or Or ou 0% 00 
a  Pe+Qa ’ 8 p21Q2 
also 
@U _ Hir,6) 


ör08 (P2 +92): 


Hier ist H(r, 0) eine in beiden Argumenten stetige Funktion, deren genaues Aussehen für uns 
ohne Interesse ist. 
Wir nr schließlich die ne 


I,= Id dd 


dr; 


= 


R ist eine positive Konstante, deren Wert wir später bestimmen werden. 

Würde die Funktion P? + Q* nirgends verschwinden, so wäre der Integrand stetig und auf 
Grund von Satz 4 notwendig I, = I/,. Wir zeigen jedoch, daß diese Gleichung für hinreichend 
großes R nicht erfüllt ist.Das bedeutet aber, daß die Funktion P? + Q? innerhalb des Kreises 
mit dem Radius R um den Koordinatenursprung genau den Wert 0 annehmen muß, womitder 
Satz bewiesen sein wird. 

Wir berechnen in /, das innere Integral und erhalten 


Dre j 
U ao — 2% ou 12 
ör 00 Or 
0 


da offenbar — eine von 6 abhängige Funktion mit der Periode 2x ist. Daraus folgt I, = 0. 
| r 


- 


Wir wenden uns nun dem Integral 7, zu. Hier ist 


R 
U ou |R 
dr = — 
Or 00 00 
0 


ne 
Für das Folgende ist es wichtig, jetzt die höchsten Potenzen von r in Zähler und Nenner von 


— zu betrachten. Wegen 


— = "sinne + , em cosnd + -- 


ist 


op cQ 
fall 4 WERE, > Kcı RPBEEEER FE: ı SE SER 
20° 20 AUEEE 


Andererseits gilt P? + Q? = r?" + ..., also schließlich 


OU —ntt 
00 LE 
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Da die übrigen Glieder in Zähler und Nenner niedrigere Potenzen von r enthalten, deren Ko- 
effizienten beschränkte Funktionen von 6 sind, gilt nicht nur 


., OU 

lim — = —n, 

T>%0 
sondern es ist außerdem die Konvergenz gegen —n gleichmäßig bezüglich 0. 

2 OU ba re ar 
Da für r = 0 auch En 0 ist (in diesem Fall ist nämlich = = = — ()), führt dasinnere 
| ö 

Integral von I, auf den Wert B für r = R. Im Fall 2 — oo strebt dieser Wert gleichmäßig 


bezüglich 9 gegen —n. Also ist auf Grund von Satz 1 


lim /, = —2rn. 
R->00 


Wir sehen, daß das Integral I, für hinreichend große R negativ ist. Daher kann die Gleichung 
I, = I, nicht erfüllt sein. | 


S 2.  Gleichmäßige Konvergenz 


513. Die Definition der gleichmäßigen Konvergenz. Bei der Übertragung der Theorie 
der Integrale, die von einem Parameter abhängen, auf uneigentliche Integrale spielt 
der Begriff der gleichmäßigen Konvergenz dieser Integrale eine besondere Rolle. 
Dies wollen wir nun erklären. 

Gegeben sei eine Funktiön f(x, y) für alle x > a und alle y aus einem gewissen Be- 
reich 1/. Ferner existiere für jedes y aus 4/ das Integral 


Iy) = [ fa, y) de. (1) 
Nach Definition des uneigentlichen Integrals mit einer unendlichen Grenze (Nr. 470) 
gilt 
oo A 
f fix, y) de = lim | fx, y) de. 
a d>nXa 
Somit stellt das Integral 
4 
F(A, y) = | fo, y) de (2) 


eine Funktion von A und y dar, die für y = const und A > oo den Grenzwert I(y) 
besitzt. Strebt das Integral (2) gleichmäßig bezüglich y aus U gegen I(y), so heißt das 
Integral I(y) gleichmäßig konvergent bezüglich y für die erwähnten Werte des Para- 


meters. 
Dies bedeutet: Zu jedem e > 0 gibt es eine von y unabhängige Zahl A, > a derart, 


daß die Ungleichung 


<.E 


[ fa, y) de 
4 


oo A 
f fx, y) de _ f f(x, y) de 


für alle y aus 1/ gleichzeitig erfüllt ist, sobald A > 4, gilt. 
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Wir betrachten z. B. das für jedes feste y > 0 konvergente Integral 
oo 
f yetYdı. 
0 


Das Integral 


0 


[y e-?V dx 
A 


können wir unmittelbar berechnen. Im Fall y = 0 ist es für alle A gleich 0; ist y > 0, so folgt 
mit Hilfe der Substitution xy = t leicht 


oo 
J ye’ de = f etd=e4, 
Ay 
Ist y fest, so verschwindet dieser Ausdruck offenbar für A — oo, und für jedes e > 0 ist die 
Ungleichung 
e4äV <e (3) 
für alle A > 4A,(y) erfüllt, wobei 


I 


4,ly) = 


von y abhängt. 

Variiert y in einem Intervall [c, @], c > 0, so gibt es auch eine nicht von y abhängige Zahl A, 
derart, daß für A > A, die Ungleichung (3) für alle y gleichzeitig erfüllt ist; es genügt, für A, 
ein A,(c) zu wählen, denn für A > 4, ist dann 


ed <sei<e (sy<sd). 


Das Integral ist also bezüglich y aus dem Intervall [c, d] gleichmäßig konvergent. 

Variiert der Parameter y im Intervall [0, d], d > 0, so verhält sich das Integral anders. In 
diesem -Fall existiert kein solches A, (wenigstens nicht für e < 1). Dies ist schon daraus er- 
sichtlich, daß für noch so große A der Ausdruck e-# für y— 0 gegen 1 strebt, so daß er für 
hinreichend kleine y größer als jede Zahl e < 1 wird. Das Integral ist also für y aus dem Inter- 
vall [0, Ed], & > 0, nicht gleichmäßig konvergent. 


514. Ein Kriterium für die gleichmäßige Konvergenz. Der Zusammenhang mit un- 
endlichen Reihen. Das in Nr. 504 angegebene allgemeine Kriterium 1° für die gleich- 
mäßige Konvergenz einer Funktion gegen ihren Grenzwert kann im vorliegenden 
Fall folgendermaßen formuliert werden: 


Das Integral (1) ist genau dann gleichmäßig konvergent bezüglich y aus U, wenn zu 
jedem gegebenen & > 0 eine nicht von y abhängige Zahl A, derart existiert, daß die Un- 
gleichung 
y)dx| <e 


4’ A 
J fa, y) de — [ fa, y) de 


für alle y aus Y gleichzeitig erfüllt ist, sobald 4’ > A > Ay, gilt. 

Auch hier kann man, wie üblich, die Betrachtungen darauf zurückführen, daß für 
alle zu betrachtenden y-Werte das Konvergenzprinzip (Nr. 475) gleichmäßig erfüllt 
ist. 
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Das uneigentliche Integral mit einer unendlichen Grenze haben wir schon in 
Nr. 473 der unendlichen Reihe gegenübergestellt. Den Zusammenhangmit unendlichen 
gibt es auch bei der Frage nach der gleichmäßigen Konvergenz des Integrals 

Wie wir aus Nr. 504, Satz 2°, wissen, konvergiert die Funktion (2), nämlich F(A, y), 
für A > 00 genau dann gleichmäßig (bezüglich y) gegen das Integral (1), wenn die 
Funktionenfolge {F(A,, y)} für jede gegen oo strebende Zahlenfolge {A,} gleichmäßig 
gegen (1) konvergiert. 

Gehen wir schließlich von Folgen zu Reihen über, so gelangen wir zu dem Schluß, 
daß die (bezüglich y) gleichmäßige Konvergenz des Iniegrals (1) mit der gleichmäßigen 
Konvergenz von keihen der Form“ 


©  Antı 


2 It Y) dx (4,=qa,A, 2a), 


2=0 An 


wobei {A,„} eine gegen oo sirebende Zahlenfolge ist, vollkommen gleichwertig ist. 


515. Hinreichende Kriterien für die gleichmäßige Konvergenz. Wir geben einige Kri- 
terien an, mit deren Hilfe allgemein über die gleichmäßige Konvergenz entschieden 
werden kann. 

Sie sind nach dem Vorbild des Weierstraßschen, Abelschen und Dirichletschen 
Kriteriums für die gleichmäßige Konvergenz von Funktionenreihen (Nr. 430) kon- 
struiert und ähneln den für uneigentliche Integrale geltenden Konvergenzkriterien 
(Nr. 476), die wir ebenfalls nach ABEL und DIRICHLET benannten. 


1°. Gegeben sei eine in jedem endlichen Intervall [a, A], A Z a, nach x integrierbare 
Funktion f(x, y). Existiert dann eine nur von x abhängige und im unendlichen Intervall 
[a, 00) integrierbare Funktion o(x) derart, daß für alle yaus U 


Veyisp@) Würzza) 
gilt, so ist das Integral (1) bezüglich y aus U gleichmäßig konvergent. 
Diese Behauptung folgt unmittelbar aus der Ungleichung 


—. 


Ar 4’ 
f f&,y) de| = f plz) dx, 
A A 


wenn man das Kriterium aus Nr. 514 benutzt. ' 

Man sagt auch, daß die Funktion f(x, y) unter den obigen Bedingungen die inte- 
srierbare Majorante g(x) habe oder daß das Integral (1) durch das konvergente 
Integral 


f o(x) de, 


das den Parameter nicht enthält, majorisiert werde. 


2°. Empfindlichere Kriterien findet man wie auch in Nr. 476 durch Anwendung 


des zweiten Mittelwertsatzes. | 
Wir setzen voraus, f(x, y) sei in jedem Intervall [a, A] nach x integrierbar und 
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g(x, y) bezüglich x monoton, und betrachten dann das Integral 


I(y) = [ fi&, y) g(&, y) de. (4) 


Ist das Integral 


[ r&, y) da 


bezüglich y aus U gleichmäßig konvergent und die Funktion g(x, y) gleichmäßig be- 
schränkt, 


a(z,y)| Ss ZL (L. = const;x 2 a;yaus Y), 
so ist das Integral (4) bezüglich y aus U gleichmäßig konvergent. 
Statt (6) aus Nr. 476 gilt in diesem Fall 


4’ & 4 
J 62 y) 9%, y) de = g(4, 27] &,y) de + g(4', 2ER fx, y) de. 


Wählen wir auf Grund von Nr. 514 die Zahl A, so groß, daß für 4’> 4A > 4, die 
Ungleichung 


4 € 


für alle y aus Y gleichzeitig erfüllt ist, so erhalten wir leicht (wie in Nr. 476) die Ab- 
schätzung | 


j 
J fix, y) gi, y) de] <e. 


Damit (vgl. Nr. 514) ist die Behauptung bewiesen. 


3°. Analog zu Nr. 476 können die Voraussetzungen über die Funktionen f und g auch 
anders kombiniert werden. 
Ist das Integral 


A 
fra, y) de 
G 
als Funktion von A und y gleichmäßig beschränkt, 


A 
[ta yJ)dels<K (K=const; A >a;yaus Y), 


und strebt g(x, y) für x — oo gleichmäßig bezüglich y (aus U) gegen O, so ist das Integral 
(4) gleichmäßig konvergent bezüglich y aus Y. 
Den Beweis überlassen wir dem Leser. 


4°. Zum Schluß erwähnen wir, daß man in der Praxis oft Fällen begegnen kann, 
in denen von zwei Faktoren f und g nur einer den Parameter y enthält. Also gibt es zu 
jedem der Kriterien 2° und 3° zwei spezielle Kriterien (in Abhängigkeit davon, welcher 
der beiden Faktoren den Parameter y enthält). 
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Wir wollen eins dieser aus 2° folgenden Kriterien angeben, das am häufigsten ver- 
wendet wird: 
Ist das Integral 


fie) da 


konvergent und die bezüglich x monotone Funktion g(x, y) gleichmäßig beschränkt, so ist 
das Integral 


f Ha) gie, y) de 


gleichmäßig konvergent bezüglich y. 
Daraus folgt z. B. die bezüglich y (y > 0) gleichmäßige Konvergenz der Integrale vom Typ 


ferzufa)de, [ertfa)d, (a0) 


A 
unter der Voraussetzung, daß das Integral f Hx) de konvergiert. Die bezüglich x monoton 


[72 
fallenden Funktionen e-*% und e”?” sind nämlich durch die Zahl 1 beschränkt. 
Diese Bemerkung wird uns im folgenden oft von Nutzen sein. 


516. Ein anderer Fall von gleichmäßiger Konvergenz. Wir betrachten nun eine Funk- 
tion f(x, y), die für x-Werte aus einem endlichen Intervall [a,b] und 4-Werte aus 
einem gewissen Bereich 7/ definiert und für y = const zwischen a und b nach x inte- 
grierbar sei (im ‚eigentlichen‘ oder uneigentlichen Sinne). Dann ist das Integral 


d 
Iy) = J fx, y) de, (5) 


unabhängig davon, ob es bei b ‚‚eigentlich‘‘ oder uneigentlich ist, der Grenzwert des 
Integrals 


b—n 
on, y) = J fa, y) de (6) 


fürn —0. 
Strebt dieses Integral für 7 — 0 gleichmäßig bezüglich y aus Y/ gegen den Grenzwert , 


I(y), so sagt man, (5) konvergiere gleichmäßig bezüglich y aus Y. 
Das bedeutet: Zu jedem e > 0 gibt es eine von y unabhängige Zahl 6 > 0 derart, 


daß die Ungleichung 


<eE 


nnd 
a 


b 
[te y) de 
b-n 


b b—n | 
[ fa, y) de — J fo, y) de 


für alle y aus Y gleichzeitig erfüllt ist, sobald 7 < 6 ist. 
Es ist nicht schwierig, in diesem Fall ein notwendiges und hinreichendes Kriterium 


für die gleichmäßige Konvergenz anzugeben. Auch hier läßt es sich auf das gleich- 
mäßige Erfülltsein des Konvergenzprinzips zurückführen: Zu einer Zahl e>0 muß 
es eine von y unabhängige Zahl 6 > 0 geben derart, daß für <n’ <n<ö die Un- 
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gleichung 


y)del <e 


b—n 


für alle y aus Y gilt. 

Genauso können wir hier die Frage nach der gleichmäßigen Konvergenz des 
Integrals (5) auf die Frage nach der gleichmäßigen Konvergenz einer unendlichen 
Reihe zurückführen: Es gilt 


NER de = e Jie „di (v=-naza,sb) 


für eine beliebige, gegen b strebende Folge von Zahlen a, (Nr. 514). 

Auch hier lassen sich die hinreichenden Kriterien aus Nr. 515 auf diesen Fall über- 
tragen; wir überlassen das jedoch dem Leser. 

Wir betrachteten das Integral (5) zwischen a und b als Grenzwert des Integrals (6) 
zwischen a und b — n; uns interessierte dabei der Charakter der Annäherung von (6) 
an (5). Eine besondere Rolle spielt hier also der Punkt x =b (wie in Nr. 513 der 
Punkt x = oo). Es kann (aus Gründen, die wir später erklären werden) notwendig 
sein, einem anderen Punkt aus dem Intervall diese Rolle zuzuweisen. Zum Beispiel 
kann (5) auch Grenzwert des Integrals 


b 
[ fe, y) de 
a+n 2 
für 7 — 0 sein. Strebt dieses Integral für 7 — 0 gleichmäßig bezüglich y gegen seinen 
Grenzwert, so spricht man auch hier von gleichmäßiger Konvergenz. Alles oben Ge- 
sagte kann auf diesen Fall übertragen werden. 

Falls Zweifel darüber auftreten, von welcher gleichmäßigen Konvergenz die Rede 
ist, werden wir sagen, das Integral konvergiere gleichmäßig (bezüglich y aus einem be- 
stimmten Bereich) für x = ©, für x =b bzw. fürx =a usw. ' 

Wir bemerken noch, daß uns im allgemeinen die gleichmäßige Konvergenz von (5) 
etwa für x = b gerade dann interessiert, wenn x — b (im Sinne von Nr. 479) einsingu- 
lärer Punkt von f(x, y) für gewisse Werte von y ist. 

Die Definition bleibt nicht nur formal gültig, wenn (5) für alle y ein „eigentliches“ 
Integral ist, sondern kann sich als sehr nützlich erweisen, wie wir sehen werden. 


Beispielsweise existiert das Integral 
1 


y 
dz 
Er, 


0 


für jedes y aus[0, d], d > 0, im „eigentlichen“ Sinne. Jedoch ist seine Konvergenz für die y aus 
diesem Intervall für x = 0 nicht gleichmäßig. Die Ungleichung 


N 


Y N 
[ a’ + y? | y _ 


kann nämlich, sobald e < = ist, nicht gleichzeitig für alle y > 0 erfüllt sein, denn ihre linke 
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Seite strebt, so klein mann auch wählt, füry — 0 gegen — Z_ und ist also für hinreichend kleine Y 
größer als e. 2 


517. Beispiele. 
1. Die gleichmäßige Konvergenz des Integrals 


oo 
y: — x? 


(+ 8 


bezüglich y läßt sich (für alle y) unmittelbar nachweisen, und zwar folgt dies aus 


002 
y? — x? 4A -. 
j + | rn 
A 


2. Man zeige mit Hilfe einer Majorante, daß das Integral 


oo oo 
(a) f et’ de, (b) f ei? 20 cos x dx (a 0) 
0 0 


bezüglich t (t = ti, > 0) gleichmäßig konversgiert. 
Hinweis. Für (a) ist e”%*”, für (b) e”!«= x Majorante. 


3. Man zeige unmittelbar, daß das Integral 


00 
Is e-n/27? dr 
1 


bezüglich n, wenn n die Werte 1,2, 3,.... durchläuft, nicht gleichmäßig konvergiert. 
Dies folgt aus der für jedes A = const gültigen Beziehung 


13 e-r/22” dr — e-n/22°|® — 1 —-ernl24? > 1 für nm. 
a3 
A 


4. Man zeige unmittelbar, daß das Integral 


00 


sin &X 
—_—- de = 
x 


0 


bezüglich & für « > a, > 0 gleichmäßig, jedoch für & = 0 nicht gleichmäßig konvergiert. 
Ist A, so groß, daß für A > 4, 


00 } 


[te ee 
z 


4A 


gilt (e ist eine beliebig vorgegebene positive Zahl), so ist 


[= sin «x re ib: sin 2 1 (7) 


4A, 
dem absoluten Betrag nach kleiner als e für alle x > a, > 0, sobald A> — gilt. Damit ist 
der erste Teil’ der Behauptung bewiesen. Der zweite Teil der Behauptung folgt daraus, daß (7) 


40* 
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i 


für jedes A = const gegen den Grenzwert 


konvergiert, wenn & gegen Ü strebt. 
5. Man beweise die bezüglich & gleichmäßige Konvergenz des Integrals 
oo 


sin ax 
[ cos x dr 
x 


. 


0 
in jedem abgeschlossenen, +1 nicht enthaltenden Intervall. 


Hinweis. Dazu bringe man das Integral auf die Gestalt 


oo 


75 Kor ums, 
2 T 
0 


6. Man untersuche das Integral 
oO 
f x sin «©? sin ix dx 
0 


auf gleichmäßige Konvergenz bezüglich t. 
00 


Hinweis. Mit Hilfe zweimaliger partieller Integration läßt sich f in 
A 


cos 23 - sin ix t sin a?» cos tx |© 
"3x 3 3x? A 
oO [6.0) 
ıE cos x? » sin tx t sin x° » cos tx 
ee ee Tr 
3 x” 3 x* 
A A 
= 2 
® ( sina®-sint 
2 ( sinat-sinte . 
9 23 
A 


überführen. Hieraus ist die gleichmäßige Konvergenz bezüglich i in jedem endlichen Intervall 
ersichtlich. 


7. Man zeige, daß die Integrale u 
1 1 
(a) 1) xP-I de, (b) J xP-1 In” x de 
0 0 


(m eine natürliche Zahl) im Bereich p > p, > 0 gleichmäßig (für x = 0) und im Bereich » > 0 
nicht gleichmäßig bezüglich » konvergieren. 
Majoranten sind (a) xP°-1, (b) xP°-1 In x]? (im Bereich 9 > p, > 0). Andererseits gilt für jedes 


n = const 
- p 
[&-2-« für 20. 
2? 


0 
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8. Analog läßt sich die gleichmäßige Konvergenz des Integrals 


1 
far — 2)" de 
0 
bezüglich p im Bereich » = 9, > 0 (für x = 0) und bezüglich q im Bereich gZn>0 (für 
x = 1) nachweisen. | 
9. Man zeige, daß die Konvergenz des Integrals 
1 
[ sin x de 
x 
0 


(für x = 0) bezüglich y im Bereich y sy, < 2 gleichmäßig und im Bereich y s 2 nicht gleich- 
mäßig ist. 
Im Fallysy,< 2 en 


eine Majorante. Ferner wählen wir ein beliebiges, aber festes 


n > 0, das so klein sei, daß is x Sn die Ungleichung 
x 2 
erfüllt ist. Dann gilt 


N N 
sin x 1 de 1 
zn SmmeEGERGDeE IT rm 2-y 1 
[ = de > 5 = 202 y >o für y>2. 


10. Man beweise, daß das Integral 
1 
fe +c+22 +... + 001) ere 
x 


gleichmäßig konvergent bezüglich n (n = 1, 2,3, ...) ist (sowohl für x = 0 als auch für z = 1). 


Wegen1+x2 +2? + .- +aı"1< 1 - kann die im Intrvall [0, 1] integrierbare Funk- 


in 2 als Majorante dienen. 
£ 


tion 


11. Es läßt sich unmittelbar zeigen, daß das Integral 


m 


1 
y? _— y? 


—_————— dt 
(+ 9° 


(für x = 0) bezüglich y aus dem Intervall [0, 1] nicht gleichmäßig konvergiert. 
Für ein beliebiges 7 = const gilt nämlich 


n 
x ARE |, BERGEN. für 
(x + y?)? ?+yPlo Mry 


| — 


12. Das gleiche weise man für das Integral 


1 
Sry — Say? 
(a? + y?)? 
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nach. Hier geht das Integral 


u 
f .._4m®’y 
. (n? + 99)? 


für y=nin —1/n über. 
13. Man zeige, daß das Integral 


oo 


fr O<a< 1) 
g& 
0 
(sowohl für x = 0 als auch für x = oo) bezüglich y (y = 0) gleichmäßig konvergiert. 


Für x = 0 ist es klar, da nämlich die Majorante 1/x° existiert; für x = oo folgt die Behaup- 
tung aus der Konvergenz des Integrals 


00 
cosT 


ra 


dx 


0 
(Nr. 476) im Zusammenhang mit der abschließenden Bemerkung aus Nr. 515. 
14. Ist das Integral 


[tre) dt, ; 
‘oO 


wobei /(t) eine für t > 0 stetige Funktion ist, für A = « und A = ß (« < f) konvergent, so kon- 
vergiert es auch für alle A mit «x <A < ß, und sogar gleichmäßig bezüglich A (für & = 0 und 
= 0). i 


Beweis. Das Integral 1) tef(t) dt konvergiert, und t-« ist für A > & eine monotone Funk- 


0 
tion von £ und durch die Zahl 1 beschränkt. Daher konvergiert das Integral 
1 1 
fie) de = fire) de 
0 0 


für diese A gleichmäßig (für t = 0). Analog kann man sich davon überzeugen, daß das Integral 
oo 00 
fer) de = [rPiejle) de 
1 1 
bezüglich A mit A s ß gleichmäßig konvergiert (für t = oo). 
15. Wir wollen nun zeigen, daß das Integral 
PR N 
COS 2Y 4, 


<a<IHW) 
<a 


0 


(für <= oo) gleichmäßig bezüglich y (y > y, > 0) konvergiert und daß die gleichmäßige 
Konvergenz gestört ist, wenn y im Bereich y > 0 variiert. 

Der erste Teil der Behauptung ist bewiesen, wenn wir das Kriterium 3° (vgl. 4°) aus Nr. 515 
benutzen, da für ale A>0undy>% 


A z 
[ cos 2y de als, 
0 Y Yo 


gilt und die Funktion 1/x° für x — oo monoton fallend gegen 0 strebt. 
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Die erste Behauptung wird auch klar, wenn wir unmittelbar den Ausdruck 
°9 co 
COS xy COo8 2 
zZ de = al 5 ——d: (*) 
Ay 
betrachten. 1 
Der zweite Teil der Behauptung folgt daraus, ee der Ausdruck (*) für A= — Ban y—oO 
gegen oo strebt. Y- 
(Wir sehen leicht, daß das Integral für x = 0 gleichmäßig bezüglich beliebiger y nssutch, ) 


16. Das Integral 
oo 
'z sin Px 
[Free @>0 
0 


konvergiert gleichmäßig bezüglich $ (# = ß, > 0). Dies folgt aus Nr. 515, Satz 3°. Für $ > = Po 
gilt nämlich 


[sin ße dz| = - 
0 


\ 


und der Ausdruck 


Mr Bi; „, der nicht enthält, nimmt mit wachsendem x (mindestens für 


2 = a) ab und verschwindet für 2 > x. 


$ 3. Die Anwendung der gleichmäßigen Konvergenz s 


518. Grenzübergang unter dem Integralzeichen. Wir beschäftigen uns jetzt in der 
Hauptsache mit dem Grenzübergang unter dem Integralzeichen bei uneigentlichen 
Integralen mit unendlichen Grenzen. Der Satz 1 aus Nr. 506 läßt sich auf diesen Fall 
nicht übertragen: Auch wenn die Funktion f(x, y) im ganzen unendlichen Intervall 
für y — y, gleichmäßig gegen die Grenzfunktion (x) strebt, braucht der Grenzüber- 
gang unter dem Integralzeichen nicht erlaubt zu sein. 

Wir betrachten z. B. die Funktion 


n 
Fa-nlarr fi 

fe) = 5 © ” für z2>0®, 

0 für <=0O 

(n = 1,2,3,....). Mit den gewöhnlichen Methoden der Differentialrechnung können 

wir leicht zeigen, daß diese Funktion ihren größten Wert für x = 5 erreicht und 


e-3l2 ist. Da er für n — oo verschwindet, strebt die Funktion 


dieser Wert gleich . = 


| {n(&) offenbar für n — oo im ganzen Intervall [0, oo) gleichmäßig gegen 9(x) = 0. Das 
Integral 


Fine) de =1 5 
0 


strebt jedoch für n — oo nicht gegen 0. 
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Eine für den Grenzübergang unter dem Integralzeichen hinreichende Bedingung 
liefert der folgende Satz: 

Satz 1. Gegeben sei eine Funktion f(x, y), die für yaus U (im ‚eigentlichen‘ Sinne) 
im Intervall [a, A], A > 0, nach x integrierbar sei und in jedem solchen Intervall für 
y— y, gleichmäßig bezüglich x gegen ihre Grenzfunktion y(x) konvergiere. Ist darüber- 
hinaus das Integral 


I(y) => f fx, y) dx (1) 
gleichmäßig konvergent bezüglich y (aus U), so gilt die Beziehung 

lim [ fix, y) de = | p(e) de. (2) 

v>Yı 0 G 


Wir setzen wie oben 


A 
F(A,y) = [ fi, y) de. (3) 
Für F(A ‚y) sind die Voraussetzungen von Satz 1 aus Nr. 506 erfüllt; daher gilt 
A 
lim F(A,y) = [ p(e) de. (4) 
y>Yo a 


Andererseits ist 
lim F(4, y) = [ fa, y) de, (5) 
A>% 0 


d. h., die Funktion F(A, y) strebt gleichmäßig bezüglich y gegen ihre Grenzfunktion. 
In diesem Fall dürfen wir auf den allgemeinen Satz aus Nr. 505 über die Vertauschung 
von Grenzübergängen verweisen. Aus der Existenz und der Gleichheit der iterierten 
Grenzwerte folgt unmittelbar die Beziehung (2). 

Hieraus erhalten wir, wenn wir den verallgemeinerten Satz von Dixı (Nr. 504, 
Satz 4°) anwenden, die 


Folgerung.!) Ist die nichtnegative Funktion f(x, y) im Intervall [a, oo) bezüglich x 
stetig und strebt sie, wachsend für wachsendes y, gegen ihre Grenzfunktion o(x), die 
ebenfalls in [a, ©) stetig ist, so folgt aus der Existenz des Iniegrals 


J (a) de | (6) 
sowohl die Existenz von (1) als auch die Gültigkeit von (2). 


Auf Grund des verallgemeinerten Satzes.von Dis strebt f(x, y) gleichmäßig be-. 
züglich x in jedem endlichen Intervall gegen »(x). Ferner existiert auf Grund von 
Satz 1 aus Nr. 474 das Integral (1), denn es ist 


2,4) S pr). 


1!) Wir wollen annehmen, hier seien alle y kleiner als %,. 
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Die Funktion (x) spielt gleichzeitig die Rolle einer Majorante (Nr. 515), welche die 
(bezüglich y) gleichmäßige Konvergenz des Integrals (1) gewährleistet. Damit sind 
alle Voraussetzungen für die Anwendung des vorhergehenden Satzes erfüllt. 

Der Leser kann leicht zeigen, daß die Voraussetzung, das Integral (6) der Grenzfunk- 
tion existiere, sich hier durch die Voraussetzung, der endliche Grenzwert 


lim [ fix, y) dx 
y>y a 
existiere, erseizen läßt. Daraus folgt sowohl die Existenz von (6) als auch die Gültig- 
keit von (2). 
Auch hier können wir, wie in Nr. 510, eine Verallgemeinerung von Satz 1 aus Nr.505 
angeben, der sich auf ein endliches Intervall bezieht: 


Satz 1’. Die Funktion f(x, y) sei für y aus Y im Intervall [a,b — n] (im „eigent- 
lichen‘‘ Sinne) integrierbar; dabei sein > 0,abern <b — a. Ferner sirebe sie in jedem 
solchen Intervall für y— yo gleichmäßig bezüglich x gegen ihre Grenzfunktion (x). Ist 
außerdem das Integral 


b 
[ re, y) de 


(für x = b) bezüglich y aus Y gleichmäßig konvergent, so gilt 


f 


b b 
lim [ f(x, y) de = [ p(e) de. 
Y>Vbo 0 a. 

Der Beweis unterscheidet sich nicht von dem oben geführten. Auch in diesem Fall 
läßt sich leicht die Folgerung übertragen. | 

Die Rolle des Punktes 5 kann auch jeder andere Punkt des Intervalls spielen. Auch 
kann es mehrere solcher Punkte im Intervall geben. 

Wie früher haben wir es bei dem Grenzübergang unter dem Integralzeichen am 
häufigsten mit Funktionenfolgen {f,(x)} zu tun. Gehen wir von Folgen zu unendlichen 
Reihen über, so können wir neue Sätze über die gliedweise Integration von Funktionen- 
reihen aufstellen. 


Die Folgerung lautet: 


Die aus positiven und für x Z a (oder a S x < b) stetigen Funktionen u,(x) gebildete 
Reihe 


Lunle) 


habe für diese x-Werte eine ebenfalls sietige Summe g(x). Ist diese Summe im Intervall 
[a, 00) (oder [a, b]) integrierbar, so kann die gegebene Reihe in diesem Intervall glied- 
weise integriert werden. Auch hier könnte, wie früher, statt der Integrierbarkeit der 
Summe gefordert werden, daß die Beihe der Integrale konvergiere: 


co 00 o b 
> f u,(z) dx [oder 3% f u,(x) dx]. 
n=1la n=1& 
Dieser Satz gilt offenbar auch dann, wenn alle Glieder der Reihe negativ sind; man 
braucht dann nur einfach das Vorzeichen zu wechseln. 
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519. Beispiele. 
1. Mit Hilfe der entsprechenden Reihenentwicklung berechne man die Integrale 


1 1, 
(a) er Op In x dr 
x 1i—x 
0 0 


Lösung. (a) Der Integrand besitzt die Entwicklung 
ni—2__ > A >; 
% u 2.3 4 


deren Glieder sämtlich negatives Vorzeichen haben. Die gleichmäßige Konvergenz ist in der 
Umgebung von z = 1 gestört. Dieser Punkt ist auch für die Summe der Reihe eine singuläre 
Stelle; die Summe ist jedoch i im Intervall [0, 1] integrierbar. Wenden wir den letzten Satz aus 
Nr. 518 an, so können wir gliedweise integrieren: 


wu PR} 
fmezan- -2 — 1 ( ade == _y Eu RL 
rn 


0 
(vgl. Nr. 440, Formel (4)). 
(b) Dieses Integral läßt sich durch die Substitution x = 1 -- z auf das erste zurückführen. 


in eine Reihe 


Zur Übung wollen wir es jedoch unabhängig davon berechnen, indem wir . 
entwickeln: | 1 


In x 


oo 
—= NV "Ing; 
1 u n=0 
alle Glieder sind negativ. Die gleichmäßige Konvergenz ist hier in der Umgebung der beiden 
Punkte x = O0 und x = 1 gestört, so daß der erwähnte Satz z. B. auf die Intervalle [0, 1/2] und 
[1/2, 1] anzuwenden ist. Schließlich folgt 


ı 1 


00 oo 2 
I75 de = 5 Shadezes mn 
1l—x n=0 n=ın? 6 


indem man von der Beziehung 


1 
1 
Tue — an = u De 
nr IE dr (nn =0 ) 
0 


ausgeht. 
Lösung. Es a 


1 00 
co 2 or fr + ana) de = | de 5 (—1)" Ani -L 22) 
—=( 0 n=0 


Obwohl die Summe der Reihe keine singulären Stellen hat, ist die gleichmäßige Konvergenz 
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für x = 1 trotzdem gestört. Da aber für eine Partialsumme der Reihe die Ungleichungen . 


nl 1+ 2” 1-+ 22 
0SLF(-Weltl+d)=- —(l+D)S2 <4 
Br ya Mtre)s20 an 
gelten, ist die Majorante einfach eine Konstante, und das Integral dieser Summe konvergiert 
(für x = 1) gleichmäßig bezüglich n. Dadurch ist die gliedweise Integration gerechtfertigt 
(Satz 1’). 
(b) Analog beweise man die Beziehung 


3. Mit Hilfe der Formel 


1 1 

—— 0... 1— z)\taprıd 
rp-+1)--(p+n) = = “ 
0 


berechne man die Summe der Reihe 


1 1 1 Ä 1 1 1 
5 Rn U (er Ar, b en Ö ET Ener 
(a) 1-2.:3 T 3-4:5 v 5-:6°-7 63 ) 2.3.4 4.5.6 6:7-8 


1 1 1 
(0) 12.3.4 7 0.8.60.777.8.9.0 0° 


1 ı 
2 1 1-2, 1 1 (i — xx 3 
Lösung. (a) | ren (b) | ren 
A) 0 


1 "N 
— nn de ul 3 ee} 
SE er re! 
0 


4. Man bestimme die Integrale 


oo 00 6% 
0-1 ai _ be 
0 0 


Lösung. (a) Wir zerlegen I in 
ı co 
I =— f an u f — I, +], Mi 
0 1 


und berechnen / ‚ und /, einzeln. 
Für0 <x< 1 gilt die Reihenentwicklung 


ga-l oo 
= BR 1)’ garr-1 ; 
1 + in „2 


die gleichmäßig konvergiert, sobald 0 <e sr <si—e<List. Da die Partialsumme eine im 
Intervall [0, 1] integrierbare Majorante besitzt, 


1 


nn A 2] 20 
ea te = 


ist das Integral dieser Partialsumme (sowohl für x = 0 als auch für x = 1) gleichmäßig kon- 


/ 
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vergent. Durch gliedweise Integration finden wir nach Satz 1 


1 
00 0,0) — 4 ir 
’—=( „09a +» 


Das Integral I, kann durch die Substitution x = 1/z auf die Form 


U-0)-1 
J,= — 
If [er« 


gebracht werden. Mit der oben angegebenen Entwicklung erhalten wir 


00 _1y 
„gen 
„=14 —Vv 
Also ist j 
1 
7 a—v! 


Wir erkennen in diesem Ausdruck die Partialbruchzerlegung der Funktion — . 
Beispiel 9). Damit ist sın ra 


(Nr. 441, 


°o 
Alte TC 


1+-z2. sinne 
0 ) 


(b) Zerlegen wir das Integral wieder in zwei Integrale und führen wir im zweiten Integral 
wieder die Substitution x = 1/z aus, so erhalten wir 


01 _ 4-6 db-1 _ grb 
K- fs er u- [28 ei de=K, — Rz.) 
\ 


1—x 1—x 


Offenbar genügt es, nur K, zu berechnen. Durch Entwicklung des Integranden in eine Reihe 
finden wir analog zu (a) 


Re relasta) 


s-ı1\ +vV a0—-v 


Dies ist die Partialbruchzerlegung der Funktion x cot za (Nr. 441, Beispiel 9). Das Ergebnis 
lautet also 


00 \ 
zaı — 20-1 
[ u de = rleot ra — cotreb). 
—ı 


0 


5. Man bestimme die Werte der Integrale 


1— rcos Br f In(i — 2r cos ßx + r?) 
Te — | 0200 
2) 4 [ (1 +2) (1 — 2rcosßx + r?) 202 [ 1+2° “ 
0 0 


1) Beide Integranden haben für x = 1 keine singuläre Stelle, sondern für x = 0; die Integrale 
konvergieren. 
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(für |r]| < 1) unter der Voraussetzung, daß das Integral 


oo 


cos kx Te 
de = —ert 
Ir a 


0 
bekannt sei (vgl. Nr. 522, 4°, oder Nr. 523, Beispiel 9). 


Lösung. (a) Wir gehen von der Entwicklung 


1—rcosßr in 
1 Break re =27 cos vßx 


aus.!) Wir multiplizieren mit 7 ; und integrieren gliedweise: 
x 


oo 
oo 
—— 2 y’ [ aid a d 
v=( 1 -- x” 


;) sogar im unendlichen Intervall - 


Da die Ausgangsreihe (nach Multiplikation mit 1 ra: 


züglich x gleichmäßig konvergiert und die Partialsummen eine Majorante der Form ——— 
haben, ist die gliedweise Integration erlaubt (Satz 1). 1 } 
Benutzen wir noch den Wert des als bekannt vorausgesetzten Integrals, so finden wir 


= 1 tz eß 
I. = ei ‚ e? ZZ — nme — m 
j ee 3 1-re? 2e_r ® 
(b) Hier haben wir von der ee 
In(1!—2rcsßr-+-r)= —2 yı T cos vPx 
‚1 / 
(vgl. Nr. 461, Beispiel 6(b)) auszugehen. Die Lösung ist 
I,=rin(1—re?). , 
5. Man entwickle die (Laplaceschen) Integrale 


oo oo 00 
(a) f e2* cos 2bx dr, (b) f e-2* cosh 2bx dr, (c) f e-?" sin 2bx dx 
0 0 0 


nach Potenzen von b (b > 0), wobei in allen Fällen das Integral 


00 


fr&-% 
2 
0 


als bekannt vorausgesetzt sei (Nr. 492, 2°). 
Lösung. (a) Benutzt man die Entwicklung des Kosinus und integriert gliedweise, so er- 
gibt sich 


r a 1)" (2bz)? 
[ e-?* cos 2bx dx wi e- Sen a re. dr 
N) 


vo (2»)! 
8 re (rede. 
2 (2v)! IE = 


» 


1) Sie folgt leicht aus den Entwicklungen in Nr. 440, Beispiel 10 und 11. 
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Die Reihe unter dem Integralzeichen des zweiten Ausdrucks ist in jedem endlichen Intervall 
[0, A] gleichmäßig konvergent. Ihre Partialsumme hat die Majorante 
oO y 
e-2?” 5 ann e-?” cosh 2br, 
v=(0 (2v)! 


die im Intervall [0, oo) integrierbar ist. Daher ist die gliedweise Integration gestattet. 
Es bleibt noch das Integral 


oO 
[etz d&=1, 
0 
zu berechnen. Partielle Integration führt leicht auf die Rekursionsformel 


po, 
2 


Daraus folgt 


_ (2v — Dn 


I, 2 PARR, 


Setzt man dies in die oben erhaltene Entwicklung ein, so findet man schließlich 


00 1% 2» = 
62" 008 22 dr — FE, > Dr 28)” (9 — 11! Ir 
2 .Zı )! 2, 2 


v 
/ 


-fı 2, u; - Eon 


v—]1 y! 


(b) Die Lösung lautet hier Le 


(c) Analog ergibt sich die Entwicklung 


°o 


= 1 
e”* sın Zbr = 2 (2» : Th ) 
0, 


die sich aber in diesem Fall nicht in geschlossener Form schreiben läßt. Wir werden später auf 
anderem Wege eine neue (nicht mehr elementare) Funktion einführen, die zur Darstellung des 
Integrals notwendig ist (vgl. Nr. 523, Beispiel 5(b)). 


7. Man bestimme den Wert des Integrals 
I, = | ——— de (k=1,2,3,...). 


Lösung. Durch Entwicklung von 


1 e2Tr 
einz — 1 zu j] — er2rr 


!) Hierbei wurde die offenbar gültige Umformung 
Z)t= (Zr)!!! (2 — I) = 21 — 1)! 


verwendet. F 
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gelangt man zu der positiven Reihe 


e’inzr — 1 2, e E 


die in jedem Intervall [7, 4,0 << A < oo, gleichmäßig konvergent ist. Da die Summe der 
Reihe im Intervall [0, oo) integriert werden kann, ist die gliedweise Integration erlaubt:!) 


09 


„= | a1 eu ggg DI _ BR-N St 
n=1l 


n=ı (un) (2m ulm 
Da die k-te Bernoullische Zahl die Form 
.2-.(2k)! © 1 
ET (Or) Z,mek 


hat (Nr. 449), ergibt sich schließlich 


8. Man bestimme die Werte der (Legendreschen) Integrale 


oO °0 
sin mx sin mt ; | 
ee Du re: er 
0 0 


Lösung. (a) Die Entwicklung 


sin mx = . 
— — ) e’r? sin me 
eznr | v1 


ist ebenfalls in jedem Intervall [, A] gleichmäßig konvergent; ihre Partialsummen werden. 
durch die Funktion 


sin me] 


ezrr FREE 1 


majorisiert. Daher ist die gliedweise Integration zulässig:!) 


00 °0 


1 00 
[ mr 5 [ etmzsinmz de 
ent? — 1 vi 
0 
m 41 1 1 1\ _ 1er+1 1 
= 2 Mm 2 en -—1i m 2 4em _-1 Im 


(b) Analog ergibt sich (mit Hilfe derselben Majorante)?) 


a sin mx Be ee m u 1 BR 1 
= | . 2 v m? + 4’? 2m 2 em/2 _ e-m/2 ' 


Bemerkung. Man könnte natürlich den Wert der gegebenen Integrale auch durch Ent- 
wicklung von sin mx in eine Reihe gewinnen. Im Fall (a) würde man z. B. zu den in Beispiel 7 


1) Hier (und im folgenden Beispiel) wird sowohl Satz 1 als auch Satz 1” aus Nr. 518 benutzt, die 
etwa auf die Intervalle [1, oo) und [0, 1] einzeln angewendet werden. | 
2) Diese Resultate ergeben sich aus den Partialbruchzerlegungen von cothx und Sara 


(Nr. 441, Beispiel 10). 
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untersuchten Integralen gelangen, und zur Darstellung der Resultate in geschlossener Form 
könnte man die bekannte Entwicklung 


1 1 1 = B 
— — —] k-1 k 
m — 1 m T 2 ER (2k)! 


m’k-1 
(Nr. 449) heranziehen, usw. Diese Methode hat jedoch einen prinzipiellen Mangel; sie verlangt 


die Voraussetzung m < 2r, während das obige Resultat für jedes m gilt. 


9, Setzt man in der elementaren Formel 


009 
dt _ Zn —3)!!n 
(1 + a2)” (2n — 2)!! 2 
0 ” 


2 
(Nr. 492, 2°) x = — , so ergibt sich 
Yn . 


n 
oo 
dz __ (2m — 3)!! Yn Tr 
2 = 908 
| 14 ze " (2n — 2)! 
N 
N) 
Die mit wachsendem rn monoton fallende Funktion ee strebt gegen den Grenzwert e”?”, 
1+— 
N 


Stützt man sich auf die Folgerung in Nr. 518 (die auch für monoton fallende Funktionen ihre 
Gültigkeit behält), so kann man unter dem Integralzeichen den Grenzübergang n — 00 vor- 
‚nehmen. Benutzt man zur Bestimmung des Grenzwertes der rechten Seite die Wallissche 
Formel (Nr. 317), so lautet schließlich das Resultat 


00 


co Vz 
elta = 
no 1 Ka 
(+) 


0 0 
(vgl. Nr. 492, 2°). 
10. Das bekannte Fejerschet) Integral 


rı/2 
1 sin nz\? Tt 
—_ dz = — 
N sin 2 > 
N) 


(Nr. 309, Beispiel 5(b)) läßt sich, wenn z = —- gesetzt wird, auf die Gestalt 
n 


nre[2 - 
x 2 “ 
sin x\° N It 
| ) dr = — 
T f 2 
sin — 


bringen. Der Grenzübergang n — oo wird hier dadurch erschwert, daß nicht nur der Inte- 
grand, sondern auch die obere Integrationsgrenze vom Parameter n abhängt. Wir setzen 


1) LeoroLD FEsEr, 1880— 1959, ungarischer Mathematiker. 
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jedoch 

2 


= 
In(&) = x 


für O<Sz sn, 
. x 2 
sın — S 


e j 


und können damit 


für die übrigen x 


TT 
f Int) d2 = = 
Ö 


(7) 
schreiben. Offenbar ist für jedes x > 0 


lim f,(2) = m *) 
n—00 x 


sin 2 


wobei die Annäherung der Funktion f,(x) an ihren Grenzwert in jedem endlichen Intervall 
[0, A] gleichmäßig ist. Andererseits gilt bekanntlich für0 <z < 


> 
2 Ts 


und daher für O0 <z sn 


sin x\? rc? 
{nl} s( - ) = 


Diese Ungleichung ist erst recht für <> n— erfüllt, denn dann ist In(2) = 0. 


Mit Hilfe von Satz 1 aus Nr. 518 kann man in (7) unter dem Integralzeichen den Grenz- 
übergang n — oo vornehmen. Daraus folgt 


(vgl. Nr. 494, Beispiel 4, und Nr. 497, Beispiel 15). 


11. Es sei noch ein Beisp 
spiel 10) gilt 


iel der gleichen Art angegeben. Bekanntlich (vgl. Nr. 440, Bei- 
Ti 


f cos mx 


= —— , 
1—2rcoszc-+r 1—r 
0 


ymM 


wobei m eine natürliche Zahl und [r| < 1 ist. Setzen wirhier «= — unddr=1— — (h>0) 
F 
41 Fichtenholz II 
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und nehmen wir m > han, so finden wir 


mT 


cos 2 dz 
Ir + Im? ( ER cos) ( = —) 
m m 
0 
MIT I == ER u 
co8 2 dz BR..; m 
= ee N a en 
sin (5) } 2 2 — a 
DE ea ee m 
r m 
2m 
0 


Lassen wir m unter dem Integralzeichen gegen oo streben, ohne uns daran zu stoßen, daß auch 
die obere Integrationsgrenze mit m wächst (wir ersetzen sie durch oo), so ergibt sich 


00 
0082 4, _To-h, 
h?-+ 2? 2h 
0 


Aber ist dieses Resultat richtig? Um uns darüber ein Urteil erlauben zu können, müssen wir 
den ausgeführten Grenzübergang begründen. 


Wir führen die Funktion 
I für 0sSz sur, 
. 2 
sin — 
Im h 
— )J R 2 1—- — 
2m 
Ö für z> mr 


ein, so daß die linke Seite der uns interessierenden Gleichung in der Gestalt 1 /m(2) dz geschrie- 
ben werden kann. Offenbar ist 


C08 zZ 
lim /„(2) = 
im ml?) Prz’ 


wobei die Konvergenz in einem endlichen Intervall gleichmäßig ist. Als Majorante kann schließ- 
lich die Funktion 


dienen, wenn m, > hist und nur die Werte m = m, betrachtet werden. Jetzt brauchen wir nur 
noch Satz 1 aus Nr. 518 anzuwenden. 


12. Die Notwendigkeit, in den Beispielen 10 und 11 den Grenzübergang zu begründen, wird 
durch das folgende, ihnen ähnliche Beispiel unterstrichen; das Ergebnis des folgenden (nicht 
begründeten) Grenzübergangs erweist sich nämlich als falsch! 

Wir betrachten das Integral 


n 


n 
1 (ie. 


0 
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Verfahren wir mit ihm im Falln -> oo wie in den vorhergehenden Beispielen, so ergibt sich 
oo 
lim I, = [0de=0. 
0 


n->009 


7 rue ist /„ (wovon wir uns mit Hilfe einer Variablensubstitution überzeugen können) 
gleich r/4. 


Wir geben noch zwei Beispiele an, die, wie wir sehen werden, auch in anderer Beziehung inter- 
essant sind. 


13. Wir wollen das Integral 
oo 
= [ e?cos? sin (asinz)— (a beliebig) 
x 
0 


(vgl. Nr. 478, Beispiel 8(a)) unter der Voraussetzung berechnen, daß das Integral 


bekannt sei (vgl. Nr. 492, 3°, und Nr. 494, Beispiel 5). 
Es ist zweckmäßig, die komplexe Veränderliche 2 = a(cosx + isin x) einzuführen. Dann ist 
(nach Nr. 457, Formel (6)) 
e? = e0C08F [cos (asinz) +isin (asinz)]; 
dies läßt sich in die Reihe 


© arlcosne Hi sin NE 
4 zo Aleosne Hin me) 
n=1 n! 
entwickeln. Vergleichen wir dieImaginärteile, so erhalten wir die Entwicklung des Faktors e*c0s# 
x sin (a sin x) im Integranden: 


X RN 


* “ 177 ®* 
e9coS? sin (asinz) = I — sin nz. 
Daraus folgt > 
009 
oo N 
a” sinnz 
I = 2 — de. 


Könnten wir diesen Ausdruck gliedweise integrieren, so würden wir sofort 


09 
X gr sinnzt A T 
I=) — — d=— 3 —=-—(e—1) 
0 


finden. | 
Die Begründung dafür, daß die gliedweise Integration in diesem Fall gestattet ist, ist recht 
originell. Da die im Integranden stehende Reihe durch die Reihe mit konstanten Gliedern 


la] 55 jaf majorisiert wird, darf in einem endlichen Intervall [0, A] gliedweise integriert 
v—=( y! 


werden: 
A A nA 
© arsınnz © ar Fsinnz ©. a® (-sint 
Be «=, - |" Fu=2— | —d. (8) 
n=ı1r! % neır! x n=-ı1R!. t 
0 0 0 


41* 
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Wir müssen hier A gegen oo streben lassen. Nun ist, wie wir leicht sehen, das Integral f — 
to 


N) 
auf Grund der Existenz von f Zn di für alle t, Z 0 gleichmäßig beschränkt: 


2) 
0 
Dann wird die Reihe (8), deren Glieder von der Veränderlichen A abhängen, durch die Reihe 


00 n 
mit konstanten Gliedern L I majorisiert, und sie konvergiert daher gleichmäßig be- 
= | 


n=1 H 
'züglich A. In diesem Fall darf (auf Grund des bekannten Satzes aus Nr. 433) in der Reiko 
gliedweise zum Grenzwert für A — oo übergegangen werden, was un beweisen war. 


14. Wir zeigen noch ein Beispiel der gleichen Art. Die Reihe 5 4, = 8 sei konvergent, und 
wir setzen für x = 0 a2 


Ya 
ge) = Fa, 
n=Oo /} 


Auch diese Reihe ist konvergent, und (nach den Kriterien von ABEL und DIRICHLET; Nr. 430) 
sogar gleichmäßig konvergent bezüglich x in jedem endlichen Intervall [0, A], da der Faktor 


% 
— (mindestens für n > A) mit wachsendem r abnimmt. Wir wollen zeigen, daß dann 
nn! 


J etga)de=s (9) 
0 


gilt. Das Resultat ergibt sich sofort durch gliedweise Integration: 
oo 
oo gr 
et’ „7 a, ,—d= fe er" de = La=s 
n=0 n! 


n= Baer 


°o 


denn es ist S e-?!z" de = n!! (vgl. Nr. 489, Beispiel 4). 


0 
Wir müssen jetzt nur noch begründen, weshalb die gliedweise Integration gestattet ist. 
Genau wie vorher ist die gliedweise Integration in einem endlichen Intervall zulässig: 


s co Fr ad oO 1 5 
IK a, —-d= ) a, | dr. (10) 
N=( n! n=0 n! 
0 0) 


Mit Hilfe partieller Integration folgt leicht 


A A 
n! (n — 1)! 
0 ‚O0 


so daß die von A und n abhängigen Faktoren [ e-?z* dx (für A = const) mit wachsendem n 
n! 


0 \ 
‘monoton abnehmen und dabei gleichmäßig beschränkt bleiben. In diesem Fall ist die Reihe auf 
der rechten Seite von (10) auf Grund des eben erwähnten Kriteriums gleichmäßig konvergent 


519. Beispiele 645 


bezüglich A; das bedeutet, daß in ihr gliedweise der Grenzübergang A — 00 vorgenommen 
werden Eaun, usw. 


Wir zeigen nun an zwei Beispielen die Anwendung der eleganten Formel (9). 
(a) Wir betrachten den Integralsinus 


sin t x3 25 : 
—sir = —4=-—2 a me el 
f FT sr 


Diese Reihe ist vom Typ g(x), wenn man von der Reihe 
T 1 1 
(Em email: 1 6) wer 0 errunee  (GEEEEREERRRER ».“u 
E zu. E Tr 5 7 


ausgeht. Nach Formel (9) ist dann 


(b) Eine andere interessante Funktion, die Bessselfunktion nullter Ordnung, hat die Ent- 
wicklung 


Il) =1+L (1) 


v=1 (v Te 227 


/ 
(vgl. Nr. 441, Beispiel 4 und 5), die nach der Art von g(x) zusammengesetzt ist, wenn man 


„av—1)!! 
o.=1, qa,=(-]) an’ Ami 
setzt. Dann gilt auf Grund von (9) 
00 
= (2» — 1)!! 1 
e-?J (2) de = — 1), — no —. 

[ en 7 
0 


Das letzte Resultat ergibt sich hier, wenn wir uns an die Entwicklung der Funktion 
in die binomische Reihe erinnern (Nr. 407, Formel (24)) und in ihr x = 1 setzen. Yı+x 


Bemerkung. Es ist recht lehrreich, zu untersuchen, worin die Besonderheit der bei den 
letzten beiden Beispielen angewandten Überlegungen besteht (im Vergleich zu den übrigen 
Beispielen für die gliedweise Integration von Reihen in einem unendlichen Intervall). Die all- 
gemeine Frage nach der Vertauschbarkeit des Grenzübergangs mit einem Integral, dessen eine 
Grenze gleich oo ist (Nr. 518), ist äquivalent der Frage nach Existenz und Gleichheit der beiden 
iterierten Grenzwerte einer gewissen Funktion F(A,y) zweier Veränderlicher (vgl. Nr. 518, 
Formel (3)). Gemäß dem allgemeinen Satz aus Nr. 505 ist in diesem Fall (wenn die beiden ein- 
fachen Grenzwerte (4) oder (5) aus Nr. 518 existieren) die gleichmäßige Konvergenz der Funk- 
tion gegen einen dieser Grenzwerte und die Gleichheit der Funktion F(A, y) mit diesem Grenz- 
wert eine hinreichende Bedingung. Im allgemeinen setzen wir diese Gleichmäßigkeit bezüglich 
des Grenzwertes (5) voraus, was auch der gleichmäßigen Konvergenz des Integrals mit einer 


1) Diese Entwicklung ergibt sich leicht, wenn man 


1 sin? , 
ir ta i% 


schreibt, im zweiten Integral den Sinus durch seine Reihenentwicklung ersetzt und dann 
gliedweise integriert. 
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unendlichen Grenze entspricht. Aber diese Schlußfolgerung würde auch dann gültig bleiben, wenn 
stattdessen die Funktion F gleichmäßig gegen den Grenzwert (4) streben würde! 


00 
Im Fall der Reihe % u,(x) mit den Partialsummen f,„(z) kann man somit entweder die 
i n=1 
(bezüglich n) gleichmäßige Konvergenz der Funktion 


A 
F,(4) = [ fn(e) de 


für A — oo gegen 


J te) de 


nachweisen, d.h. die gleichmäßige Konvergenz dieser Integrale, wie wir es auch im allgemeinen 
taten, oder aber sich von der (bezüglich A) gleichmäßigen Annäherung der genannten Funktion 
für n > oo an den Grenzwert 


A 
[ pe) dw, 
G 
d. h. von der aa 4) gleichmäßigen Konvergenz der Reihe 
A! 
> ni u„(z) de = J plz) de 


n=1a 


überzeugen, was in den Beispielen 13 und 14 zweckmäßiger schien. 


520. Stetigkeit und Differenzierbarkeit eines Integrals bezüglich des Parameters. Wir 
beschäftigen uns zunächst mit der Übertragung der Sätze 2 und 3 aus Nr. 506 bzw. 
507 auf den Fall eines unendlichen Intervalls. 


Satz 2. Eine Funktion f(x, y) sei definiert und sietig (in beiden Veränderlichen) für 
x = a und y aus dem Intervall [c, d]. Ist das Integral 


® 


Iy) = S fx, y) dx (1) 


gleichmäßig konvergent bezüglich y aus [c, d], so stellt es in diesem Intervall eine stetige 
Funktion des Parameters y dar. 


Dies ist eine Folgerung aus Satz 1 (Nr. 506). Wie wir nämlich in Nr. 506 sahen, 
strebt die Funktion f(x, y), wenn x in einem beliebigen Intervall [a, A] variiert, für 
Y — Yo (wobei y, ein spezieller Wert von y ist) gleichmäßig bezüglich x gegen die Grenz- 
funktion f(x, y,). Dann können wir auf Grund von Satz 1 aus Nr. 518 im Integral 
(1) unter dem Integralzeichen zur Grenze übergehen: 


lim I(y) = lim f fo, ,y)de = j fx, 90) dx = Io). 


Y>Yo yv>yı a 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 
In Nr.485 beschrieben wir Methoden, mit deren Hilfe divergenten Integralen ‚„verall- 


gemeinerte Werte‘ zugeschrieben werden können; bei der zweiten dieser Methoden blieb die 
Frage nach der Regularität unbeantwortet. Der eben bewiesene Satz befähigt uns jetzt, diese 
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oo oo 
Lücke zu schließen. Wenn f (x) de konvetgiert, so ist das Integral f e-i2f(z) dx gleichmäßig 


0 0 
konvergent bezüglich &k (k = 0); vgl. die Bemerkung am Schluß von Nr. 515. Folglich stellt es, 
mindestens für stetiges /(x), eine stetige Funktion des Parameters k für k > 0 dar. Insbesondere 
gilt 


lim f ett/(2) de = f f(x) de. 
k>+00 0 


Der Wert des konvergenten Integrals stimmt also mit seinem ‚‚verallgemeinerten Wert‘ über- 
ein; darin besteht die erwähnte Regularität. 


Bemerkung. Ist f(x, y) eine nichtnegative Funktion, f(x, y) = 0, so gilt in gewis- 
sem Sinne eine Umkehrung des Satzes: Aus der Stetigkeit des Integrals (1) als Funktion 
des Parameters folgt die gleichmäßige Konvergenz von (1). 

In diesem Fall ist die in y stetige Funktion 


A 
F(A,y) = [ f(&, y) de (3) 


für wachsendes A zunehmend; infolgedessen strebt sie (auf Grund des verallgemeiner- 
ten Satzes von Din; Nr. 504, 4°) gleichmäßig bezüglich y gegen ihren Grenzwert (1), 
was zu beweisen war. 


Satz 3: Eine Funktion f(x, y) sei definiert und stetig für x Z a und y aus dem Inter- 
vall [c, d] und habe außerdem für diese Werte von x und y eine in beiden Veränderlichen 
stetige Ableitung f,(x, y). Setzen wir ferner voraus, daß (1) für alle y aus [c, d] konvergiert 
und daß das Integral 


Sta, y) de (11) 
17 
gleichmäßig konvergiert, so gilt für jedes y aus [c, d] 


I’(y) = f fa, y) de.!) 


Wir wählen einen speziellen Wert y = y,,; betrachten den Quotienten 


Iy+k)—Iy) _ [Mayo + k) — I@ %) 
En o_ [ nt, (12) 


und zeigen, daß hier unter dem Integralzeichen der Grenzübergang k — 0 gestattet 
ist. In Nr. 507 sahen wir schon, daß der Integrand 


f({z, y + k) — M{&, Yo) 
k 


für k — 0 gleichmäßig bezüglich x gegen die Grenzfunktion f,(x, y,) strebt, wenn x in 
einem beliebigen Intervall [a, A] variiert. Ehe wir den Satz 1 anwenden, müssen wır 
uns noch von der gleichmäßigen Konvergenz des Integrals (12) bezüglich k überzeugen. 


1) Die Berechnung der Ableitung nach dieser Formel heißt hier ebenfalls Leibnizsche Regel. 


u. 
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Auf Grund der vorausgesetzten gleichmäßigen Konvergenz von (11) gibt eszu jedem 
e>0ein 4, > a derart, daß 


4’ 


She y)de|<e (13) 
A 


für alle x gleichzeitig erfüllt ist, sobald 4A’ > A > A, gilt (Nr. 514). Wir zeigen, daß 
gleichzeitig auch 


<E (14) 


» 


4A’ 
[ f(x; yo + k) — f(&, Yo) ee 
| zoo 
A 


für alle möglichen Werte von & gilt. Zu diesem Zweck halten wir A und A’ fest und be- 
trachten die Funktion 
A’ 


A 


Ihre Ableitung kann auf Grund von Satz 3 aus Nr. 507 nach der Leibnizschen Regel 
berechnet werden, 
4A’ 


By) = [fm y) de, 
A 


und ist wegen (13) dem absoluten Betrage nach stets kleiner als e. Dann ist aber auch 
der Quotient 


r 
Stk — Dyı) _ [ fix, yo + k) = g®, Yo) 4, 
k k 

A 


der auf Grund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gleich ©®’(y, + Ok), 
0<0<< 1, ist, dem absoluten Betrage nach kleiner als e, d. h., (14) ist erfüllt. Daraus 
folgt mit Hilfe des Kriteriums aus Nr. 514 die gleichmäßige Konvergenz von (12). 
Damit ist der Satz bewiesen. | 

Man erhält auch leicht die Verallgemeinerungen der Sätze 2* und 3* aus Nr. 510 
für ein endliches Intervall [a, 5]; man braucht nur, ohne die Formulierungen und Über: 
legungen in ihrem Wesen zu ändern, den Punkt x = oo durch den Punkt x =b zu 
ersetzen (wie es z. B. beim Übergang von Satz 1 zu Satz 1’ getan wurde). 


"Bemerkung. In der hier dargelegten Theorie benutzten wir nicht den Zusam- 
menhang zwischen Integralen und unendlichen Reihen, sondern wir bevorzugten über- 
all die Idee, die in. Wirklichkeit die Grundlage aller Schlußfolgerungen ist, nämlich 
die gleichmäßige Konvergenz gegen die Grenzfunktion. Jedoch könnte in anderen 
Fällen der Hinweis auf die schon entwickelte Theorie der Reihen eine formale Ver- 
einfachung der Überlegungen mit sich bringen. Wir wollen dies an einem neuen Be- 
weis von Satz 3 erläutern (wobei bedeutende Vereinfachungen auftreten). 


Wir ersetzen das Integral I(y) durch eine Reihe (Nr. 477): 


oo An 
I)=E [| to y)de; 


n=1l Ay 
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{A,} ist dabei eine Folge unbeschränkt wachsender Zahlen. Die Glieder 


unly) = f f@, y) de 
A 


der Reihe sind auf Grund der Sätze 2 a: 3 aus Nr. 506 bzw. Nr. 507 stetig und haben ebenfalls 
stetige Ableitungen 


un(y) = | fyla y) de. | 
An-ı 


Zudem konvergiert die aus diesen Ableitungen gebildete Reihe gleichmäßig bezüglich y aus dem 
Intervall [c, d], wie aus der gleichmäßigen Konvergenz des Integrals (11) folgt (Nr. 514). Dann 
existiert nach dem Satz über die gliedweise Differentiation einer Reihe (Nr. 435) die Ab- 
leitung 


I’) = Eur) - x he y)de= N f,(&, y) de, 


n=1 Ay-ı 


.— 


was zu beweisen war. 

Dasselbe Verfahren kann auch zum Beweis der Sätze 1 und 2 aus Nr. 518 bzw. Nr. 520 (und 
ebenfalls des Satzes 4 aus Nr. 521) mit dem Hinweis auf die entsprechenden Sätze aus der 
Theorie der Funktionenreihen verwendet werden. Die Durchführung dieser Beweise überlassen 
wir dem Leser. 


521. Integration eines Integrals nach dem Parameter. Zunächst beweisen wir den fol- 
genden Satz: 
Satz 4. Unter den Voraussetzungen von Salz 2 gilt 


zes 


d d co d 
f I) dy = f dy f fe, y) de = J de [ fi, y) dy. (15) 


Beweis. Auf Grund von Satz 4 aus Nr. 508 gilt für jedes endliche A > a 


hau Ste de = [def mar 


} 


Nun strebt nach Voraussetzung die in y stetige Funktion (3) für A — oo gleichmäßig 
bezüglich y gegen ihren Grenzwert (1). Folglich kann (Nr. 506, Satz 1) im Integral auf 
der linken Seite unter dem Integralzeichen der Grenzübergang 4 — oo vorgenommen 
werden, d.h. 


‚ Im fa fe sdae = [av ho nar. 


A>O € G 


In diesem Fall existiert auch der Grenzwert des rechten Integrals für A — oo, d.h. 


00 d 
fax f He, y) 4y; 


und er hat den gleichen Wert, was zu beweisen war. 


Benutzen wir die Bemerkung zu Satz 2 aus Nr. 520, so ergibt sich hieraus leicht die 
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Folgerung. Ist die Funktion f(x, y) nichtnegativ, so zieht die Stetigkeit des Integrals 
(1) in y die Gültigkeit von (15) nach sich. 


Damit sind wir (unter den genannten Bedingungen) berechtigt, zwei Integrale mit- 
einander zu vertauschen, von denen sich nur das eine über ein unendliches, das andere 
aber über ein endliches Intervall erstreckt. 

Dagegen können wir in vielen Fällen sofort die Integrale vertauschen, wenn sich 
beide über unendliche Intervalle erstrecken: 


fay f fa, y) dx = [ de [ fx, y) dy. (16) 


Diese Vertauschung zu rechtfertigen ist jedoch oft kompliziert und mühsam, wofür 
der Leser viele Beispiele finden wird. 

Nur für wenige Funktionenklassen gelingt es, die Formel (16) allgemein zu be- 
weisen: 


Satz 5. Eine Funktion f(x, y) seö definiert und stetig für x =Zaundy= c. Ferner 
seien die beiden Integrale 


1 


[to y)dx und [fe y)dy (17) 


gleichmäßig konvergent: das erste bezüglich y, das zweite bezüglich x (in jedem endlichen 
Intervall): Wenn dann mindestens eines der beiden Doppelintegrale 


% 


[ dy f Ye, y)| de, f def fe, y)l dy (18) 


existiert, so existieren auch die Doppelintegrale (16) und sind einander gleich. 
Beweis: Wir nehmen an, das zweite ver Integrale (18) existiere. Auf Grund der 


gleichmäßigen Konvergenz des Integrals [ fdx gilt (vgl. den vorhergehenden Satz) 
für jedes endliche CO > c 


00 oo C 
IK Ste 02 = [ar [ Neu) Ay. 


Es muß gezeigt werden, daß im rechten Integral für € — oo der Grenzübergang unter 
dem Integralzeichen zulässig ist; ist dies gezeigt, so gilt 


67100 dx = lim av [fe y) de = lim ä 12 [fe y) dy 


c C>09 c C>% ua 
c © © 
- fü lim [ fix, y) dy BEE y)dy- 
C>0 c 


Den Grenzübergang zu rechtfertigen ist möglich, wenn wir uns auf Satz 1 aus Nr. 518 
c 


stützen. Die von x und CO abhängige Funktion [ f(x, y) dy, die in x stetig ist (Nr. 506, 


+ 


522. Die Berechnung einiger Integrale 651 


Satz 2), strebt für O — oo gleichmäßig bezüglich x aus einem beliebigen endlichen 
(ee) (0) C 
Intervall gegen die Grenzfunktion f f(x, y) dy. Das Integral f de f f(x, y) dy kon- ' 


® bad .. w .. ® “ ® = 2 . [) ..+ 
vergiert gleichmäßig bezüglich C', da es von dem zweiten Integral (18) majorisiert 
wird, denn es ist 


C 00 
[re W)ay| < SI, Yy)|dy. 


Also sind hier sämtliche Voraussetzungen von Satz 1 (Nr. 518) erfüllt, und die Be- 
hauptung ist bewiesen. 

Etwas einfacher verhält es sich im Fall einer Funktion, die nicht ihr Vorzeichen 
wechselt. Für eine nichtnegative Funktion (es genügt, sich auf diesen Fall zu be- 
schränken) gilt z. B. die 


Folgerung. Für eine nichtnegative stetige Funktion f(x, y) seien die beiden Integrale 
(17) ebenfalls stetig, und zwar das erste Integral in y, das zweite in x. Existiert dann eines 
der beiden Doppelintegrale (16), so existiert auch das andere und ist dabei dem ersten 
Integral gleich. 


Auf Grund von Satz 2 und der Bemerkung zu ihm ist klar, daß die Voraussetzung 
über die Stetigkeit der Integrale (17) mit der Forderung nach ihrer gleichmäßigen 
Konvergenz äquivalent ist. Man braucht nur den vorhergehenden Satz anzuwenden 
und dabei zu berücksichtigen, daß in diesem Fall |f(z, y)| = f(&, y) ist. 

Die Sätze aus Nr. 521 können auch für endliche Intervalle formuliert werden: Da- 
bei ist nur der singuläre Punkt x = oo durch den endlichen singulären Punkt x = b 
und (falls notwendig) y = oo durch y = d zu ersetzen. , 
522. Die Berechnung einiger Integrale. Die soeben dargelegte Theorie wollen wir nun 
zur Berechnung einiger wichtiger Integrale verwenden. 


1°. Wir untersuchen die (Eulerschen) Integrale 


fr z0-1 
[ dx O<a<I1), 


1+x 
) 

r o-1__ „b-1 
II« O<ab<I1), 

1—ıx 

0 

f x-1dxr 

SUREEEBR ERROR 1:— 8 ; 
ee EEREEETTERN 


Aus den Ergebnissen von Nr. 496, Beispiel 1, folgt sofort 
\ 


oo 


zam A TC 1 
Im m. 2m+1 | 
sın T 
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Setzen wir hier 2 = x?*, so finden wir das erste Integral 


204 2m+1_, P e 
On DE > SS EL Se Mm ee ae 2 
a = 71 (19) 
sin Te 
2n 
0 
2 1 
für den speziellen Wert a = er i 


2n 


Damit wir hieraus den Wert des gesuchten Integrals für ein beliebiges a erhalten, 
das der Bedingung 0 < a < 1 genügt, müssen wir uns davon überzeugen, daß dieses 
Integral eine in a (0 <a < 1) stetige Funktion ist. 

Für 0 <xz<oo und O0 <a<1 ist. der Integrand in beiden Veränderlichen stetig. 


Ferner konvergiert das Integral gleichmäßig bezüglich a, und zwar im Fall x = 0 für 
co 1 oo 


aZzw>0, im Falx = © füra<a, <1. Zerlegen wir nämlich J in f +f, so 
sehen wir, daß diese beiden Integrale von 0 1 


1 00 
xa0—1 gaı—1 
[5% bzw. (4% 
0 1 


majorisiert werden. 


1 
Wenden wir r auf [ den Satz 2 und auf J den dazu analogen | Satz für ein endliches 


1 
Intervall an, so können wir schließen, daß bed Integrale in bezug auf den Parameter 
stetig sind. 2m +1 

Jeden Wert a (0 <a< 1) können wir mit Hilfe von Größen der Gestalt 


(m und n natürliche Zahlen; m < n) beliebig approximieren. Lassen wir in (19) 
2m +1 
2n 
ten wir schließlich 


oo pe 
6-1 TC 
dt =-— 
1+x sın ra 
0 


(vgl. Nr. 519, Beispiel 4 (a)). 


gegen a streben und berücksichtigen wir, daß das Integral stetig ist, so erhal- 


Ganz analog folgt aus Nr. 496, Beispiel 2 und 3, 


oO 
a1 _ b-1 
I de = rleot ar — cot br) 
1l—x 
und 


erde _ „ala 
x? + 22c0os0 +1 sin®-sinan | 
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2°. Das Integral 


oo 


sin x 
dx 
x 


0 
kennen wir schon aus Nr. 492, 3°. Wir betrachten zunächst das Integral 


oo 


L, -/= 8X 1, («> 0). 
0 


T 


Wir wollen es durch Differentiation nach dem Parameter & berechnen. Die un- 
mittelbare Anwendung der Leibnizschen Regel führt jedoch hier auf das divergente 


Integral f cos xx dx. Daher führen wir einen „konvergenzerzeugenden“ Faktor e”** 


0 | 
(k > 0) ein und suchen den Wert des Integrals 
1- [er 8 an («>0). (*) 
0 


‚Hier ist die Vertauschung der Differentiation nach & mit der Integration nach x er- 
laubt, denn die Voraussetzungen von Satz 3 sind erfüllt: Der Integrand und seine 
partielle Ableitung nach a sindinzunda fürz >0unda > 0 stetig, und das durch 
Differentiation entstandene Integral ö 


00 


k 


‚—kı = 
/ m: 


0 
konvergiert gleichmäßig bezüglich «, da es von dem den Parameter « nicht enthalten- 


den Integral f e-*2 dx majorisiert wird. Also ist für « > 0 
0 


dd x 
dx a®2-+k2 


Hieraus folgt durch Integration nach « 
& 
I = arctan T 
(die additive Integrationskonstante brauchen wir gar nicht erst anzugeben, da (*) und 


arctan = für x = 0 verschwinden). 


Diese Formel wurde unter der Voraussetzung k > 0 hergeleitet. Im Fall x = const 
ist aber I auch für k = 0 eine in k stetige Funktion; dies folgt wegen Satz 2 (Nr. 520) 
aus der gleichmäßigen Konvergenz von I bezüglich k für k = 0 (vgl. Nr. 515, 4°). Mit 


anderen Worten, es ist I, = lim I. Für & > O gilt 
| k>+0 


IE 


& 
I, = lim arctan — = arctan © = 
k>+0 x 
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Insbesondere ist (für x = 1) 
sin x Te 
—— dr = Cr 
0 


3°. In dem (Euler-Poissonschen) Integral 
J= [e’"'d« 
0 


(vgl. Nr. 492, 2°) ersetzen wir x durch ut, wobei % eine beliebige positive Zahl ist, und 
erhalten somit 


u u 


Wir multiplizieren nun n beide Seiten dieser Gleichung mit e”“ und integrieren nach u 
von O bis oo: \ 


J- f eu"du=J’ — f eruy du f erw dt. 
0 0 N) 


Die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen führt hier, wie leicht zu sehen 
ist, überaus schnell zum Ziel. Nach der m. ergibt sich nämlich 


T 
ge e-t1+it)u? Ze —_ 
Ö 0 


oo 


1= [era 


0 


folgt (denn offenbar ist J > 0). 
Die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen ist auf Grund der Folgerung 
aus Satz 5 von Nr. 521 gerechtfertigt. Während 


woraus 


oO 


1 1 
[ e udu = so: 


0 


für alle t > 0 in t stetig ist, ist das Integral 


00 


f e-u+mNu „dt — eu) 


nur für u > 0 stetig: für v = 0 ist es gleich 0, da esin diesem Punkt einen Sprung er- 
leidet. Daher ist die oben genannte Folgerung auf das Rechteck [0, 00; 0, 00] nicht 
unmittelbar anwendbar! Wir wenden sie auf das Rechteck [u,, 00; 0, 00], u, > 0, an, 
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indem wir die Tatsache benutzen, daß 


00 


[ td L—L_ e-urmm 
2 1+1% 


Us 


für alle ? > 0 eine in i stetige Funktion ist. Damit ist die Beziehung 


00 oo 


[Au j ee yde= [def ertile y du 


Uo 0 Us 


bewiesen. Wir brauchen nun nur noch «a, von positiven Werten her gegen 0 streben 


zu lassen, was auf Grund der Folgerung aus Nr. 518 auf der rechten Seite unter dem 
Integralzeichen zulässig ist. 


4°. In dem ersten der (Laplaceschen) Integrale 


_ cos Bx _ f zsin Bx 
- (Ed, (ir en 
0 


setzen wir 


—H{at+r?) di 
2 - y2 ei 


und erhalten 


— [ cos ßx de [ et dt. 
0 0 
Wir vertauschen hier auf Grund von Satz 5 die Integration nach x mit der nach t: 
y= f ertdt f etz" cos x de. 
0 0 


Das innere Integral kennen wir aus Nr. 519, Beispiel 6(a): 


co 
: 1 Te Ä 
e-t2* cos Br de = — | —e#/#, 2 
2 t 
0 


Damit ist 


y = Ef. en di zu — a?z? - (t Er 22). 
0 


Erinnern wir uns an Nr. 497, Beispiel 8, so finden wir schließlich 
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Das zweite Integral ergibt sich aus dem ersten durch Differentiation nach ß: - 


Die Anwendung der Leibnizschen Regel ist erlaubt, da das Integral für $ > $, > 0 
gleichmäßig bezüglich 5 konvergiert (vgl. Nr. 517, Beispiel 16). 


5°. Wir betrachten die Fresnelschen!) Integrale 


00 oo 
f sin a? de, [ cosa? de. 
0 0 


Die Substitution x? = t ergibt 


u; FE RE. ul 9 
Yı 2 
0 
Wir wollen das erste Integral berechnen. Wir ersetzen dazu im Integranden den Faktor 


en durch das ihm gleiche Integral 


Yı 
F- ak a 


dadurch erhält das gesuchte Integral die Gestalt 


00 


sind Er siniödt | ei" du. 
“7 


Hier würde eine Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen sofort auf das 
Resultat führen: 


Er url etw sinidi 


s 


Da die Begründung für diese Vertauschung mühsame Umformungen und Abschät- 
zungen erfordert, ziehen wir es auch hier vor, den „konvergenzerzeugenden“ Faktor 


1) AUGUSTIN JEAN FRESNEL, 1788-1827 ‚ französischer Mathematiker und Physiker. 
2) Vgl. Nr. 472, Beispiel 2, oder Nr. 491, Beispiel 7. 
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er#* (k > 0) zu verwenden (vgl. 2°). Es gilt 


oo 


int 2 y 
sin 
[ — eHtd= — | etsinidt etw du 
\r Vr 
) 0 0 


0 00 co u 
— — / du | ektwltsintd — e2 EUAEE..... ENRENE 
0 0 


Hier ist die Vertauschung der Integrale mit Hilfe von Satz 5 möglich. Nun brauchen 
wir nur noch k gegen 0 streben zu lassen, was unter dem Integralzeichen gestattet ist, 
wie wir leicht nachprüfen können. Damit ist schließlich | 


oo 
sin i 
del), 
Y 2 
1) 
cost 


Derselbe Wert ergibt sich auch für WW di. Daraus folgt 
i 
0 


1 ı/r 
S 2d rerernan 2 d mn — 
[sn. x [= ı=5 V: 
0 0 
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oo 


1. Aus den bekannten Integralen 


00 co 1 
-a2? Ai ELaR u 1ix | _t - 
of[e w= 4 V2- | => (e) [e- 
0 0 0 


(a > 0) leite man durch mehrfache Differentiation nach dem Parameter neue Integrale her. 
(a) Mit Hilfe der Leibnizschen Regel erhalten wir nach n-facher Differentiation 


oo 


[ e-ar’z2n de —= an —ı)!t yz- 
Zntiqn a 


6 


Da alle so erhaltenen Integrale gleichmäßig konvergent sind bezüglich a füra 2a, >0 (z.B. 
läßt sich das angegebene Integral durch 


oo 


1) e=02"yx2n dx 
0 


majorisieren), ist die Anwendung der Leibnizschen Regel erlaubt. 


09 


z ; dx Ian —-Dtl nr 
DE / (a + „1 2 (Zn)!! a" Ya 
F | 
nn! 
artı 


ar 1 
(c) Lösung: [ 21 log" 2 de = (—1)" 
Ö 


42 Fichtenholz II 
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d 


2. Durch Differentiation nach dem Parameter berechne man die Integrale 


oo 
(a) J= [Fr « (,k > 0), 
0 


(b) u (TetBenas (%, ß,k> 0). 
x x 
0 


Lösung. (a) Die Ableitung von J nach « kann durch das (bezüglich & gleichmäßig kon- 
vergente) Integral 


00 
dJ eilt & 
Erz e-k2 sin ax ren 
0 
ausgedrückt werden; aus ihm folgt 
je — In (2 + 2) + C. 
DaJ=0füra = ist, ergibt sich U = - In k2 und damit schließlich 
1 a? 
(b) Wir differenzieren H nach & und erhalten 
= “ 
dH _ „kz Sin ßx cos ax an (*) 
da x . 
0 


Die Anwendung der Leibnizschen Regel ist zulässig, denn die Voraussetzungen von Satz 3 
sind, wie wir leicht feststellen können, erfüllt. 
"Benutzen wir zur Umformung des Ausdrucks sin ßx cos ax die Beziehung 


sin Bz cos a2 = — [sin (B+oa)e-+sin(P —o)e] 
= — [sin («+ P)2- sin(@— Ma], 


so können wir das Integral (*) auf bekannte Integrale zurückführen (vol. Nr. 522, 2°): 


ze inte (ei sin (x — P)x “ 
x 
0 0 


& x 
=— (aretan 2 arctan- 5 
Integration nach « liefert 
BE u EN al. ne a re ni 
2 k 4 MBL(c+p)% 


Dabei ist C=0,denneist H = 0füra =0. 
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3. Man berechne das Integral 


oo 


ae 
j + cost dt. 


0 


Hinweis. Man betrachte das allgemeinere Integral 


r t 
1 —_— a-& 
[ ru costdti, 


0 


berechne es durch Differentiation unter dem Integralzeichen und setze dann. & = 1. Die 
Lösung lautet In Y2. 


4. Man berechne die Integrale 


oO oo 


In (1 + ax?) | arctanrx 
= | Ta >00; WAh= [ TFER (20); 

(a) Jı : 2 L 22 ,b>0;  (b) Ja ri (0) 

v 0 

oo 

a f arctan = _ bx dr hl: 

0 
| 2.2 
Lösung. (a) J,istina (a0) stetig; Majorante ist auge, = zn -_ ) für 0 SaSs a, Die 

Ableitung lautet (für a > 0) b?+% Ä 
09 
dJ, ax? T # 


da J/b&r22)( Re 
0 


2a,% 


und hat für 0 <a, Sa a, die Majorante (? La) (1 Fa) 


. Das Ergebnis lautet 
= 
J; = „in (ab + 1). 


(b) Die Ableitung für r > 0 lautet 


oo 
a de ee 
der JA+r)(i+2) 21-+r’ 
0 
die Majorante 1 - „. Das Ergebnis hat die Gestalt - 
2 x 


« 


J. -— In (i-+r). 


h 


(c) Die Ableitung nach « führt auf ein Integral der Gestalt J;: 


oo 


00 n 
arctan —t y : 
an. [1 sem. (ety nett (a> 0). 
da 1-+ a?r? x ; #1+ 12) 2 ‘@ 
x | 


42* 
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Es ergibt sich 


_ En et 


J 
79 ash? 


Bemerkung. Aus J, ergibt sich für r = 1 mit Hilfe der Substitution x = tan t 
r/2 
: dt = In 2, 
tan 2 
0 
und hieraus finden wir durch partielle Integration wieder 


r/2 
Jasintd = -——In2 


1) 
(vgl. Nr. 492, 1°). 


oo 
5. (a) Man berechne J = f e=2* cos 2bx dr. 
0 


Lösung. Es ist 


00 
— — -[ e-2" 2r sin 2bx de. 
0 
Daraus folgt nach partieller Integration 
co 
= = —2 f e-2? cos 2br de = —2bJ. 


0 
Somit ergibt sich zur Bestimmung von J eine einfache Differentialgleichung mit getrennten 


Veränderlichen (Nr. 358). Ihre Lösung ist J = (e?", Da fürd=0aber J = u sein muß, ist 
also Ü — er, Daraus folgt schließlich 
1 leo 


(vgl. Nr. 519, Beispiel 6 (a)). 


(b) Verwenden wir zur Berechnung von 
oo 
H= fe* sin 2bx dx 
0 

das gleiche Verfahren, so gelangen wir zu der Differentialgleichung 
dH 
— +20H =1. 
db au 


Multiplizieren wir beide Seiten mit eb’, so erhalten wir offenbar links die Ableitung des Pro- 
dukts ed’ nach b. Damit ist, wenn wir beide Seiten von 0 bis b integrieren, 


b 
eb’ — f er dt 
N) 
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(denn es ist 7 = 0 für b = 0). Also gilt 
b 
H= e® 1) et" dt. 
0 
Hier haben wir, um H ausdrücken zu können, die neue, nichtelementare Funktion 
L£ 
o(2) = f e® dt 
N) 
eingeführt (vgl. Nr. 519, Beispiel (6c)). 
6. Man berechne das Integral 
oo 
f A 
e 2 de (a,5>0). 
0 
Lösung. Das gesuchte Integral unterscheidet sich von 
0 
_ 
eh Tıy (mal) 
Ö 
(Substitution y = Ya x) nur um den Faktor nn Es gilt 
Ya 
.OQ je) N 
Bi BR 
u__n |.” rue "de —2J 
de y° 
0 0 
(Substitution y = = Daraus folgt 
u 
J=4e?, A4= m 
2 
Das gesuchte Integral hat also den Wert — T e-2Veb (vgl. Nr. 497, Beispiel 8). 
a 
7. Man berechne das Integral 
ger t 
—6 ea . 
Va er (0,0, >00). 
0 
Lösung. Wir differenzieren partiell nach a bzw. nach b: 
oo oO 
0J e Ä a oJ _ ET _ 
a [rosa Ze sinbd- 
0 0 


Daraus läßt sich leicht die Funktion J selbst konstruieren!), und zwar 


= -— In (+52) 0, 


ı) Später werden wir uns mit diesem Problem systematisch beschäftigen; hier läßt sich eine 


Stammfunktion durch Probieren angeben. 
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wobei CO weder von a noch von b abhängt. Da J für a = a, und 5 = b, gleich 0 ist, gilt 


1 1,0 +5 
=—ı . b2), also J er x - 


8. Man berechne die Integrale 
00 eo) 


u= 1] era2? cos br? dr, .—_ f e-a2” sin bx? dr (a>0;5b 0). 
0 0 


Lösung. Wir differenzieren diese Integrale nach dem Parameter b mit Hilfe‘ der Leibniz- 
schen Regel und erhalten 


00 09 
— u f x? e-a2* sin bx? dx, - = [ x2 erar? cos bx? dx. 


0 0 


Durch partielle Integration folgt hieraus leicht 
du 1 b dv dv 1 b du 


er u 
oder, wenn wir diese Gleichungen nach den Ableitungen auflösen, 


du bu + av dv au — bv (20) 
db 2a +5)’ db ‘2a +5) 


Damit haben wir zur Bestimmung der von b abhängigen unbekannten Funktionen u, v ein 
System zweier Differentialgleichungen erhalten. Führen wir die komplexe Funktion w = u + iv 
der reellen Veränderlichen 5 ein, so können wir (20) auf eine Gleichung (mit getrennten Ver- 
änderlichen) zurückführen. Multiplizieren wir nämlich die zweite Gleichung in (20) mit i und 
addieren wir sie zur ersten, so gelangen wir zur Differentialgleichung 


dd %Ma®+b) 2a— 
Diese können wir wie üblich durch Trennung der Veränderlichen integrieren. Um die Ver- 


wendung von Logarithmen komplexer Zahlen zu vermeiden, überzeugen wir uns unmittelbar 
davon, daß 


2 (w Ya — ib) —=( 
auf Grund der Differentialgleichung ist; daraus folgt 
w Ya — ib =c= const. 
Vz 


Setzen wir b = 0, so finden wir leicht c => also 


Ir 1 Yr Ya + ib 


en FE . 
2 Ya—ib 2 Ya?+b2 


Dabei ist unter dem Symbol Ya + id stets der Zweig der Wurzel gemeint, der für 5 = 0 auf den 
positiven Wert Ya führt. 
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f 


Bekanntlich gilt!) 


Pe EILELEe ETnE 
2 2 ; 
0-1 = ( ara +®), ‚ı/-a+lVe + 
ar a 


Ein Vergleich der Real- und Imaginärteile auf beiden Seiten ergibt schließlich 


f e=a2t 005 ba? da = — er ++ 
a? + b2 


ee) 


I ae 
2 2 


0 


also ist 


Diese Formeln wurden unter der wesentlichen Voraussetzung @ > 0 hergeleitet. Da aber beide 
Integrale, wie der Satz 2 leicht zeigt (vgl. auch Nr. 515, 4°), auch für a = 0 stetige Funktionen 
(von a) sind, erhalten wir, wenn wir a.gegen 0 streben lassen, für b > 0 


oo 


[ee- [ewe-4 57 / 


0 
d. h. die Fresnelschen Integrale (vgl. Nr. 522, 5°). 


9, Die Integrale 


Bu cos Px x sin Pr | 
‚- [8 de und [ EN (%,# > 0) 


(vgl. Nr. 522, 4°) können leicht mit Hilfe einer Differentialgleichung berechnet werden. Wir 
kennen schon die Differentialgleichung 


Eine weitere Differentiation nach $ unter dem Integralzeichen ist nicht möglich, denn dann 
würde sich schon ein divergentes Integral ergeben. Addieren wir jedoch zu dieser Differential- 
gleichung die Beziehung 


n_ f sin Px dr 
2 x | 
0 / / 


1) Setzen wir Ya -+ib=x-+ iy, soista= x? — y’, b = 2ry. Daraus folgt 


FILE ayetl@er, 


Y 


vet 


wobei hier beide Wurzeln unter Berücksichtigung der oben genannten Forderung und der 


Tatsache, daß zy = — b > O ist, positiv gewählt werden. 
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(vgl. Nr. 522, 2°),t) so ist 


= AR SR “| ER. 2 de 
dB 2 x(a® + x?) 


Hier ist die Differentiation unter dem Integralzeichen wieder möglich: 


diy ER cos x 
dß? 2 4 22 
0 
Also ist 
d’y 5 
ET 


Da die charakteristische Gleichung dieser einfachen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten die Wurzeln +« hat, lautet die allgemeine Lösung der Differential- 
gleichung 


Y = Ö, ea —- C, eaß, 
wobei C, und C, Konstante sind. Für alle 8 ist y beschränkt: 


T 


oo 
de 
si ——=-—, 
= | Se 2% 
0 


Das bedeutet, daß C', notwendig gleich O0 ist (denn anderenfalls würde y mit 8 unbeschränkt 
wachsen). Zur Bestimmung von (, setzen wir ß = 0 und erhalten C, = r/2«. Damit ist schließ- 
lich 


7 
=  — e-af, 
2 2 


Hieraus ergibt sich z durch Differentiation. 


10. Man berechne die Integrale 
ee) ee) 
n 2 2 
& ._& 
u= e-2* cos — dr, v= e2” sin — dr. 
j x? r 
0 0 


” 
Die Existenz und die Stetigkeit dieser Integrale für alle « wird durch das Vorhandensein der 
Majorante e-*" gewährleistet. Nach der Leibnizschen Regel ist 


oo 
d 2 
ed u e-2” sın ı 2% dr = —?2 a-a?/y® sın y* dy y- 24 . 
da ‚x2 x? x 


Dieses Integral konvergiert (sowohl für y = 0 als auch für y = oo) gleichmäßig bezüglich & 
(-0 <a < 00); das bedeutet, daß das vorhergehende Integral (sowohl für x = oo als auch 
für x = 0) gleichmäßig konvergiert bezüglich a mit O <a, Sa SA < oo. Also ist für & > 0 
die Anwendung der Leibnizschen Regel gestattet. 


1) Übrigens benötigen wir eigentlich den genauen Wert dieses Integrals im folgenden gar nicht. 
Es genügt zu wissen, daß er für alle # > 0 konstant bleibt; das können wir mit Hilfe der 
Substitution # = ßx leicht feststellen. 
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Die weitere Differentiation nach & (deren Zulässigkeit sich analog beweisen läßt) ergibt 


oo 


oo 
Ri 2 
ed f e-a*/y’ sin y? 5 dy = 4 f e-2* sin - de = 4. 
y x 


Genauso folgt 


d’v 
da2 = —4y. 


Setzen wir w = u + iv, so finden wir zur Bestimmung von w die Differentialgleichung 


dw 
— — —4iw. 
da? 


Ihre charakteristische Gleichung 4? + 4i = 0 besitzt die Wurzeln } = +Y2 FY2i, so daß die 
allgemeine Lösung der Differentialgleichung die Gestalt 


=uw+-iv= A e-eV? (cos Y2 +isinaY2) + B esV2 (cos a Y2 — i sin o Y2 ) 
hat. Da die Funktion w für alle & beschränkt ist, muß notwendig B = 0 sein. Für x = 0 muß 
v= Au gelten, sodaß A = e ist. Damit folgt schließlich 


u TE Self cos, 0 E eoll sina ji. 
11. Wir verifizieren nun die Identität 


oo © 
er de a e2’ dr 


tn An 


Yaro Yx 22 +02 
0 


Dazu bezeichnen wir das linke Integral mit w, das rechte mit v. In u setzen wir2? + a? = y? 
und erhalten 


0 
co 

u = ee f ev’ dy. ” 
0 


Auch in v führen wir eine neue Integrationsvariable ein, indem wir x = az setzen. Dadurch 
ergibt sich | 


Wir differenzieren v mit Hilfe der Leibnizschen Regel nach a, formen das Ergebnis in 


dv 9a f 2 IE e-a?z? 
— Zu | — e” a”? dz = 
da Yr 2: E“ 


um und erhalten daraus zur Bestimmung von » die lineare Differentialgleichung 


dv 


— — ao = —i. 


da 
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ee 


Nach Multiplikation beider Seiten mit dem integrierenden Faktor e-@’ gelangen wir zur Diffe- 
rentialgleichung 


— pe]= —o#; 


integrieren wir nach « zwischen O und a, so ergibt sich 
173 
vet, — f et dt, 
) 
wobei unter v, der Grenzwert 


oo 


——— 
2 


o=-lmv’= 


ii [_&__% 
a—>0 Yx #41 2 
0 


009 
zu verstehen ist. Da diese Zahl auch der Wert des Integrals f e-* dt ist, finden wir für v schließ- 
lich | 0 


oo 
v— ei | et dt, 
a 


d. h. denselben Ausdruck wie für x. 
12. Wir beweisen (für k > 0) die Identität 


oo A 00 
kr . ER 
e en sin (x — k) dx. 
1-+.° x 
0 k 


Beide Integrale genügen (als Funktionen von k) der Differentialgleichung 
TEE en 1 
A 


Beim ersten Integral können wir uns leicht davon überzeugen, wenn wir zweimal die Leibniz- 
sche Regel anwenden. Beim zweiten Integral ist es einfacher, von seiner Darstellung 


oo 


[e0} 
cosk | Fear sinn [ Far 
k 


ı 


t 


auszugehen. Die Differenz z(k) der beiden Integrale genügt der homogenen Differentialglei- 
chung 2’’ + z =: 0 und hat daher die Gestalt 


z=Gcsin(k + c,) (61, 65 = const). 


Nun streben die beiden Integrale und mit ihnen auch ihre Differenz z für k — oo gegen 0. Dar- 
aus folgt c, = 0, also z(k) = 0. Damit ist die Identität bewiesen. 


524. Beispiele für die Integration unter dem Integralzeichen. 
1. Man bestimme den Wert der Integrale 


oo | oo 
-12 _ e-br en 
(a) iE © de (b) [> ax cosbr ._ (a,b 0) 
x | x 
N) ) 


durch Integration unter dem Integralzeichen. 


) 
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Lösung. (a) Das Integral 
oO 


[r&-- (y>0) 
0 


Dz2 


(vgl. Nr. 495, Beispiel 1). 
(b) Gehen wir von dem Integral 


aus, das ebenfalls gleichmäßig konvergent bezüglich y füry = y, > 0 ist, so finden wir analog 
co en b co 
[| [ru - [5a -50-0 
x. x? 2 
0 a 0 


(vgl. Nr. 497, Beispiel 10 (a)). 
2. Wir betrachten das vollständige elliptische Integral erster Gattung 


f 


q/2 


Kik) = [ dp 


y1 — A?sin?o 


als Funktion des Moduls & und werden das Integral dieser Funktion im Intervall [0, 1] be- 
rechnen. 
Es gilt 
1 [2 


1 re]2 e r/2 1 . 
Ka)dk= [dk | ——- [We | ————— e | 0; 
yi — k2 sin?o yi — k? sin? sing 
1) 0 0 0 [#) 


0 


dieses Integral geht durch die Substitution x = tan = in das Doppelte des Integrals | 


f 


1 
[ atchan? 1. _ @ = 0,915965.:. 


T 
0 


über (@ ist die Catalansche Konstante; vgl. Nr. 328, Beispiel 6, und Nr. 440, Beispiel 6(a)). 
Die Änderung der Reihenfolge der Integrationen ist auf Grund der Folgerung aus Satz 5 


(die etwas geändert werden muß) gestattet. Der Integrand ist überall im Rechteck R ex 0, | 


\ 


ru 
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positiv und stetig, mit Ausnahme des Punktes (5 ) wo er 00 ist. Das Integral 
r/2 
dp 


Yi — k? sin? op 
0 


ist für k < l eine in % stetige, das Integral 


1 
dk 
Yi — R2 sin? o 


für po < z eine in o stetige Funktion. Ferner existiert offenbar das zweite Doppelintegral. Also 


sind alle Voraussetzungen der genannten Folgerung erfüllt. 
In den nächsten Beispielen werden wir es wieder mit der schon bekannten Besselfunktion 
nullter Ordnung 
q/2 


\ Jul) = — [ cos (x sin 0) d® 


(vgl. Nr. 440, Beispiel 12, und Nr. 441, Beispiel 4) zu tun haben; wir legen aber nun unseren. 
Überlegungen eine „asymptotische‘‘ Formel zugrunde, die wir ohne Beweis angeben: 


Jule) = y2 — cos (? _ 7) + . ; @i) 
90(x) ist dabei für x — oo beschränkt: 
ars L. 
3. Wir berechnen das Integral 


00 


A= Jer2I(«) de (a>0). 
0 


Es gilt 
q/2 nr /2 09 
2 du cos (x sin 6) d® m e=@2 cos (x sin 6) dx 
% 
re/2 
EU FBENE. SRBENR. -, SEENEER: SEHE 
Te a+sinO Yı + wu 


6 
Die Vertauschung der Integrale ist zulässig, da das Integral 
oO 
f &702 cos (x sin 6) dx 
1) a“ 
gleichmäßig (bezüglich 0) konvergiert (Majorante: e-a?). 
Aus (21) ist zu erkennen, daß 


f Joa) dx 
0 
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konvergiert;!) also ist das Integral A auch füra = 0 eine in a stetige Funktion (Nr. 520, 


oo 


Satz 2; Nr. 515, 4°). Aus diesem Grund ergibt sich f J,(z) de aus A durch den Grenzübergang 
a — 0. Damit ist 


oo 


f Ja) de=1. 
Ö 


4. Man berechne das Integral 


x 


oo ne 
B= [ — EI) (a>0), 
0 


das auch in der Form 


R Sn r/2 r/2 oo 
2 (tan | cos (reine) = — [ a0 | FE cos (wein 6) dr 
Te x Te x 
0 0 0 


geschrieben werden kann. Das innere Integral ist der Dirichletsche Diskontinuitätsfaktor 


00 


sin ax Z für sin® 
[TE or win 0) de - 2 u EU 
x 
0 0 für sin$>«d 


(vgl. Nr. 497, Beispiel 11). Daher ist 


er 


>. TT fi > 1 

B= [FE rede = Fr ür a 21, 
x 

0 arcsina für a<Il. 


Wir müssen noch zeigen, daß die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen zulässig ist, 
Es gilt für endliches A 


A 1/2 re/2 A 
2 ina | si 
= [Ta | oosteinn)an=— | a0 | I 006 (zein 0) da. 
TE x T x 
N) 0 0 
Nun können wir dem inneren Integral die Gestalt 
* 1 “ 0 : 0 
' 1 N | sin (a — sin 
[Festina 5 | ar za | in ( EIER 
RS x 2 x & 
0 0 0 
Ala+sin 9) j Ala—:in P) , 
_4t sin % Az ir sın 2% (22) 
2 
0 


1) Dies ist sofort klar, wenn wir den ersten Summanden auf der rechten Seite von (21) in der 
Gestalt 


2 Te ie sin) 1 Ski 
— fC0St:-co8— +4 sinz- —_—l=— 
| 4 4 Yr \ Ye Ye 


schreiben. \ 
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geben. Im Falla > 1, also a — sind > a — 1 > 0 strebt dieser Ausdruck für A — oo gleich- 
mäßig bezüglich 0 gegen seinen Grenzwert; mit anderen Worten, das Integral 


oo 


je aingz cos (x sin 0) dO 
x 


0 


konvergiert gleichmäßig, die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen ist also gerecht- 
fertigt. Im Falla S 1 ist die gleichmäßige Konvergenz in der Umgebung von 6 = arcsin a ge- 
stört. Da aber der Ausdruck (22) für alle A und 9 gleichmäßig beschränkt ist (er wird durch eine 
Konstante majorisiert!), ist das äußere Integral bei 9 = arcsin a gleichmäßig konvergent be- 
züglich A, so daß der Grenzübergang A — oo unter dem Integralzeichen erlaubt ist; damit ist 
in diesem Fall die Vertauschbarkeit der Integrale bewiesen. 


5. Differenzieren wir das Integral B nach dem Parameter «a, so erhalten wir noch ein inter- 
essantes Integral: 


= 0 für a>1, 
C= [| Jılz) cos ar de = 1 
. Yyi — a: 


Zur Differentiation unter dem Integralzeichen sind wir berechtigt, denn C konvergiert gleich- 
mäßig bezüglich a in jedem abgeschlossenen Intervall, das den Punkt a = 1 nicht enthält. Dies 
folgt aus der asymptotischen Formel (21). Wir schreiben sie in der Form!) 


J.(2) = -— (cos x + ein x) en 
und multiplizieren beide Seiten mit cos ar: 
1 cso(l+a)xe-+cos(1l—a)e+sinl+a)e+sin(l—a)z 
2 Yr Vz 
9,2) cos ar 
Tr Kup Tu 


für a<1l. 


J,(x) cos ax = 


Der zweite Summand wird durch die Funktion = majorisiert. Auch das Integral des ersten 


Summanden ist gleichmäßig konvergent, und zwar für 1 —alzö6>0. 
Aus dieser Beziehung ist auch ersichtlich, daß C für a = 1 divergiert. 


6. Man berechne das Integral 


D- u I ;le)de (a>0). 
Es ist 
r/2 


nt [Ammea [oneinn 


r/2 co 


3 u ar a nn 


r/2 ” 


Be. f [In Yja® — sin? 6| — In sin 6] dd r 
Te 
0 


1) Vgl. die Fußnote auf S. 669. 
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(vgl. Nr. 497, Beispiel 16 (b)). Damit ergibt sich (vgl. Nr. 497, Beispiel 7, und Nr. 511, Beispiel 7) 
00 
D- [ 1 — cosaxr eds In (a + Va? — 1) für a 21, 
r * 0 für a<1. 


Um die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen zu begründen, geht man von der für 
endliches A gültigen Beziehung 


R re/2 r/2 A 
— COosa | = 
- [FE | oo wsinan=— [ a0 | EEE oos (wein 0) da 
T x T fen 
0 0° 0 0 


aus. Es ist hier zu untersuchen, ob auf der rechten Seite der Grenzübergang A — oo unter dem 
Integralzeichen gestattet ist. 

Will man erkennen, wie das innere Integral gegen seinen Grenzwert strebt, so muß man das 
Integral 


’ 


4A 
[ er ng (x sin 0) de 
x 


A’ 
-+/= [2 cos (x sin 0) — cos (a + sin) x — cos Ja — sin 0| x] 


A 
1 | ’sin® A’(a+sin 6) FE a 2 
-—|2 ee en dz 
2 Asin® , Ala+sin®) Ala-sin 6] 7 
1 Wu A’a+sin6) Aja—sine| A'|a—sin ] us 
ge = f + f = dz 
2 | Asins A’sin 8 A sin A'sin e 


00 


betrachten. Da das Integral [ eh 


dz (z2,> 0) existiert, kann man diese Summe, wenn man 


29 
A und A’ hinreichend groß wählt, für alle 6 aus einem beliebigen abgeschlossenen Intervall, 
das weder 0 noch aresin a (a < 1) enthält, beliebig klein machen. Damit ist die Gleichmäßig- 
keit der Konvergenz des inneren Integrals für 4 — oo nur in der Umgebung von 0 = 0 und 
‚9 = arcsin a (a S 1) gestört. " 
Andererseits kann dieses innere Integral durch die Funktion 


In Yja® — sin? 6| — In sin ® 


majorisiert werden, die im Intervall | 0, = integrierbar ist. Das bedeutet, daß das äußere Inte- 


gral sowohl für 0 = 0 als auch für 6 = arcsin a (a s1) gleichmäßig konvergiert. Dann ist auf 
Grund von Satz 1’ aus Nr. 518 der fragliche Grenzübergang gestattet. 


7. Hieraus ergibt sich durch Differentiation nach dem Parameter das Integral 
1 

°o —nn 

E = | Jule) sin ax de = a—1 

. 0 für a<1. 


für a>1, 


Die Begründung für die Differentiation unter dem Integralzeichen verläuft ähnlich wie in Bei- 
spiel 5 mit Hilfe von (21). Füra = 1 ist E divergent. 
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8. (a)- Man prüfe unmittelbar nach, ob im Integral 


De ur 
IE [Er 


die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen gestattet ist. 


Lösung. Es gilt 
oo 


[& zul. 20 POTTENE. NR |. JEFERSER. EN 
(x? + y?)? x + y? 
1 


also 


oo 


dy - = —arctan y 


Te T 
ur 


| 
| 
m|8 


1 


während man für das andere Doppelintegral 


eur 
(2? + y?)? 


den Wert J = r/4 erhält. Die Vertauschung ist also nicht erlaubt. 
Es ist interessant, daß (vgl. Nr. 517, Beispiel 1) das Integral 


© 
ya — a2 


(=? + y?)? 


gleichmäßig bezüglich y für alle y 2 1 konvergiert; analog läßt sich auch die bezüglich x (für 
x = 1) gleichmäßige Konvergenz von 


co 
2 _28. 
2 Ze 
(2? + y?)? 
1 
zeigen. 


Satz 5 ist hier deshalb nicht anwendbar, weil (wie sich leicht nachprüfen läßt) die Integrale 


oa 5 E [er Wal, 
E iz, (+ ya CET 


divergieren. 


(b) Im Fall der Doppelintegrale 


tl oo 
y—ıx y-ı, 1 
ee "7 5 Des 0r RER 
IE [e5“ J Akır, = 03 


ist leicht zu zeigen, daß die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen nicht zulässig ist. 


h 


524. Beispiele für die Integration unter dem Integralzeichen 673 


Hier kann das Integral 


(ee) 
y-i% 


(z + y)°® 


(wie schon aus Satz 4 bekannt) nicht gleichmäßig konvergent sein bezüglich y aus dem Inter- 
vall [0, 1] (davon kann man sich auch leicht unmittelbar überzeugen). 


(c) Ein elegantes Beispiel dieser Art stammt von Harpy: Die Differenz 


1 1 
J de 1 (pePpzU — gertzu) dy — 1 dy [| (perPzV — ge9zV) dz 


0 
ep? De =. 
— ur 2 En 2 
p 


ist niemals gleich 0, wenn p> 0,q9>0Oundp =#g ist. 


9. Wir zeigen nun zwei neue Verfahren zur Berechnung des Integrals 


-f cos PX 1, 
a 


(vgl. Nr. 522, 4°). Wegen 


oo 
I _ [ ewVsin ydy 
1+ 22 
0 


können wir J auf die Form 


oo oo 
J= [ cos ßx de | eV sinydy 
0 0 


bringen. Durch Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen erhalten wir 


oo °9 


2: ysiny x sinßxz 
1 [si aI7E 2) cos Pr dr = Liz, dy = |Tr= ra dr 


0 


Nun ist das letzte Integral, abgesehen vom Vorzeichen, gleich = ‚so daß J der einfachen 
Differentialgleichung P 
| 


genügt. Daraus folgt J = Ce. Da J =(= = für ß = 0 gilt, ist schließlich J = = eP, 
Wir müssen noch zeigen, daß die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen gestattet 


1) Frullanisches Integral (Nr. 495, Beispiel 1). 


43 Fichtenholz II 
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ist. It O0 <a < A< ©, so können wir uns von der Gültigkeit der Beziehungen 


A A oo oo y\ 


[ ar dr = J cos x de ( e e#/ sinydy= / sin y [oe e”#V cos Px de 
22 
a 0 a 


00 
-[ er: — y cos RA Au _ ß sin Ba — y cos Ba 2 


A pE yP® 
0 
a . > . 
j siiny _ ysiny _ 
= BßsinßA | ——— E44 dy — cos | 4Rhewa 
dus. I i y" +? z 
0 0 
oo 09 
SInY _uy 3 wi 

— Bsinßa I —— er dy + cosßa | —— ed 

i Hr 2 +? . ge y+ß d 


leicht überzeugen. Die gleichmäßige Konvergenz aller Integrale bezüglich a bzw. A gestattet es, 
unter dem Integralzeichen zum Grenzwert für a — 0 bzw. A — oo überzugehen. Der betrachtete 
Ausdruck strebt also bei diesem doppelten Grenzübergang tatsächlich gegen den Grenzwert 


oo 
[ ysiny 4 
y’ +? 
0 
10. Mit Hilfe der anderen Identität 


oo 
x a 
ae Ysinazydy 
0 


können wir das Integral aus Beispiel 9 in der Gestalt 


00 co 
7= [Fan [ evsinaydy 
x 
0 0 


schreiben. Vertauschen wir hier die Reihenfolge der Integrationen, 


[er En ana cos fx dx, 
N) 


so erhalten wir als inneres Integral den Dirichletschen Diskontinuitätsfaktor 


® 


oo 0 für 0<y<ß, 
sin zy 
er cos ßx dy = 
x 


7 2 
R Pr für O<P<y 


(vgl. Nr. 497, Beispiel 11). Damit gilt 
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Wir zeigen noch, daß die Reihenfolge der Integrationen vertauscht werden kann. Da das 


Integral 
.[ eo, 2a 
x 


0 
gleichmäßig bezüglich x konvergiert (Majorante: y e”®), gilt 


cos ßx dy 


‚A A oo 0) A 
COS | 1 
Zn dr = on dx | e9sinzydy—= | etdy EL cos px de. 
1i+ 2 x a 
0 x 0 0. 0 6 


Wir müssen untersuchen, ob im letzten Integral der Grenzübergang A — oo (bezüglich 4) unter 
dem Integralzeichen vorgenommen werden darf. Der Integrand ist das Produkt aus e"® und 


A 


4A 
ora-z (TtAeteu-d, 
x 2 
0 


Mn 


: W+B)A | v-BA | 
0 


und strebt für A — oo gleichmäßig bezüglich y (mit Ausnahme der Umgebung des Punktes 
y = f) gegen seinen Grenzwert. Da der zweite Faktor für alle A und y gleichmäßig beschränkt 
ist, hat der Integrand eine Majorante der Form C'e”%, so daß das äußere Integral für y = ß und 
y = oo gleichmäßig bezüglich A konvergiert. Also ist der Grenzübergang unter dem Integral- 
zeichen und damit auch die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen gestattet. 


11. Zum Abschluß zeigen wir noch, wie der Wert des Integrals 


oo 
sinz 
I= dx 
x 
0 


elegant berechnet werden kann. 
Wegen 


oo 
i_- feur& 
x 
0 
1 [neue] an [ar [rise 1 =>. 


Auch hier müssen wir wieder die Vertauschung der Integrationsreihenfolge rechtfertigen. 
‘Wählen wir 0 <a< A< oo, so können wir leicht die Gültigkeit der folgenden Beziehungen 
verifizieren: 


et Be) at IF 
= n 
174 n . 

oo 


fü ysina + cosa a _ 'Y sin A + cos A 4) 
4 1+y 


ist 


43* 
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f 


00 oo 


ne Yo zung N ug 
—= sina ea) d COS a erw d 
Ir er er x 
1) Ö 


00 09 
— sin 4 I__ 49 dy — cos 4 
R 1+%° 1 
0 0 


Da die letzten beiden. Integrale (für A = A, > 0) gleichmäßig bezüglich A konvergieren, 
sehen wir, wenn wir unter dem Integralzeichen den Grenzübergang A —> oo vornehmen, daß 
beide Integrale verschwinden. Das zweite Integral, das (für «a > 0) gleichmäßig bezüglich a 


; eu dy. 


konvergiert, strebt offenbar für a — 0 gegen — . Es bleibt nun zu untersuchen, ob das erste, 


mit sina multiplizierte Integral bei diesem Grenzübergang gegen 0 strebt. Das ist auch tat- 
sächlich der Fall, denn es gilt 


oo 1 oo 
Y 0) dy = BER -td= 
[= = |are° e, 
0 0 0 1 
1 1 00 2a 
: i R t 
[|< [| at zru+te) Ina, IE 
0 0 2 


i 


84. Ergänzungen 


525. Der Satz von Arzelä. Obwohl für numerische Zwecke häufig das in den ersten drei Para- 
graphen dieses Kapitels dargelegte Material genügt, werden in theoretischen Untersuchungen 
schärfere Sätze benötigt, die, nebenbei bemerkt, einfachere Kriterien für die Anwendbarkeit 
der betrachteten Prozesse liefern. | 

Wir beginnen mit dem Beweis eines Satzes über Systeme von Intervallen; er stammt von 
C. ARzELA. 


Satz von ARZELA, Ein endliches Intervall [a, b] enthalte die Systeme D,, Da ---» Di; ».. von 
Intervallen, und jedes System bestehe aus endlich vielen einander nicht überlappenden abgeschlos- 
senen Intervallen. 1st die Summe der Intervallängen bei jedem System D; (k=1,2,3, ....) größer 
als eine gewisse konstante positive Zahl ö, so gibt es mindestens einen Punkt x = c, der unendlich 
vielen Systemen D,. angehört. 


Beweis. Überlappt ein Intervall eines beliebigen Systems D; (k > 1) die Intervalle der 
vorhergehenden Systeme D;, ».., Dy-ı und wird es durch deren Endpunkte in Teilintervalle 
zerlegt, so werden wir von nun an diese Teilintervalle als einzelne Intervalle des Systems D; 
auffassen. Ist also d’ ein Intervall von Dy und d” ein Intervall von Dy” und ist k’ < k’’, so über- 
lappen sich entweder d’ und d’’ nicht, oder d’” ist in d’ enthalten. 

Das System D;,, braucht natürlich nicht ganz in dem vorhergehenden System D; ent- 
halten zu sein. Da dies unbequem ist, ersetzen wir die Systeme D; folgendermaßen durch 
andere Systeme A,. Um 4; zu erhalten, gehen wir von D; aus, fügen zu D; die nicht in D; ent- 
haltenen Intervalle von D;,,, dann die nicht in D, und D;,, enthaltenen Intervalle von Dy4» 
usw. hinzu. 

Das so konstruierte System A, kann dabei aus unendlich vielen Intervallen bestehen. Aber 
dafür ist a) jedes Intervall des Systems Ay,,, in genau einem der Intervalle von A, enthalten; zu- 
dem ist b) die Summe der Längen.(oder genauer die Summe der Reihe der Längen) der Intervalle, 
die das System A; bilden, erst recht größer als ö (wie es auch bei D,; der Fall war). 

Der folgende Schritt besteht darin, daß wir nunmehr diese Systeme A; durch endliche Teil- 


\ 
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systeme A\®) ersetzen, indem wir jedoch dabei die erste der eben genannten Eigenschaften 
von 4; beibehalten. Das geht folgendermaßen vor sich. 

Ist die Anzahl der Intervalle von 4, endlich, so setzen wir einfach 4’ = 4A,. Anderenfalls 
trennen wir von A, ein endliches System 4’ von Intervallen dj, d,, .....d; derart ab, daß die 
Summe der Längen der übrigen Intervalle d,,], dy4,, ... von 4, kleiner als ö ist.!) Einige der 
Intervalle von A, sind in den Intervallen von 4’ enthalten, denn wären sie alle in den Inter- 
vallen d, +1 dy+2, ... enthalten, so wäre die Summe ihrer Längen kleiner als 6, entgegen der 
Eigenschaft b) der Systeme 4;. Ist die Anzahl der Intervalle des Systems 4A,, die in 4’ enthalten 
sind, endlich, so kann aus ihnen ein System 4” gebildet werden. Anderenfalls trennen wir von 
ihnen ein endliches System A” derart ab, daß die Summe der Längen aller übrigen Intervalle 
von A, (nebst denjenigen, die nicht in A’ enthalten sind) kleiner als 6 ist.!) Wir setzen diesen 
Prozeß beliebig weit fort, indem wir von 4, ein endliches System 4”, ..., von A, ein endliches 
System A, ... abtrennen. Dabei ist jedes der Intervalle von 4'X+D in einem der Intervalle von 
a) enthalten. (Die Eigenschaft b) des Systems A; ist zwar verlorengegangen, aber dafür sind 
die Systeme, ähnlich wie D;, endlich.) 

Die letzte Etappe besteht darin, von den Systemen A%) je ein Intervall d(X) derart abzu- 
trennen, daß jedes von ihnen in dem vorhergehenden enthalten ist. Wir gehen dabei folgender- 
maßen vor: 

In A’ gibt es mindestens ein Intervall (wir bezeichnen es mit d’), in dem die Intervalle un- 
endlich vieler darauffolgender Systeme enthalten sind. Wäre dies nämlich nicht der Fall, 
würden also in jedem Intervall von A’ nur Intervalle endlich vieler darauffolgender Systeme 
enthalten sein, so würde dies auch für das ganze System A’ gelten (weil nämlich A’ aus end- 
lich vielen Intervallen besteht). Mit anderen Worten, es gäbe eine so große Zahl k,, daß kein 
Intervall von A(ko) in A’ enthalten wäre; dies würde aber der Eigenschaft a) der Systeme A(X) 
widersprechen. 

In d’ sind gewisse Intervalle des Systems 4” enthalten (denn anderenfalls könnten in ihm 
keine Intervalle aus 4’” auftreten, usw.). Darüber hinaus muß mindestens eines der in d’ ent- 
haltenen Intervalle aus 4’ (wir bezeichnen es mit d’’) die soeben hervorgehobene Eigenschaft . 
von d’ besitzen, d. h. Intervalle von unendlich vielen darauffolgenden Systemen’enthalten, denn. 
sonst könnte auch d’ nicht diese Eigenschaft haben (hier spielt wieder die Endlichkeit des 
Systems A” eine Rolle). Setzen wir diesen Prozeß beliebig weit fort, so trennen wir nacheinander 
von jedem System A) ein Intervall d'# ab, so daß in dem zuvor abgetrennten Intervall ak-1) 
enthalten ist. 

Damit haben wir eine Folge von ineinandergeschachtelten Intervallen. d\® = [a,, br] 
(k=1,2,3,...) erhalten. Wie auch beim Beweis des bekannten elementaren Satzes (Nr. 38) 
existieren für die monotonen Veränderlichen a; und b, Grenzwerte:. 


ima.=asf=limb;. 


Da uns über die Längen der Intervalle d(®) nichts bekannt ist, können wir hier. nicht behaupten, 
daß diese Grenzwerte einander gleich sind. Jeder Punkt c, der der Bedingunga sc =s Pf ge- 
nügt, gehört offenbar allen Intervallen d® (k = 1,2,3,...) an. Außerdem liegt c in jedem 
System 4; (k=1,2,3,...). Das bedeutet, daß der Punkt c für jedes k notwendig auch zu 
einem gewissen System Dr (k’ > k) gehören muß (wenn wir die Art der Konstruktion der 4; 
berücksichtigen). Damit ist klar, daß c unendlich vielen Systemen D;, angehört, was zu beweisen 
war. 


526. Der Grenzübergang unter dem Integralzeichen. Statt Satz 6* aus Nr. 436 werden wir 
jetzt den folgenden Satz beweisen, in dem die Forderung nach der gleichmäßigen Konvergenz 
der Funktionen /,„(x) gegen ihren Grenzwert durch die allgemeinere Bedingung ihrer Be- 
schränktheit ersetzt ist. 

Satz 1 (ArzELA). Gegeben sei eine Folge von Funktionen In(z) (n = 1, 2,3, ...), die im Inter- 
vall [a, b] (im „eigentlichen“ Sinne) integrierbar und in ihrer Gesamtheit beschränkt sind: 


Y„asZL (L=oont;sasresb;n=1,2,3,...). 


1) Dies ist auf Grund der Eigenschaft des Restes einer konvergenten Reihe möglich. 
i 
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Existiert für alle x aus [a, b] der Grenzwert 
plz) = lim f,(2) 
n->C00 


und ist o(x) ebenfalls integrierbar, so gilt 


b b 
lim [ 71) de = [ ple) de. 


non 0 


Beweis. Wir beschränken uns zunächst auf die spezielle Voraussetzung, daß die Funktionen 
f„(x) nichtnegativ sind, 


na) S0, 


und den Grenzwert 


lim /,(2) = 0 (1) 


haben. Unter diesen Voraussetzungen ist zu zeigen, daß 


b 
lim f f.(x) dx = 0 (2) 


,n>00 a 


gilt. Wir können das Intervall [a, b] für jedes » derart in Teilintervalle dir) (= 1,2,...,h,) zer- 
legen, daß die entsprechende untere Darbouxsche Summe!) 


An 
9, = 2 mid) 
= 


der Ungleichung 


b 
0< He) <Mm 
a 


genügt, wobei die positiven Zahlen n, eine Nullfolge bilden. Dann ist offenbar 


b 
lim | I„(z) de — a =(, 
177 


Nn-—>09 
und zum Beweis von (2) genügt es zu zeigen, daß 


lim s, = 0 (3) 


N->00 u 
gilt. Zu diesem Zweck wählen wir beliebig kleine Zahlen &e > 0 und ö > 0 und beweisen zu- 
nächst, daß es eine Zahl N derart gibt, daß die Summe der Längen derjenigen Intervalle d}”) 
der n-ten Zerlegung, denen untere Grenzen min) > e entsprechen, fürn = N höchstens gleich 


ö ist. 
Den Beweis führen wir indirekt. Für unendlich viele Werte von n, 


n = UWE No, ...: Ng> ... 
1) Mit d{®) bezeichnen wir sowohl das Teilintervall selbst als auch seine Länge; m!” ist gleich 


inf f(x) im Intervall am), 
& 
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sei also die Summe der Längen derjenigen Intervalle di"*), für welche in)" > g ist, größer als 6. 
Auf die aus diesen Intervallen gebildeten Systeme D; wenden wir den Satz aus Nr. 525 an. 


Danach gibt es also in [a, b] einen Punkt c, der unendlich vielen Systemen D, angehört. Damit 
ist für die unendlich vielen Werte n die Ungleichung 


In) Ze 


erfüllt. Das widerspricht aber der Voraussetzung (1), die auch für x = c erfüllt sein muß. 
Also existiert eine solche Zahl N; esseinunn > N. Wir numerieren mit i’ bzw. i” diejenigen 


Intervalle der n-ten Zerlegung, für die mi) <e bzw. mt) Ze gilt. Entsprechend zerlegen wir 
auch die Summe i 


= Em = N + ma. 
; i i’ 
Jetzt sehen wir leicht, daß 


EmPan<erd®<edb—a, Lmmam sLya®<I 
4 y Pi it 

ist, denn es gilt m{® < L, (nach Voraussetzung). Daraus folgt 
8, <elb —a) + Lö. 


Da & und ö beliebig sind, ist damit (3) bewiesen. 


Der allgemeine Fall läßt sich leicht auf den eben bewiesenen Spezialfall zurückführen. Da die 
Ungleichung 


b b b 
S Inte) dr — [ pla) dr) S [ Inte) — Ple)| de x 


gilt, genügt es nämlich, das Bewiesene auf die nichtnegative, gegen 0 strebende Funktion 
\f„(2) — p(x)| anzuwenden. 


Folgerung. Sind alle Voraussetzungen des Satzes, außer der, daß die Grenzfunktion inte- 
grierbar ist, erfüllt, so existiert in jedem Fall der endliche Grenzwert 


b 
lim [ fn() de. 


n>X G 


Zum Beweis genügt es (vgl. Nr. 39) zu zeigen, daß es zu jedem e > O eine Zahl N derart gibt, 
daß für n”’ > n’> N die Ungleichung 


b b "1 5 
| JS tar®) de — Stute) de| = Sn) == /n’(&)] de|<e 


erfüllt ist. 
Wir nehmen das Gegenteilan. Dann existieren eine Zahl e, > 0 und zwei Folgen unbeschränkt 
wachsender Zahlen n/, und nf, (m = 1, 2,3, ...;nı > 2.) derart, daß stets 


b 
[Tnzte) — Inne] de 


17 


zZ Ep (4) 


gilt. Andererseits ist 


ne(a) — nal 22 und lim nal) In. (@)| =. 


IN->59 
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Wenden wir auf die Funktion f#(z) = Int(&) —_ Ins, (®) den Satz 1 an, so erhalten wir 


M—>C0O 


b b 
im | Ami) de = lim | [fmzte) — In,(2)] de = 0; 


das widerspricht aber der Beziehung (4). Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Vom Parameter n, der nur natürliche Werte annimmt, können wir leicht zu einem beliebigen 
Parameter y übergehen (vgl. Nr. 506, Satz 1). 


Satz 2. Es sei f(x, y) eine für x aus [a,b] und y aus U definierte Funktion, die (bei kon- 
stantem y) nach x aus [a, b] integrierbar ist und ferner für alle diese Werte x und y gleichmäßig 
beschränkt ist, 


Hz,y)|sZ (L = const). 
Existiert für alle x die ebenfalls in [a, b] integrierbare Grenzfunktion ] 
p(z) = lim f{z, y),’) 


Y>yo 
so gilt 


b b 
im [ /a,y)de= [ pla) de. (5) 
yv>vı 4 a 


Zum Beweis genügt es, den Satz 1 auf die Funktion /,(z) = f(x, y„) anzuwenden, wobei {y,} 
eine beliebige Folge von Werten aus ?/ ist, die gegen y, konvergiert. Die so erhaltene Beziehung 


b b 
lim [ /@, y„) de = [ pla) de 


n>X Q 
ist zu (5) äquivalent. 
527. Die Ditferentiation unter dem Integralzeichen. Mit Hilfe des Satzes von ARzELA ergibt 


sich auch leicht das folgende Resultat, ein Analogon und eine Verallgemeinerung von Satz 3 
aus Nr. 507. 


Satz 3. Esser f(x, y) eine im Rechteck [a, b; c, d&] definierte Funktion, die für jedes konstante y 
aus |c, d]nach x aus [a, b] integrierbar sei. Wir setzen weiter voraus, daß im ganzen Rechteck die 
partielle Ableitung f,(x, y) existiert, die ebenfalls nach x integrierbar ist. Ist f,(x, y) als Funktion 
zweier Veränderlicher beschränkt, 


,oy)lsL (L=cont;asesb;cosysd), 


so gilt für die Funktion 


b 
I) = [‘f&, y) de 


(y beliebig aus [c, d]) die Formel 


b 
I’(y) = [ fa, y) de. 


1) Dabei ist vorausgesetzt, daß der Bereich ?/ den Grenzübergang y — y, zuläßt, d. h., daß Y 
einen Häufungspunkt besitzt. 
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Beweis. Wie auch beim Beweis in Nr. 507 (vgl. dort Formel (11)) wählen wir einen belie- 
bigen Wert y = y, und erhalten 


I(y +k) — My) _ fa, Y + k) — Km, Yo) 5, 
k k 
Da nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 


Kan FOTER N) a, yo + OR) ((<0<1) 


gilt, ist der von x und k abhängige Integrand für alle Werte-dieser Veränderlichen (dem ab- 
soluten Betrage nach) durch die Konstante L beschränkt. Wenden wir auf diesen Fall den 
Satz 2 an, so können wir unter dem Integralzeichen den Grenzübergang k — 0 vornehmen. Da- 
mit ergibt sich das geforderte Resultat. 


528. Die Integration unter dem Integralzeichen. Hierfür gilt ein Satz, der den Satz 4 aus 
Nr. 508 bedeutend verallgemeinert. \ 


Satz 4. Es sei f(x, y) eine im Rechteck [a, b; c, d] definierte Funktion, die (bei konstantem %) 


nach x aus [a, b] und (bei konstantem x) nach y aus [c, d] integrierbar sei. Ist f(x, y) außerdem für 
alle diese x und y beschränkt, 


VeyisZ (b= const), 


‚so existieren die beiden Doppelintegrale 


d b b d 
[yjftoyda, [kfisy)dy 


und sind einander gleich. 


Beweis. Es sei 
b d 
Iy)= [fa y)dz, Kia) = [fa y) dy. 


Wir betrachten eine beliebige Folge von Zerlegungen des Intervalls [c, d] in Teilintervalle mit 
den Längen N, RER FI (n=1,2,3,...), die nur der Forderung unterworfen seien, daß 
max (8) mit ie n gegen 0 strebt. In jedem i-ten Intervall (# = 1,2,...,%,) der 
n-ten Pen wählen wir beliebig einen Wert y = yi”) und bilden die Terra nme für I(y): 


An b n 
- Eau = | Freu a}an = [Enem-on)e 
a (1 | 


Ka: 
Setzen wir z Hz, yi®)- on) = fn(x), so erhält o,„ die Gestalt 
d f 
= IEHG, dr. 
G 
Da offenbar der Grenzwert 


d 
lim f(x) = [ Ivy) dy = Ka)’ (6) 


nn 
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existiert und außerdem für alle x und n die Ungleichung |/%(z)| s L(d — c) gilt, können wir auf 
Grund der Folgerung aus Nr. 526 schließen, daß der Grenzwert lim o,, existiert. 


Nn->009 
Dieser Grenzwert existiert also unabhängig davon, wie das Intervall zerlegt wird (nur muß 
die größte der Längen der Teilintervalle gegen O0 streben) und wie in diesen Teilintervallen die 
Werte y{”) gewählt werden. Damit ist klar, daß dieser Grenzwert in allen Fällen denselben 


Wert haben muß, d.h., daß das Integral 
b 
Jr dy = lim o, = lim [ 1) de 
n—>00- n>oX0 0 


existiert. 
Auf dieselbe Art können wir auch die Existenz des Integrals f K(x) dx nachweisen, d.h. die 


Integrierbarkeit der zu f(x) gehörenden Grenzfunktion (vgl. (6)). Dann erhalten wir schließlich, 
wenn wir auf In(®) den Satz 1 anwenden, 


d 
J I(y) dy = lim [ (a) de = ji K(e) de, 


n>X G 


also 
ad b_ d 
fay f ie, y) dx = [ de [ i®, y) dy, 


was zu beweisen war. 

Wir beschränken uns hier auf „eigentliche“ Integrale, wir könnten aber auch die Resultate 
verallgemeinern, die sich auf uneigentliche Integrale beziehen, wenn wir die für sie bewiesenen 
Sätze zugrunde legen; damit werden wir uns jedoch nicht beschäftigen. 


S 5. Die Eulerschen Integrale 


529. Das Eulersche Integral erster Gattung. Diese Bezeichnung trägt (nach einem 
Vorschlag von LEGENDRE) das Integral 


1 


B(a,b) = nel — x)’1de. (1) 
| 0 


Es ıst eine Funktion der beiden variablen Parameter a und b und wird auch Funktion 
‚B oder Betafunktion genannt. 

Das zu betrachtende Integral ist, wie wir aus Nr. 483, Beispiel 3(a), wissen, für 
positive Werte von a und b (selbst wenn a,b < 1 sein sollte) konvergent!) und kann 
infolgedessen der Definition der Betafunktion zugrunde gelegt werden. 

Wir geben nun einige Eigenschaften der Betafunktion an: 

1°. Zunächst ergibt sich, wenn wir die Substitution x —=1— t benutzen, un- 
mittelbar j 


B(a,b) = Bi(b, a), 


d. h., die Belafunktion ist in a und b symmetrisch. 


1) Dagegen ist das Integral divergent, wenn wenigstens einer der Parameter a und b kleiner als 
0 ist oder verschwindet. 
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2°, Mit Hilfe der partiellen Integration erhalten wir aus (1) fürb > 1die Beziehun- 


gen!) 
1 b y 
+ = . [ru - x)’ ? dx 
0 


zu] — x) 


147 


B(a, b) Freital 
: a 


0 


1 1 
b—1 | _ | 
= [ zei — a) ide — [ a2) dr 
a a 
0 0 
b—1 b—1 
= —— B(a,d — 1) - — Büa,b); 
daraus folgt \ 
b—1 
B(a, b) = u... B(a,b —1). (2) 


Diese Formel kann dann angewendet werden, wenn b größer als 1 ist und um eine 
Einheit. verkleinert werden soll. Durch wiederholte Anwendung von (2) läßt sich stets 
erreichen, daß das zweite Argument höchstens gleich 1 ist. Übrigens gelingt dies auch 
beim ersten Argument, da auf Grund der Symmetrie der Betafunktion auch die an- 
dere Rekursionsformel 


a—]1 
a+b—1 


gilt. Ist 5 gleich einer natürlichen Zahl n, so finden wir, wenn wir (2) mehrmals an- 
wenden, 


B(a,b) = Bla—-1b) (a>i) (2’) 


n—]1 n—2 


_ u ne 
ii a+n—la+n-—2 rt N) 
Nun gilt . 
1 
1 
Bla, y=- [id=o. 


0 
Daher ergibt sich für B(a, n) und gleichzeitig auch für B(n, a) der Ausdruck 
1-2-3.-(n —]) 
ala + 1)(a +2) -(a+nr—1 
Ist außerdem a eine natürliche Zahl m, so gilt 
(n — 1)!(m — N)! 
(m +n — 1)! 


Diese Formel kann auch für m = 1 oder n = 1 verwendet werden, da unter dem Sym- 
bol O! die Zahl 1 zu verstehen ist. 


B(a,n) = B(n, a) — (3) 


B(m, n) = 


1) Wir benutzen dabei die Identität «? = x"! — @r!(1—r). 
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‚3°. Wir wollen nun für die Betafunktion eine andere analytische Darstellung an- 


geben, die oft nützlich ist: Setzen wir in l)z = 
zwischen O0 und oo variiert, so erhalten wir 


r 1 
Bla, b) | dy. (4) 
0 


4°. Wir setzen in (4)b=1— a, wobei 0 <a <1 sei, und erhalten 


J m ‚ wobei die neue Veränderliche 


ya-ı 
Bat) = | FT ay. 
. / 


Dieses Integral ist uns schon bekannt (vgl. Nr. 519, Beispiel 4(a), und Nr. 522, 1°). 
Setzen wir seinen Wert hier ein, so finden wir 


Bla,‚1—a) = 


0<a<i!). (5) 


sin ar 


R oo: 1 
Wählen wir insbesonderea =1— a = 5, 50 gelangen wir zu 


1 1 
B(5- 5) zZ Tr. (5a) 


Wir wollen uns auf diese wenigen Eigenschaften der Betafunktion beschränken, 
weil sich diese, wie wir sofort sehen werden, sehr einfach durch eine andere Funktion, 
und zwar durch die Gammafunktion ausdrücken läßt, mit der wir uns in diesem Para- 
graphen in der Hauptsache beschäftigen werden. 


530. Das Eulersche Integral zweiter Gattung. Mit diesem Namen belegte LEGENDRE 
‚ das bemerkenswerte Integral 


T(a) = [ xt 0"? de, (6) 


0 


das für jedes « > 0 konvergiert!) (vgl. Nr. 483, Beispiel 5(c)). Die durch dieses Inte- 
gral definierte Funktion heißt die Funktion I' oder Gammafunktion. Neben den ele- 
mentaren Funktionen ist die Gammafunktion eine der wichtigsten Funktionen der 
Analysis und deren Anwendungen. Das ausführliche Studium der Eigenschaften der 
Gammafunktion dient, wenn wir von der Integraldarstellung (6) ausgehen, gleichzei- 
tig auch als ausgezeichnetes Beispiel für die Anwendung der oben dargelegten Theorie 
der von einem Parameter abhängigen Integrale. 

In den KapitelXI und XII (Nr. 402, Beispiel 10; Nr. 408; Nr. 441, Beispiel 11) 
sind wir schon der Gammafunktion begegnet, haben sie dort 'aber anders definiert. 
Wir wollen zunächst zeigen, daß die beiden Definitionen einander äquivalent sind 
(natürlich für a > 0). 


1) Für a S 0 ist das Integral divergent. 
k 
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Setzen wir in (6) x =1In 2 so folgt 
z 


la) = [ ( ) a s 


0 


Bekanntlich ist (vgl. Nr. 77, Beispiel 5 (b)) 


In ı = lim n{1 — zur), 
2 n—>00 


wobei der Ausdruck n (1 — Ur) fürn — oo wachsend gegen seinen Grenzwert strebt.!) 
Setzen wir dies in (*) ein, so gilt auf Grund von N r. 518 


1 
I'‘(a) = lim n®-1 f (1 — zUn)a-1dz 
0 


>00 
oder, wenn wir z durch y" ersetzen, 


1 
Ta) = lim n® [ yr-ı(1 — yJeidy. 
n>9 0. : 
Nun ist wegen (3) 
1 
x _ 1-2.3.-.(n —]) 
n-1/1] —_ „ye-ldyv — Fe  BERTEREESER VEA SEEN HERE ARIRS BEREESRERT SHEHRNEN SANES SG: SABERSEPEEEGEEEN 
| ru - tar = 20.0 aa Da+d-(atn-y 


0 


Damit gelangen wir für « > 0 zu der berühmten Gaußschen Produktdarstellung der 
Gammafunktion, ; 


I'‘(a) = lim n® ehe Ja ber. (7) 


no aa +1)(a +2)" (a +n — 1)’ 
die uns früher als Ausgangspunkt diente (vgl. Nr. 402, Formel (14)). 


Im folgenden werden wir die Eigenschaften der Gammafunktion aus ihrer Inte- 
graldarstellung (6) herleiten. 


31. Die einfachsten Eigenschaften der Gammafunktion. 
1°. Für alle a > 0 ist die Funktion IT'(a) stetig und hat stetige Ableitungen beliebig 


hoher Ordnung. | 
Wir brauchen nur die Existenz der Ableitungen nachzuweisen. Differenzieren wir (6) 


unter dem Integralzeichen, so erhalten wir 


I’(a) = f x°-1.Inz:e””de. (8) 
0 


1) Davon können wir uns mit Hilfe der Methoden der Differentialrechnung überzeugen, wenn 


wir den Ausdruck In als Funktion von & betrachten. 
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Die Anwendung der Leibnizschen Regel ist gestattet, weil die beiden Integrale 
1 oo 
f z#i.Inxz-e”dr und f z#1.Inxz-e"”dx 
0 1 
bezüglich a gleichmäßig konvergent sind, und zwar das erste beix = Ofüra > a,> 0 
(Majorante: x°-1/|In x|), das zweite x = oo füra S A < oo (Majorante: x4 e”*)l), 
Auf dieselbe Art können wir uns von der Existenz der zweiten Ableitung 
I"(a) = f 21 (Inz)?’e’de (8*) 
0 
und der folgenden Ableitungen überzeugen. 
2°. Aus (6) ergibt sich durch partielle Integration sofort 


af Pre eret pr f zt e"tde, 
0 0 
d.h. (vgl. Nr. 402, Formel (15)) die Funktionalgleichung 
I(a+1)=a:Tfe). (9) 
Mehrmalige Anwendung dieser Formel ergibt 
I\a+n)=(a+n—1(a+n—2).--(a+1)a-Ia). (10) 


Damit kann die Berechnung von I’ für große Werte des Arguments auf: die Berech- 
nung von I’ für ein Argument <1 zurückgeführt werden. Setzen wir in (l0)a=1 
und beachten wir, daß 


oo 


Ti)=[e’d=1 (11) 
0 


ist, so finden wir die Beziehung 

In +1)=n!. (12) 
Die Gammafunktion ist (im Bereich aller positiven Werte des Argumenis) die natürliche 
Verallgemeinerung der nur für natürliche n definierten Fakultät n!. 


3°. Verlauf der Funktion I‘(a) für a > 0. Wir können nun den Verlauf der Funktion 
I’(a) für wachsendes a zwischen 0 und oo allgemein angeben. Aus (11) und (12) folgt 


Ti)=Tß@)=1, 


so daß nach dem Satz von RoLLE zwischen « = 1 und a = 2 eine Nullstelle a, der 
Ableitung 7”(a) liegen muß. Diese Ableitung wächst ständig, denn die zweite Ab- 
leitung I”’(a) ist stets positiv, wie wir aus (8*) erkennen. Folglich ist I”(a) für 0 <a 
< a, negativ, und J’(a) nimmt dort ab; dagegen ist I]”(a) positiv für a, < a < 00, 80 
daß /’(a) für diese a zunimmt. Im Punkt a = a, hat also I'(a) ein Minimum. Die Be-' 
rechnung von a,, die wir nicht im einzelnen durchführen wollen, ergibt 


a4 = 1,4616 ee 


1) Für x > Oist offenbar nz < x. 
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also ıst 
min /'(a) = I(a,) = 0,8856... 


Es ist interessant, den Grenzwert von I'(a) für a — 0 oder a — oo aufzusuchen. Aus 
(11) und der Eigenschaft 1° folgt 


—0o für a-—dO. 


T 
I'(a) = +2 


Andererseits ist auf Grund von (12) (a) > n!, sobalda> n + List, d. h., I{a) — © 
auch für a — co. 
In Abb. 64 ist die Gammafunktion graphisch dargestellt (hier interessierte uns nur 
der im ersten Quadranten liegende Ast der Kurve). 
4°. Der Zusammenhang zwischen den Funktionen B und I’. Um diesen Zusammenhang 
herzustellen, formen wir (6) mit Hilfe der Substitution x = ty (t > 0) in | 
Ja 
__ gs [ yet et dy (13) 
0 


um. Ersetzen wir hier a durch «a + b und gleichzeitig t durch 1 + t, so ergibt sich 


Pa+b) F +b-1 
Be eg -1 o-(140)y 
+ / a 
Ti: 
Beide Seiten multiplizieren wir mit i°”!1 und integrieren nach ? von 0 bis oo: 
| z Als r a-1 i a+b-1 a-(1+t) * 
(a -+b) nme | a (y e ’dy. (£) 
0 ‚0 0 


Abb. 64 
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In dem Integral auf der linken Seite erkennen wir die Betafunktion wieder (vgl. (4)); 
rechts vertauschen wir die Reihenfolge der Integrationen. Das ergibt, wenn wir (13) 
und (6) berücksichtigen, 


oo oo 


I(a + b) B(a, b) = Es eV ni je-le-Ww dt -): yorb-1e-ı I. n dy 


0 0 
—= I‘(a) pi e”dy = Ia) Ib). 
0 


Daraus folgt schließlich 


I'(a) I'(b). 


B(a,b) = Ta + b)' 


(14) 


Diese elegante Herleitung stammt von DIRICHLET. 

Wir müssen übrigens noch zeigen, daß die Reihenfolge der Integrationen in ($) ver- 
tauscht werden kann. Dazu beschränken wir uns zunächst auf den Falla> 1,5 >11. 
Dann sind für die Funktion 


g-1,ya+b-1 e-(1+y 


alle Voraussetzungen der Folgerung aus Nr. 521 erfüllt; diese Funktion ist stetig 
(und dabei positiv) für y > 0 und 2 > 0. Auch die Integrale 


r ei 
a-1 a+b-1 „-(1+t)y Br an en 
i IE @ dy I(a-+b) dr 


und 
009 


erb-1ev (elertwdi=T(a) y’ie” 
0 


sind stetige Funktionen (das erste in ? für {> 0, das zweite in y für y=>0). Auf 
Grund der oben genannten Folgerung ist somit die Vertauschung der Reihenfolge 
der Integrationen erlaubt und folglich die Relation (14) für den Fala>1,5b>1 
bewiesen. 

Ist nur bekannt, daß a und b positiv sind, so gilt (auf Grund des Bewiesenen) 


Fa+Dr6+1) 
Ta+b+2) 
Daraus erhalten wir, wenn wir die Rekursionsformeln (2) und (2’) für die Betafunk- 


tion und (9) für die Gammafunktion benutzen, wieder die Beziehung (14), aber ohne 
die unnötigen Beschränkungen. 


5°. Der Ergänzungssatz. Setzen wir in (14)b=1- «(0 <a << 1), so gelangen wir 
‘zu dem sogenannten Ergänzungssatz 


& (15) 


Kall-a= 


sin ar 
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(vgl. Nr. 408, Formel (30)). Für a = n folgt hieraus 


r (5) =1R. (16) 


denn es ist I'(a) > 0. Setzen wir in 


co 


BE RR >= 


Vz 


2 = x, 80 an wir wieder zu dem Integral 


oo 


fe dr = I. 


0 


6°. Wir wenden den Ergänzungssatz (wie auch EULER es getan hat) an, um das 
Produkt 


ce 


(n eine beliebige natürliche Zahl) zu berechnen. Wir schreiben die Faktoren in der um- 
gekehrten Reihenfolge, 


u u 


und multiplizieren die beiden Ausdrücke für E: 
au n —v 
Züoleg) 
rn — 


Wenden wir auf jedes Paar /' (=) T | 


y . 
) den Ergänzungssatz an, so finden wir 


E: — 


sın 2 sin 2 22 ..+ SIN (n u 1) Ba 
nn n n: 
Zur Berechnung des Nenners (vgl. S. 563) betrachten wir die Identität 
z@—1 7 


Dun... 2 
— /[ {2 — cos — — ısın —), 
N n 


z—1 v=] 


in der wir z gegen 1 streben lassen: 


n—1 


2 ee 
n=/]I (1 - = - isn). 


Vergleichen wir die Absolutbeträge 


n—l 


n=/]I 


v1 


Ir  . . 2m je E , - 
1 — cos — — isin — | = 271 /[sin —, 
vi} N vi N 


44 Fichtenholz Il 
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so ıst 
nl pre n 
sin — = ———. 
II ın 3 >01 
Wir setzen diesen Ausdruck in E?ein und erhalten schließlich 


n—1i1 y (2r){r DV? 
E=!] T\—| = ——. 17 
ArG)- m 
7°. Das Raabesche Integral. Mit dem Ergänzungssatz ist die Berechnung des wich- 
tigen Integrals 


1 
0 
verknüpft, das offenbar wegen 


In (a) =iInT(a-+1) — Ina 


(vgl. (9)) existiert. Ersetzen wir in R, nun a durch 1 — a, so können wir 
1 
Ro = (Inrı — a) da 
0 
schreiben. Diese beiden Ausdrücke für R, addieren wir und erhalten 


T 


da 


1 1 
2h, = [m I(a) I(1—-a)da = [nz — 
0 0 


r/2 


T 
1 2 
=Int —— I Insnede =Inrx — — | Insıinzde. 
7 x 
0 0 


Setzen wir hier den Wert des schon aus Nr. 492, 1°, bekannten Integrals ein, so folgt 
1 
R, = [ In Ta) da = In Yar. (18) 
0 


Raape betrachtete (für a > 0) das Integral 
a+l a+1 a 


Ra)=/mIlada=[f — [. 
0 0 0 

Da offenbar 

Ra) =1InI(a+1)—iInT(a) =Ina 
ist (vgl. (9)), finden wir nach Integration für a > 0 

Ra) =alna — 1) +C. 
R(a) bleibt auch für a = 0 stetig. Lassen wir a gegen O0 streben, so sehen wir, daß 
Ü = R, ist. Setzen wir den Wert (18) ein, so erhalten wir die Raabesche Formel 


“+1 
R(a) = f In ’(a)dae =a(lna— 1)-+In Var. (19) 


532. Die eindeutige Definition der Gammafunktion durch ihre Eigenschaften 691 


8°. Der Legendresche Verdoppelungssatz. Das Integral 


B(a, a) [ 11 en 

G, Besen; 0- — G4- Glenn Graz mm am damen 

(a,a x x) x HE E ji x 
0 


0 


1/2 
“ 1 1 2]ja-1 
nn, — m — m 
ee) * 
0 


er d 1 
kann durch die Substitution Dr V: in 


1 
1 1 1 
B(a,a) = a [ ur - yeld— is B (5- «) 


0 


übergeführt werden. Ersetzen wir die Betafunktion auf beiden Seiten mit Hilfe von 
(14) durch die Gammafunktion, so erhalten wir 


1 
Ta)Ia) ı 7 (5) a) 
I (2a) 920-1 M («+ 4) F 2) . 


Dividieren wir beide Seiten durch I’(a) und setzen wir für I’ (3 5) den Wert Ye ein 
(vgl. (16)), so folgt der Legendresche Verdoppelungssatz 


_— 


I(a)T (« + 5) - ur I'(2a). 


532. Die eindeutige Definition der Gammafunktion durch ihre Eigenschaften. Wir wissen, 
daß die Funktion I'(a) nebst ihrer Ableitung für positive Werte von a stetig ist. Außerdem ge- 
nügt sie (vgl. (9), (20) und (15)) den Funktionalgleichungen 


(I) Pla +1) = adla), 


(20) 


(II) D(a) D ( - — r — Ir (2a), 


920-1 


(III) D(a)D(lL —a)= 


sin ac 


Wir zeigen, daß die Gammafunktion durch diese drei Eigenschaften in ihrer Gesamtheit voll- 
ständig charakterisiert ist (so daß jede Funktion, die diese drei Eigenschaften besitzt, mit I’ 
identisch ist). 

Die Eigenschaften (I) und (II) allein genügen dazu nicht, da ihnen neben I’ auch noch die 


Funktion 
(a) = I(a) [4 sin? ar» (für u > 0) 


genügt. Ebenso reichen auch (II) und (III) allein nicht, denn auch 


1 
D(a) = I(a)- z, ® (für z > 0) 


44* 
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besitzt diese Eigenschaften. Schließlich lassen offenbar. die Eigenschaften (I) und (III) be- 
liebige Werte der Funktion Sla) für O<a< — zu. Anders verhält es sich, wenn alle drei 


Eigenschaften gelten. Übrigens kann (III) durch die schwächere Forderung ersetzt werden, 
daß die Funktion ©(a) für a > 0 nicht verschwindet!) (was auch bei (III) der Fall ist). 

Ist also D(a) für a > 0 eine nebst ihrer Ableitung stetige Funktion, die nicht verschwindet und 
den Beziehungen (I) und (II) genügt, so muß D(a) = I(a) sein. 

Zum Beweis setzen wir D@(a) = M(a) I'(a). Offenbar ist die Funktion M(a) ebenfalls nebst 
ihrer Ableitung stetig und von 0 verschieden. Außerdem genügt M(a) den Bedingungen 


(7) Da +1) = Me), (IT) Ue) Me +5) = Uta), 
da sowohl ®(a) als auch I'(a) die Forderungen (I) und (II) erfüllen. Aus (T’) ist ersichtlich, daß 
M(a) für a — +0 einen endlichen Grenzwert besitzt. Nehmen wir ihn als Wert für M(0), so ist 
M (a) nebst der Ableitung auch für a = O stetig. Setzen wir in (IIU’)a = — ‚so folgt 7 - = 1; 
d.h. M(a) ist für alle a = 0 positiv. Das gestattet uns, die Funktion L(a) = In M(a) zu be- 
trachten, die ebenfalls nebst ihrer Ableitung für a > 0 stetig ist, aber den Bedingungen 

(7) Ma + = Le), (7) Ile) + La +) = Lee) 
genügt. Schließlich führen wir noch die stetige Funktion Ala) = L’(a) ein; sie erfüllt die Be- 
dingungen 


(L”) Ala+1)=Ala), (1I’”) Ala) +4 (« E 3) — 24(2a). 


Aus (IT’’) folgt, wenn wir a durch Fr ersetzen, 


bla) fe) 


[3 “ “ 144 A 
Wenn wir hier zuerst wieder a durch — und dann durch 
addieren, so finden wir = 


SC ET KEN LE am 

Mit Hilfe der vollständigen Induktion läßt sich leicht die allgemeine Beziehung 
1" 1 /a+tv 
2,2 Al 9n ) zag) 


‘beweisen. Unabhängig davon, ‚wie a gewählt wird, kann die Summe als Integralsumme für 


ersetzen und die Besultate 


1 
f Alz) dx 
0 


aufgefaßt werden.?) Deshalb gilt 
ı ee “+ +9 


1 


) = | A) dr = 100) — 40) — 0 


0 


Ala)=lim — %W 4 


Nn->009 n v=0O 


ı) Für0O<a<1; die Gültigkeit dieser Forderung für die übrigen Werte von «a folgt dann 
aus (]). 
2) Dabei berücksichtigen wir, daß die Funktion A(a) wegen (I’”) periodisch ist. 
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auf Grund von (1”). Demnach ist L(a) = const, also auch M(a) = const. Da nun, wie wir sahen, 
1 
M 3) — 1 ist, muß M(a) = 1 und D(a) = I'(a) sein, was zu beweisen war. 


Abschließend bemerken wir noch, daß die Forderung nach Differenzierbarkeit eine wesent- 
liche Rolle spielt und nicht fortgelassen werden darf. Setzen wir z. B. 


ee | 
L(a) = 3 — sin (2"ra), 
- & 2, sin (2rra) 


so ist L{a) eine stetige Funktion, die den Bedingungen (I’) und (II”) genügt. Gleichzeitig ıst 
b 1 1 
L(0) =0 und ZL (7) =: so daß L(a) nicht konstant sein kann! 


533. Eine andere Funktionaleigenschaft der Gammafunktion. In Nr. 532 haben wir die Funk- 
tion I’(a) als die Funktion charakterisiert, die (füra > 0) nebst ihrer Ableitung stetig ist, den 
Funktionalgleichungen (I) und (II) genügt und nicht verschwindet. Jetzt wollen wir eine ein- 
fachere Charakterisierung der Gammafunktion vornehmen, wobei wir uns nur auf die eine 
Funktionalgleichung (I) stützen, aber zusätzlich fordern, daß die Funktion logarithmisch 
konvex ist. Den Begriff der logarithmischen Konvexität werden wir sofort erklären. 

In Nr. 141 wurde der Begriff der konvexen Funktion eingeführt. Eine im Intervall X defi- 
nierte positive Funktion /(x) heißt logarithmisch konvex in 2, wenn In f(x) eine konvexe Funk- 
tion ist. Da - 


fix) = eins) 


ist, folgt aus der logarithmischen Konvexität der Funktion f(x) auf Grund von Nr. 142, Satz 3, 
die Konvexität von f(x). Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht richtig. Daher bilden die 
logarithmisch konvexen Funktionen nur einen Teil der Klasse der konvexen Funktionen. 

Mit Hilfe von Satz 2 aus Nr. 143 können wir ein Kriterium für die logarithmische Konvexität 
angeben: Ist eine positive Funktion f(x) nebst ihrer Ableitung f(x) im Intervall X stetig und hat 
sie im Innern von X eine endliche zweite Ableitung f’’(x), so ist f(x) genau dann in X logarıthmisch 
konvex, wenn im Innern von X 


Ka) FR) - FR} 0 


gilt. Zum Beweis ist der oben erwähnte Satz auf die Funktion In f(x) anzuwenden. 

Wir kehren nun zur Gammafunktion zurück. Ihre ersten beiden Ableitungen sind durch (8) 
und (8*) gegeben. Auf Grund der Schwarzschen Ungleichung (vgl. Nr. 321, Formel (13°), und 
Nr. 483, Beispiel 7) 


b b b 2 
Spar de. [year de — | J pi) Ye) = > 0 


gilt, wenn wir hier 
a=ß, b= 00; o(x) = Yatte®, y(z) = Ya-ı e"Inx 


Een 
Ta) I(a) - [a 0, 

d.h., die Funktion I(a) ist im Intervall (0, oo) logarithmisch konvex. Durch diese Eigenschaft 

und die Beziehung (I) ist die Gammafunktion bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Mit 

anderen Worten: Ist 


a) im Intervall (0, oo) für D(a) die Gleichung (I) erfüllt, 
Dla+1)= able), 
b) &(a) logarıthmisch konvex, 
co) PU) =1, 
so gilt D(a) = I(a). 
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Wir nehmen an, für D(a) seien diese drei Bedingungen erfüllt. Wenden wir mehrmals die 
Gleichung (I) an, so gelangen wir zu 


Datn)=(la+n—- 1a +n—2).--(a+1)a-Dla), (21) 


wobei n eine beliebige natürliche Zahl ist. Daraus folgt, wenn wir a = 1 setzen (vgl. die Voraus- 
setzung c)) und n durch n — 1 ersetzen, 


Sn)= (m —1)!. (22) 


Es genügt zu zeigen, daß ®(a) und I'(a) im Intervall (0, 1] übereinstimmen, denn dann sind 
diese beiden Funktionen auf Grund von (I) überall identisch. Es sei also 0 <a s1. 
Wir benutzen jetzt die Ungleichung (6) aus Nr. 143, 


fa) — Ha) _ Ma) — fa) 
mE m. 


die für eine konvexe Funktion /(z) unter der einzigen Voraussetzung x, < xy gilt,!) und wenden 
sie zweimal auf die wegen der Voraussetzung b) konvexe Funktion In ®(a) für jedesn = 2 an; 
so erhalten wır 


Inö(—1-+n) — Ind(n) In d(a +n) — Ind(n) < Ind +n) —Ind(n) 
(-i+n)—n u a+n)—n u (i-+n)—n 
oder auf Grund von (22) 


< Inda +n) -In(n — I)! 
a 


In(n—1) SInn. 
Daraus folgt 
In (n — 1)®- r—)!s Iind(la +n) SInn®:(n —1)!, 


also 
(n — 1)" (n - 1)! Ss dla + n) SnHn — I). 


Gehen wir nun mit Hilfe von (21) zum Wert von (a) selbst über, so gelangen wir zu den Un- 
gleichungen 


(n — 1) (n — 1)! < dla) < nn — 1)! 
ala +1) (a -+n—1) &ıda+l)-- (a +-n—I1) 


Wir ersetzen schließlich noch links n durch n + 1 und bringen die Ungleichungen auf die Form. 


D(a) < m“ it: 23m < (a) En. 
ala +1). (a +n—1) N 
Daraus folgt sofort 
D(a) = lim n® u 0.) = la), 


n—>00 ada+1l)--(a+n—]1) 
wenn wir die Gaußsche Produktdarstellung (7) benutzen. 


534. Beispiele. 
1. Man bestimme das Integral 


1 
jferut amd (»g,m>0). 
0 


1) In Nr. 143 wurde zwar x, < x < x, vorausgesetzt, jedoch können wir uns leicht davon über- 
zeugen, daß die Ungleichung für jeden Punkt gilt, der nicht mit x, oder x, übereinstimmt. 
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Hinweis. Mit Hilfe der Substitution x” = y läßt es sich auf das Eulersche Integral erster 
Gattung zurückführen. Die Lösung lautet 


p 
Lufee 
m m mn Ds 

a q 


Mit Hilfe dieses Resultats kann man z. B. zeigen, daß für jedes natürliche 2 die Beziehung 


BER OR PR0.22 REBEL. 
yı — zr yi — a” n 
0 0 
(EuLER) gilt. 


2. Man berechne das Integral 


1 
ar — a) 


DB) er 6, 20;9,P494>0). 


Lösung. Die Substitution 


+2 _, Ania _,_, 
sc +ßl—2)4+Y ot pßl-a)+Y E 
(« -+y) (+ y) de 


[ae + Pl — x) + y?? 


führt das Integral über in 
1 


PBEREHDURE.. SERREURERE ; PA — td = pn 
(«+ Yy)P(P + y)? (a Y)P(B+ Ye Ä 


3. Man bestimme den Wert der Integrale 


1 
z(1 — 2)d41 


(2 per de (,5,p>0), 


(a) 


dt  z)2m-1 (1 — z)@m-1 
(b) fee (1 + ammm dr (m,n>0). 


Hinweis. (a) Mit der Substitution 


gelangt man zu der Lösung 


1 
—_—— Bla, b). 
(1-+2)°p? 
2 
(b) Substitution: u = Eure, Lösung: 2”m+r-2 B(m, n). 


2 1+x 


Hieraus kann man eine Reihe interessanter Integrale erhalten. Zum Beispiel ergibt sich, 


wenn wir im zweiten Integraln = 1 — m und 2m — 1 = cos 2% setzen und die Substitution 
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x = tan benutzen, 
re/4 
cOoS@ + sin gp\C082a E TI 
COSp — sin ren (cos? a) 
—ıı/4 
4. Man bestimme die Integrale 
re]2 = r/2 re/2 
(a) f sinIpcosd-Ipgdp (,5>0), (b) f sıin!podp = J cos"1 9 dp (a>0), 
0 0 0 
rı/2 
(e) [tanpdp  (lel< 1). 
0 


Lösung. (a) Man setzesing = x, um das Integral auf die Gestalt 


1 
far — 2?)/9-1dx 
- 0 


zu bringen, und wende das Ergebnis aus Beispiel 1 an. Damit folgt i 


7 leer 
sin®-I op cos#Ip do = — B u —_— m n , 
2 2 2 2 ( + ) 
; Burz 


(b) Insbesondere erhält man daraus fürb = 1 


f Et), 


n-ode = A 
u 2 [e+\ 
0 I 9 


Mit Hilfe des Legendreschen Verdoppelungssatzes kann man dieses Resultat in der Form 


n/2 
| a | 5) | 


I'‘(a) 


0 


schreiben. 


(c) Setzt man schließlich in (aJ)a=1-+cundb=1— ce mit |c| < 1, so findet man (mit 
Hilfe des Ergänzungssatzes) 


a/2 


1 1-+c 1 — c\ Te 
tan ode = —T Tr nn . 
hab 2 (>) (>) Cr 


2 COS — 
2 


0 
5. Man berechne den Inhalt P der von der Kurve r? = sin? 0 cos 0 eingeschlossenen Fläche. 
Lösung. Die Kurve hat je eine Schleife im ersten und im dritten Quadranten; es genügt, 


den Flächeninhalt einer Schleife zu bestimmen und dann zu verdoppeln. Die Formel für den 


1) Man kann leicht nachprüfen, daß diese Formel als Spezialfall die beiden Beziehungen (8) aus 
Nr. 312 enthält. 
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% 


Flächeninhalt in Polarkoordinaten (Nr. 338, Formel (9)) lautet hier 


5 3 
} "Gr 
P=2. | sin #20 con an - _Iir 1 r 3 = zV2 
: 212) 8 8 
0 
(vgl. Beispiel (4a) und die Beziehungen (9), (12) und (15)). , 


6. Man berechne (a) den Inhalt P der von einer Schleife der Kurve r# = aM cos m® be- 
grenzten Fläche und (b) die Länge $ dieser Schleife. 


Lösung. (a) Es ist 


rj2m r/2 
a? a? 
P= 25 | om md dd = — | ost op dp 
m 


“re Re 


(vgl. Beispiel 4(b) und die Beziehungen (9) und (20)). 
(b) Auf Grund der Formel (4b) aus Nr. 329 für die Bogenlänge in Polarkoordinaten gilt 


f } ao) 
S = 2a $ cos1/m)—1 m9d9 = = | oostulm-ı ode = =, ulm —ı L \m/ 
| m m r es 
| [m] 
(vgl. Beispiel 4(b)). 


7. Man berechne die Integrale 


T 
a—1 
(a) ze. (b 2 2 zene.. ZB (e >0;0<k<1H). 
Y3 — cos 9 () 1+kcosop 
0 


Lösung. (a) Substitution: cs0=1—2 Vz; das Ergebnis lautet 
2 
raliolE 
AYr 4/]° 
(b) Substitution: tan — / Ss: 
- wi 1+% 


tan ni; Ergebnis: 


1 —Ryl2 Tl) 


8. Man verifiziere die Gleichung 


f (1 — SB) de = Y3 n (23 — 1)-12 de. 


— 00 
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Lösung. Setzt man 


ı oo 
J Ad—-z)1Rd= 1, J ( —1)12de=1],, 


fa — 2)12de = fü + 22)-U2 de = IJ,, 


— 009 
so lautet die gegebene Gleichung 
+1 = V31,. 


In diesen Integralen setzt man x = tl}, x = t1l8 bzw. x = (ft — 1)13 und führt sie dadurch 
auf Eulersche Integrale erster Gattung zurück. Danach braucht man nur noch den Ergän- 
zungssatz anzuwenden. 


9. Man beweise die (von DIRICHLET stammende) Formel - 


-[? Ba r—1 
Ir) [ er a a = I\s) [ anger dy (dhs,r>0). 
0 


Hinweis. nn setze 


00 00 


== [ e-(g+2W TÄidy, TER m — [ e-I49)z 25-1 dr 
Y 


Ir) 
(4 + x)’ 


in die Formel ein und vertausche die Reihenfolge der Integrationen (positive Funktionen!). 
10. In Nr. 511, Beispiel 12, bewiesen wir die Identität 
EK’ + E’K — KK’= c = const 
(bezüglich der Bezeichnungen vgl. Nr. 511). Mit Hilfe eines Grenzübergangs fanden wir den 
Wert c = Z Denselben Wert erhalten wir auch dann, wenn wir die Größen auf der linken 
Seite der Identität für ein spezielles k berechnen. 
Esseik = Mr Dann ist” =kAW=E,K’=K, und die Identität lautet 


2EK—- K®=(2E—-K)K=c. 


Die Integrale 
r/2 


se — — sin’pdp 
dem — — sin? 


lassen sich durch Einsetzen von cos = t und dann von {4 — x auf Eulersche Integrale erster 
Gattung zurückführen: 


1 


_ 23/1 — z)U2de, 
2 Y2. 


E = li >31 — z)U2de + j za — z)1l2 u, 


K= 


534. Beispiele 699 


Also ist 


cal — z)-2dr. 


0 


Daraus folgt für die gesuchte Konstante 


Bunkckinlce j 


DEE OO Br 


11. Man entwickle die beiden folgenden Integrale in Reihen: z 


(a) 


1), v [2 ie («>0). 


MAR (a) Es ist 
a or 
f dr = [* 3-1 bi er"? de = 5 ze te"? de = Is) E- — =: !'(2) £(s), 
err—1 n=1 n=1N 
0) 
wenn, wie üblich, mit &(s) die Summe der letzten Reihe bezeichnet wird (Riemannsche Zeta- 


funktion).. Wir benutzten hierbei den Satz über die Integrierbarkeit einer positiven Reihe 
(Nr. 518) und die Formel (13). 


(jr | 
ve ea 


1 


Majorante: = 


e’ +1 
Für s > 1 läßt sich dieses Ergebnis in der Gestalt I’(s) (1 — 21?) £ (s) darstellen, denn es ist 
zu | oo ‘4 o(— fr 
ie 21?) = — 2) — = } —. 
= Aw Fe (Zn? a=ı m 


12. Die folgenden Entwicklungen stellen eine gewisse Verallgemeinerung des Beispiels 11 


dar 
f 2-1 —0L [ee] 

(a) = — de = I!) 5 
— 6 n=(0 


(das Beispiel 11(a) ergibt sich hieraus für a = 1); 


Pai 


Par (> 1;a>0) 


oe de=IM)2 (-1S2<1s>0 oder 2=1,0>1) 


n=ı N 


(hieraus ergibt sich für z = 1 das Beispiel 11(a), für2 = —1 das Beispiel 11(b)). 


13. Wir bezeichnen die Summe der hypergeometrischen Reihe 
al +1) (tn - DEBE-D-Prn—d) m 


XT 


ET Den 
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(vgl. Nr. 441, Beispiel 6) mit F(«, ß,y, x) und beweisen die Beziehung 


TIw)Iw-e-—P) 
F (&, ‚Y 1) a 
WoW) 
(Gauss). Wir wählen & > O0 und y — & > O und betrachten das Integral 
1 
Ka) = [ zei — 2) (1 — 22)? de 
0 
für0 <x< 1. Da die Reihe 


RR RL Tat.) bi ne La 


20 1.23... 


PEN 

(bei festem x) bezüglich z im Intervall [0, 1] gleichmäßig konvergiert, kann die Reihe, die aus 
ihr durch Multiplikation mit der in diesem Intervall integrierbaren Funktion z*-4(1 — z)r-*-1 
hervorgeht, gliedweise integriert werden. Wir gelangen so zu der Entwicklung 


[e.«) 
Ix) = 5 I," 
n=0 


mit 
1. ZP+D-6+n—-1) Te+rm)Ily-o) 
ü 1-2. n T’y+n) 
_Te)T’y-o)a +) -- (tr - YDPRB+D- Br -—d 
IWW 1-2..n.yy+D--yrn—l) 


(vgl. (10)). Damit ist 


I) 
Um die gesuchte Formel zu erhalten, brauchen wir hier nur x gegen 1 streben zu lassen (unter 
der Voraussetzung y — & — ß > 0). In der Reihe kann auf Grund des Satzes von ABEL (Nr. 437, 
6°) gliedweise zum Grenzwert übergegangen werden. Im Integral können die Prozesse der 
Integration und des Grenzübergangs vertauscht werden, da eine Majorante existiert, und zwar 


za — z)re1(fürß<0) oder zei — z)7°-P1 (für ß > 0). 


F(a,ß,Y:, 2). 


Das Ergebnis lautet (vgl. (14)) 
ToTy—-a-ß) _TWIW-— oa) 
P’y—P) I) 
woraus sich die zu beweisende Formel ergibt. 


“ Ausihrfolgtinsbesonderefüry = 1,ß = —o (unter Berücksichtigung von (11), (9) und (15)) 
die interessante Entwicklung?) 
sin &Tc » ala?— 1) ara: — 1) (a? — 4) 


Are er (1. 2)2 KT er PET (<a<1). 


F(&,ß,», 1), 


535. Die logarithmische Ableitung der Gammafunktion. Wir setzen das Studium der 
Gammafunktion fort, indem wir ihre logarithmische Ableitung betrachten, d.h. den 
Ausdruck 
dlIn Ta) __ Te) 
da Ta 


1) Sie läßt sich übrigens auch durch Umformung des bekannten unendlichen Produkts des 
Sinus (Nr. 408) herleiten. 
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9°, Verschiedene Integraldarstellungen dieses Ausdrucks ergeben sich auch aus 
Formel (8), aber einfacher geht man von folgenden Überlegungen aus. Es gilt 


Ta)I(b) T(b)-b IT(a-+b)— I(a) 


Ib) — B(a,b) = Ib) — — = — I 
) (a, 6) ) I(a+b) T(a+b) b 
WA en er un) 
I(a +b) b ’ 
so daß wir, wenn wir b gegen O streben lassen, 
(a) 


erhalten. Wir schreiben zunächst (vgl. (4) und (6)). 


oo oo „d-1 
Ib) = / ztletdre, Bla,b) = | ———dre. 
0 


tar 
0 
Dann ist 
00 } 
I”(a) 1 
zu 1 b-1 Sn ae Er ne 
Ta) bear x e Ara = dr, 
0 En 


und es ergibt sich, nachdem Grenzübergang und Integration vertauscht wurden, die 
Cauchysche Formel 


30 | BB | 
ur Tate rn 


Der Grenzübergang unter dem Integralzeichen ist gestattet, denn in der Umgebung 
von==0undb=0ıs 


1 1 

— le”? _ —— 

Aurem 
eine in x und D stetige Funktion, es gilt dort x? < 1, und für hinreichend große x und 
für 5b s b, existiert die Majorante 


1 
b-i1Il______ _ a7? : 
2 | op | 
Wenn wir im Ausdruck (1) für die Betafunktion x durch e”' ersetzen, 

oo 

B(a,b) = f erett1 — et)?1dt, 
0 

so können wir 


1a) — lim letz? — el — e-?)?-1] dx 
I‘(a) D>+0, 
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schreiben, Hier führt der Grenzübergang unter dem Integralzeichen (der sich analog 
rechtfertigen läßt) zu einer anderen Formel: 


I” (a) R A - Ze: 
T(a) -/ fr un = ” (2) 
0 


Übrigens lassen sich die Exponentialausdrücke aus dem Integranden entfernen. Zu 
diesem Zweck setzen wir in (23) a =1 und erhalten 


a — I’) - [je - | - 6; 
0 


(1) 
dabei ist © die Eulersche Konstante.!) Ziehen wir diese Gleichung von (23) ab, so folgt 
"a „_ [fa 1 ]de 
I'(a) +6=[|; +20 ee 


0 


Die Substitution i = 7 . führt uns schließlich auf die Gaußsche Formel 


+x 
1 
I”(a) I 
Ta) + C -1 4. (25) 
0 


536. Der Multiplikationssatz für die Gammafunktion. 


10°. Wir stützen uns auf die Darstellung (25) der logarithmischen Ableitung und 
wollen mit ihrer Hilfe die bemerkenswerte, ebenfalls von GAuss angegebene Formel 


n—. ) In—nl2 


Fe — na—(1/2) 


Ia) IT ( + ) ..[' (« + I'(na) (26) 


beweisen; n ist eine beliebige natürliche Zahl. (26) stellt den Multiplikationssatiz für 


die Gammafunktion dar. 
Netzen wir in (25) ?= u", so folgt 


i 
I‘(a) ’- | 1— ur u. 
1) " 


r v . 
woraus sıch, wenn a durch «+ — v =(0,1,...,n — 1) ersetzt wird, 
\ N 35 


; 4 
T- («+ ") e yn-l _ ynatı-1 
—- l-n IE U 
p 1 — u" 
r(e+2) 0 


1) In Kapitel XI, Nr. 367, Beispiel 10, definierten wir diese Konstante auf andere Art. Wir 
werden später zeigen, daß diese beiden Definitionen äquivalent sind. 
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ergibt. Wir summieren über » von O bisn — 1; den so entstehenden Ausdruck 
I" (e + 2) 1 
n—1 N n-1 na-1 
eo ne en ee 
=o y 1— u" 1-—u 
T\a-+ = 0 


wollen wir mit der Gleichung 


T’ma) | o- 1 — urs-1 
Tina) 7 1— u 


in Verbindung bringen. Wir multiplizieren diese mit n, subtrahieren sie von der vor- 
hergehenden Beziehung und erhalten 


y v 
u («+ ) „Z ma) . 1 \aw 
0 


v \ N Tina) 


oder in anderer Form 


q Fe) T(e+-,) “P(e+"- ) 
uch, | ER SEEN ONE. SRREERE: ONRNEREEN.. HR PEENEREN INC 
a I (na) 


Nach Integration folgt!) 
1 ‚n—]1 
Pie) Ta +) -P(a+ = 


EEE? : 7°", EEE ee 


I (a) r(« >) Bi r(a En . -) ä 
I (na) mna 


oder 


Zur Bestimmung von Ü setzen wir a = 2 Offenbar ist C = nE, wobei E das in 


Nr. 531, 6°, berechnete Produkt ist. Setzen wir seinen Wert aus (17) ein, so erhalten 
wir (26). 

Ein Spezialfall von (26) ist der früher unabhängig hiervon hergeleitete Legendre- 
sche Verdoppelungssatz (20). Setzen wir nämlich in (26) n = 2, so ergibt sich die zu 
(20) äquivalente Beziehung 


we | 2 
I(a)T ( u 3) - MB I'(2a). y 


1) Da wir die Lösung nachher entlogarithmieren werden, schreiben wir die Konstante gleich in 
der Gestalt In ©. 
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837. Einige Reihenentwicklungen und Produktzerlegungen. 
11°. Den folgenden Ausführungen legen wir die Formel (25) zugrunde. Ihren Inte- 
granden entwickeln wir in eine Reihe: 
= ge-1 _ oo [6/6 
ER (1 — ft 1) It 5 5 (1 we erh), 
1—t v=0 »=—ü 


deren Glieder alle von ein und demselben Vorzeichen sind. Die gliedweise Integration 
ergibt 


Din! +C= 2m - —) (27) 


Diese Heihe aa gleichmäßig für 0 <a <a,, denn sie wird von der Reihe 
(a, + 1) I: — majorisiert. 


Den wir sie gliedweise nach a, so erhalten wir das bemerkenswert einfache 
Resultat 


u 
= ar 
Da auch diese Reihe für « > 0 gleichmäßig konvergiert (sie wird von der Reihe Di — 
majorisiert), ist die gliedweise Differentiation erlaubt. 1 9° 


12°, Wird (27) gliedweise nach a von 1 bis a > 0 integriert (das ist auf Grund der 
gleichmäßigen Konvergenz der Reihe zulässig), so ergibt sich 


(28) 


a—1 1 „@ 4 y 
Wir ersetzen hier adurcha-+ 1 (für a> —1) und schreiben 
InTa+1)+Ca= (m) N 
n=1 \% N 


oder 
1 x | a a 
nor) u i) — Ca +2 [im ( +4) = = | 


Daraus folgt, wenn wir entlogarithmieren, die Weierstraßsche Produktdarstellung 
(vgl. Nr. 402, Formel (16)) 


1 > a 
Taxrı e 4 (i — -) e (a > —1), (30) 
die die Entwicklung von ———— 7a - ]) in ein unendliches Produkt angibt. 


13°. Wir kehren nun zur Formel (29) zurück und setzen « = 2. Wegen In /'(2) 
=1In1 = 0 ergibt sich 


»-+ 2 
© u Aa zu 1 1). (31) 
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Bei dieser Gelegenheit bemerken wir, daß hieraus 


>00 Ik 


dein | &yp-na+n) 


folgt und wir so zu der schon bekannten Definition der Eulerschen Konstanten ge- 
langen (vgl. Nr. 367, Beispiel 10). - 


Schließlich können wir C eliminieren, wenn wir (31) mit a — 1 multiplizieren und in 
(29) einsetzen; wir erhalten 


+1 v+l1l 


R 1-2..(n — 1) | 
SEE o-1l 
a. u. n ala + m -(a+tn— 1 


In I(a) = Z|e-»n? .. net] 


oder, was das gleiche ist, 


= . Jen) 
un nr k ala+1)-(a+n— 5 


Hieraus folgt, wenn wir entlogarithmieren, wieder die Gaußsche Produktdarstellung 
(7), die wir früher auf anderem Wege fanden. 


538. Beispiele und Ergänzungen. 
1. Mit Hilfe der Beziehung e-! = lim ( _ „) beweise man, daß für a>! 


Nn—09 
co n 
i\n 
I‘(a) = [ {#1e-!dt = lim [| 10-1 ( — r di 
n—>00 N 
0 L 
gilt, und leite hieraus die Formel (7) her. \ 


Hinweis. Die Limesbeziehung wird genauso bewiesen wie in Nr. 519, Beispiel 10 und 11. 


Mit Hilfe der Substitution 7 = n forme man dann das Integral um, 
; n 


n 1 
fe ( _ = di= n® fa — z)dr=n®Bla,n-i1), 
= | 
0 - 


und benutze (3). 
2. Aus der Beziehung 


T’la) _ f [e-- N il 
I(a) (1 +2)° 
0 


(vgl. (23)) leite man unmittelbar 


ze _ ([- = lau 
Tl) u 1-e* 

1%) 
(vgl. (24)) her. 
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Die Schwierigkeit besteht hier darin, daß das Integral (24) nicht als Differenz zweier Inte- 
grale aufgefaßt werden kann (sonst wäre das Problem durch Umformung des zweiten Integrals 
mit Hilfe der Substitution x = e® — 1 gelöst). 

Wir müssen deshalb folgendermaßen vorgehen: 


I"a) eo” er z e-au | 
Ta) — nn [= dt — Fer Te [2 du z cm du 


In(1+e) 


U CU —U un / 277 
— lim e__e_ du = Tr _ a du; 
e>0 U 1 — et (77 1 — e% 
0 


der letzte Schritt ist möglich, denn es gilt 


€ 
eu 
lim 
e>0 1—eo% 
In(1+e) 


(dies folgt daraus, daß das Integral 


du=0 


8 
eeu 


1—eo% 
In(1-+e) 
durch den Ausdruck 
e—In(1-+e) € 
e(l + ce) 2(1 +e)1 
abgeschätzt werden kann). 
3. Ausgehend von der Definitionsgleichung 
24 
C = lim | Su — in) 


n>0 \v—=1 Y 


du 


für die Eulersche Konstante beweise man die Integraldarstellungen 


1 oo 
(a) = [u BR ee? a (b) C= Fre =) 
x x 1-+u U 
1 
Wegen 
1 
n n Er zo Bee 
Din Zird= 4 nn Am uR, 
=] y v=1 
0 
und 
n 
ds 
nn= I — 
8 


2 n ? . de 
on | tea [| fi-je]=+]= 
n->00 Ss f2J n->00 n Br R Mn 
0 1 1) ı 
1 n 
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Der Grenzübergang im zweiten Integral kann genauso wie in Beispiel 1 durchgeführt werden. 


Bezüglich der Umformung von (a) in (b) vgl. Beispiel 2. 
4. Wir setzen (füra > 0Ounds> 1) 
S 4 


ee re 


n= 


und zeigen, daß 
lim [36 a) — Pe zu 20) 
s>1+0 s—1 I‘a) 
gilt. In Nr. 534, Beispiel 12(a), war 
oo 
as e0% 


1 
&s, a) = T(s) 1—-eo= 
0 


Daher ist 
1 1 ye-1 
at e-0r 
8,0) — — = — - de— I(s—1 
ea is) zen | 
0 
t gsi 2 gr dr 
I'(s) 1-e”* x 


Der Grenzübergang s — 1 unter dem Integralzeichen ist gestattet, da der Integrand in jedem 
der Intervalle [0, 1] und [1, oo) monoton gegen seinen Grenzwert strebt (Nr. 518). Dann benutze 


man die Formel (24). Für a = 1 ergibt sich insbesondere 
lim 
s>1+0 


(vgl. Nr. 375, Ergänzung 1). 
5. Man berechne die Größe des unendlichen Produkts 


R ur =e; 


a5 e 
P=JIu: 
n=1 
wobei 
(n + a,) (n + a.) --- (n + a;) 
u) = (a,b; > —1) 
"lm +b)m tb) (nm bi) “ 
ist (EULER). 
Hinweis. Wegen 
U b,\-1 
= ( +2). (1 +) 2 ( +) ne (1+%) 
n N N n]: 
er — Rn, Ar 
‘konvergiert das unendliche Produkt nur unter der Bedingung a; + --- a,=bh +." + br; 
unter dieser Voraussetzung ist P zu bestimmen. Stellt man «, in der Gestalt 
(142) om. (1 4) om 
n N 


un > 
( + %) we (i ri a) er 
| % % 
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dar, so kann man die Weierstraßsche Produktdarstellung (30) benutzen. Die Lösung lautet 
Ti +b) TU +b)- Tits) 
Ti+a)fii-+a).- Pla) 


6. Unter der Voraussetzung 0 < |a;|, |d;| < 1 leite man aus Beispiel 5 ein anderes Resultat 
von EULER her, nämlich 


’ 


P= 


1 5 sin d,7 Sin a,Tc ++-- SINALrT 
TER ET TRATEN En 
n=— 00 sin br sin bar --- sin dur 


Hinweis. Man benutze dazu die Formel 
TC 
sin cc 
die sich aus (9) und (15) ergibt. 
7. Wir kehren zu der Gaußschen Beziehung 
PF)Iy=-a-P) 
IB) in 
Iy—-o)IyW—P 
zurück, die wir in Nr. 534, Beispiel 13, unter der Voraussetzung& > 0,y —a>0,y—a—ß 
> 0 bewiesen haben. Wir wollen sie jetzt auf andere Art beweisen, indem wir die Argumente 
der Gammafunktion auf der rechten Seite der Beziehung als positiv voraussetzen, die notwen- 
dige Bedingung & > 0 aber fallenlassen. 


Der Beweis wird folgendermaßen verlaufen. Wir bezeichnen mit a,b, bzw. c, die allgemei- 
nen Glieder der hypergeometrischen Reihen 


A=F(,ß,y,1), B=Fa-1,ßy1), C=Faßy+li). 
Dann können wir sofort die Relationen 


Ay — Iyıı = (i nz 2) on — dar 


(y — a) (an — 55) = Pan + (Rn — 1) an. — na, 


verifizieren und zeigen, daß na, für rn > oo verschwindet. Addieren wir diese Relationen bei 
ze des Index von 1 bis n und gehen wir zum Grenzwert über, so erhalten wir 


B=-PMC, GY-o)(d—B=P4; 


I1+c)I1-—-ec= 


0<ji<h), 


daraus = 
vv -2—P) 
Wir betrachten jetzt den Ausdruck 
Iy-TYy—P) 
2A) — 5 
Ta —a—p) 


die vorhergehende Beziehung zusammen mit (9) gibt an, daß sich der Wert von (32) bei Über- 
gang von yzuy + 1 nicht ändert. Damit ist 


(32) 


Ty-a)IW—P) T’y+m—-o)Iy+tm-—P) 
F(6,ß,y, re rege = F(o,P,y + m 1) ——. 
er IY)ly—a-—P) er I’y+mIy+m—-a—Pß) 
Nun lassen wir m gegen oo streben. Aus der bezüglich m gleichmäßigen Konvergenz der Reihe 
F(o, ß,y + m, 1) folgt (Nr. 433), daß ihre Summe gegen 1 strebt. Gegen denselben Wert strebt 
auch der Faktor 
ITy+m-—o)Iy+m-—ß) 
Iy+rm)Iy+m—-a—P) 
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da er bei dem (auf Grund von Beispiel 5) konvergenten Produkt 


”yW-atny—ß+n) 
ıytn)y—a—ß-+n) 


das Restprodukt ist. In diesem Fall ist der Ausdruck (32) gleich 1, d. h., es gilt die zu bewei- 


sende Beziehung. Aus dieser Beziehung können wir jetzt, wenn wir y=1,oa=ß= BB 
setzen, die Entwicklung 2 
1\? 1.1\2 1-1.3\2 1-1-.3.5\2 1 4 
en Bei EB EB ER 
(2) +5) mem) +55) + Bol Te 
2 


herleiten. Wir können auch das allgemeinere Resultat beweisen, daß die Summe der Binomial- 
koeffizienten, die dem Exponenten m eines Binoms entsprechen, für m > -- gleich 
I(1 + 2m) 
UFX1-+ m)? 


ist. Früher, war. dieser Beweis wegen der Einschränkung & > 0 nicht möglich. 


Yy=1l=ß= m) 


8. Die Verallgemeinerung der Gammafunktion auf negative a. Aus (9) folgt 


\ 
I'‘(a) — m, 


so daß der Wert von /'(a) durch den Wert von I(a + 1) bestimmt ist. Gilt —1<a< 0, also 
a +1>0,sohat /(a + 1) einen Sinn. Wir definieren I(a) durch die vorhergehende Beziehung 
und haben damit die Definition der Funktion /‘(a) auf den Fall —1 < a < 0 ausgedehnt. Ist 
allgemein -—n <a < —(n — 1), so definieren wir, indem wir die Formel (10) anwenden, die 
Funktion I’'(a) durch 


I(a +n) 
dar atnn ie 


Netzen wir hier der Deutlichkeit wegen a= —n-+0(0 <a< 1), so nimmt die Definitions- 
gleichung (33) die Gestalt 


IX(a) = 


I'(«) 


Be a (34) 
(1 —-o)(2—oa).-(n—o) 


Pa —n) = (-1)? 
an. Daraus ist sofort ersichtlich, daß das Vorzeichen von I'(a) für -n<a< —(n — 1) durch 
den Faktor (—1)* bestimmt wird. Bei Annäherung von a an —n oder —(n — 1), d.h. bei 
Annäherung von « an O oder 1, strebt I’(a) von erster Ordnung gegen &. 


9. Man versuche (mit Hilfe von Beispiel 8), die Formeln (7), (9), (15), (20), (26) und (30) auf 
beliebige reelle Argumente zu verallgemeinern (dabei sollen die negativen ganzen Argumente 
und 0 vermieden werden). 


Hinweis. Bei Verallgemeinerung von (30) verwendet man (33). 

Benutzt man die Verallgemeinerung von I'(a) auf negative a, so gilt auch die in Beispiel 7 
bewiesene Beziehung unter der natürlichen Voraussetzung y — & — ß > 0, die für die Konver- 
genz der Reihe F(«, ß, y, 1) notwendig ist (vgl. Nr. 378, Beispiel 4). 

10. Unter Zugrundelegung von (34) beweise man, daß die Ableitung I”(« — n) einmal (etwa 
für = &,) durch 0 geht und das Vorzeichen von (—1)"*!auf (— 1)” wechselt, wenn & von Obis1 
läuft. Für den entsprechenden Wert «= a, — n hat somit die Funktion I’{a) entweder ein 
positives Minimum (für gerades r) oder ein negatives Maximum (für ungerades n); vgl. Abb. 64. 

Man versuche ferner zu zeigen, daß (für wachsendes n) sowohl «, als auch 7’, = |T(a, — n)] : 
monoton fallend gegen 0 streben. 
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Hinweis. Als Grundlage für diese Überlegungen dienen die für 0O<a&<1 geltenden 
Gleichungen 


Ta —n)| 
RENT 
Ile m +) = el | Tem 


n+1—-o (n+1-—o) 
sowie die Beziehung 


Fo) __e _4_ 
To) Sir. 


11. Man zeige, daß sich die Funktion /'(a) für -n <a < —(n — 1) durch das Integral 


= U Per Re EG. 0 EEENRE BR TR 
[* ( Te Tan 2) de 
0 


‚ausdrücken läßt. 


Hinweis. Man wende partielle Integration an; vgl. Beispiel 8. 


12. In Kapitel XI (Nr. 402, Beispiel 10) bewiesen wir einige einfachste Eigenschaften der 
Gammafunktion (vgl. auch Nr. 408), indem wir von der Gaußschen Produktdarstellung (7) 
ausgingen, die für beliebige reelle Werte des Arguments mit Ausnahme von O0 und den nega- 
tiven ganzen Zahlen verwendet wurde. Das gleiche können wir auch bei den anderen unter- 
suchten Eigenschaften tun. 

Genauso kann die Reihe 
D* In T(a) = 2 — 

® In Z’(a) = 3 ————— 
n=0 (a -+ n)? 


unter der zusätzlichen Forderung I1) = I'(2) = 1 als Ausgangspunkt für das Studium der 
Funktion I'(a) bei beliebigen reellen a (mit Ausnahme.von O0 und den negativen ganzen Zahlen) 
dienen. 


13. Zum Schluß weisen wir darauf hin, daß die Funktion IXa) als eindeutige analytische 


Funktion in der ganzen Ebene einer komplexen Veränderlichen a definiert werden kann.!) 
oo 


Dies gelingt, wenn wir von der Integraldarstellung (6) ausgehen und das Integral 1) wie folgt 
zerlegen: | 0 


1 00 
[+ JS = Pia) +). 
0 1 


/ 


Dann läßt sich die Funktion 
1 


\ 1 
Pa) = [tor (es IE dr 
0 


2=0 n! 
0 
1 
on /__ n oo /[__ n 1 
Se „en | ent de = SI — 
n=0 N! , no rn! a+n 


auf natürliche Weise auf die ganze komplexe Zahlenebene übertragen (und zwar als meromorphe 
Funktion, die in den Punkten 0, —1, —2,...., —n, ... einfache Pole besitzt, denen die Resi- 


-1) Diese Bemerkung ist nur demjenigen verständlich, der mit den Grundbegriffen und den 
Termini aus der Theorie der Funktionen einer komplexen Veränderlichen vertraut ist. 
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1 
duen 1,—1, er — .. entsprechen. Die Funktion 


c9 
— aa et dr 
a 


En 


jedoch ist auch für komplexe a sinnvoll und stellt eine ganze Funktion dar. 

Die für positive reelle a bewiesenen Eigenschaften von /‘(a) lasssen sich mit Hilfe des be- 
kannten Satzes über analytische Funktionen automatisch auf die ganze Ebene übertragen (wir 
meinen die Eigenschaften, die mit Hilfe von Gleichungen zwischen analytischen Funktionen aus- 
gedrückt werden können). Insbesondere folgt aus dem Ergänzungssatz (15), den wir auch in der 
Form 

1 


Tina = — sin arr - I'(a) = — sin ar[P(a) + Q(a)] 


schreiben können,!) daß die Funktion I in der ganzen komplexen Ebene holomorph ist. 
Also hat I'(a) keine Nullstellen. (a) 

Abschließend erwähnen wir, daß sowohl die Gaußsche Produktdarstellung (7) als auch die 
Weierstraßsche Produktdarstellung (30) mit Erfolg der Definition der Funktion I'(a) in der 
ganzen komplexen Ebene zugrunde gelegt werden kann. 


539. Berechnung einiger bestimmter Integrale. Wir wenden uns nun der Betrachtung einiger 
Integrale zu, zu deren Berechnung die Gammafunktion und ihre Eigenschaften benutzt werden 
können. ’ 


1. Wir erhielten in Nr. 531, 1°, als wir 


co 
I'(a) = zer e"# de 
0 


nach a differenzierten, die Beziehung (8): 
oo 
.I’(a) = f ztetinxede. 
0 
Setzen wir hier a = 1, so erhalten wir wegen I”(1) = —C 
09 
fe?Inzdx = —C. 
0 
Die Substitution x = —In u führt auf das interessante Integral 
1 
[In (—In u)du = —C. 
0 


Wählen wir dagegen 0a = — und setzen wir x = !?, so gelangen wir zu 


oo 


1 1 Yr 
—ji dt = — u [rei RER 6. 31n 2), 
form: ar} —(C+21n2) 
0 


' 
wie sich leicht aus der Entwicklung (27) unter Berücksichtigung der logarithmischen Ableitung 
ergibt. 


1) In den Punkten, in denen P(a) Pole besitzt, verschwindet sin ar. 
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Wir differenzierten noch einmal nach a und erhielten die Gleichung (8°): 
00 
I”’(a) = f ziert In?zde. 
0 
Für a = 1 folgt hieraus 
oO 
% 12 

IK Inz2de= T’(1)=C?+ = 
0 


oo 2 
Dieses Resultat ergibt sich aus (28), wenn dabei die bekannte Reihe e: == = verwendet 
n=ı N 
wird. Schließlich setzen wir auch hier a = — und x = t#? und finden ein weiteres Integral 


00 
2 
fe In? tdi -e « +21n 2)? + =] 
5 - 
usw. 
2. Man berechne das Integral 
00 
in? 
je [ sin? x de 
c 
0 I 
wobei p ein rationaler Bruch mit ungeradem Zähler und Nenner ist. 


Hinweis. Man benutze die Lobatschewskische Formel (vgl. Nr 497, Beispiel 14); in Über- 
einstimmung mit ihr gilt | 
r/2 
J= f sin? ix dx 
N) 


(vgl. Nr. 534, Beispiel 4(b)). Die Lösung ist 


re... el 


errnin 


| ri) Ip) 


3. Man berechne die Integrale (b > 0) 


oO oo 
a (SE ar 0(<s<i1), B= (Far 0<s<2). 
Pr Pr 
0 0 


Lösung. Es gilt (vgl. (13)) 
0.0) oo 


je +) % 
[ ‚1e?td, also A= ER cos bxz de | z°le”? de. 
I'‘(s) - 
0 0 


1 1 
= Is) 


0 


Durch Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen folgt 


oO >> o0 
8 
De fe EI U Dee, Ve REBAE SR Ve. 
Ti) : Te) ) Ar % 
1) Ö 0 


h 
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oder mit b?t = z? 


00 


s-1 s— 
_b I e-nna I plett Is 
2I‘(s) . Erz 27x) 2'092 


23T) . s£i1 ” 


sin w 2/’(s) cos = 


(vgl. (4) und (5)). Analog ist 
_1 
Beer 
2/Xs)sin r 


Die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen läßt sich hier genauso begründen wie bei 
00 


dem Integral [ — dx in Nr. 524, Beispiel 11. 


4. Wir berechnen nun die Integrale 


oo 00 


sin & sin x < 
Inzde, In? x dx. 
x x 
0 


0 


Auf Grund von Beispiel 3 gilt 


0° ' 
1=  - —— <s<2). 
2T(e)sin — 


Wird dieses Integral (mit Hilfe der Leibnizschen Regel; Nr. 520) nach dem Parameter s diffe- 
renziert, so folgt 


eu Inzde = U RHHNURNE:. SEEEEN I’(s) sin — er > Te) cos 

25. 2 . se]? 2 
ö I'(s) sn — 
2 


Die Anwendung der Leibnizschen Regel ist erlaubt, da das erhaltene Integral gleichmäßig 
bezüglich 8 konvergiert, und zwar sowohl im Fallx = x (fürs > s, > 0; vgl. Nr. 515, 4°) als 
auch im Fall x = 0 (für Ss s,; Majorante |In z|: 24-1). 

Differenzieren wir die erhaltene Beziehung noch einmal (was analog gerechtfertigt werden. 


kann), so finden wir 


oo 
e 2 
DE RR ERE VROUPRBABEHE:.. SRREERERN 5. Ey SE BL 

x° ku BIN 2 2 2 
ö : I’‘(s) sın an 
1 

._ 87 

IX sin — 


En 
2 


2 
T 17% sin > + rzI”(s) cos z _ = I’(s) sin = z 
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Wir setzen in den beiden Gleichungen s = 1 und erhalten so die Werte der gesuchten Integrale: 


co oo 
- TC In de = Rn T’(1), [m zdr = r[I”(1)] ES Zr”) 4- a 
= i e 2 8 


Berücksichtigen wir noch (vgl. Beispiel 1) die Beziehungen 
Pi)=-C, T’W=0 ae 3 


so ergibt sich schließlich 


00 oo 


EBERLE 4 RL RUE 
x 2 x 2 24 


5. Wir fanden schon früher (Nr. 534, Beispiel 4(b)) die Formel 


re/2 
’ T 
sin®®-1o dp = u — (>00). 
Gl T ger 
+3) 
Differenzieren wir sie (mit Hilfe der Leibnizschen Regel; Nr. 520) nach a, so gelangen wir zu 
nf e nr(a + 
BR 1 Yr Ta) dIn /“a) En (+ 5) 
sin22-19 .Insing do = — — — | — — 1 7 |, 
p pay 
2 2 1 da ‚da 


Auf Grund der Gaußschen Formel (25) läßt sich der Ausdruck in eckigen Klammern auf die 
Gestalt 
1 


a-{1j2) _ za- 
t t di 
1—1t 
1) 


bringen. Setzen wir hier 24 — 1 = 2n, wobei n eine beliebige ganze Zahl > 0 ist, und ferner 
t = u?, so finden wir 


1 
[2 Tr Pas u | 
2a Yr (n = 2 ) que 
sin® o-Insinpgdo = — — — | — dw. 
2 I’n-+1 1+u 
0 0 
Für n = 0 liefert diese Beziehung das schon bekannte Integral 
r/2 
Te 
Insinpgdo = = 2. 
0 


Für n = 1 gelangen wir zu dem neuen Integral 


r/2 

: 3 2n — 1)!! 1 1 1 

S en 1 S d _er&an—1)!! 1 => — u 800 — —- — In 2 . 
[ u ee | 173 In ) 


0 
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% 
6. Wir wollen nun die Integrale ö 


09 00 
uU= J erdzyp-1 cosbrd«, = f e-@7.P-1 sin bz de 
0 N) 


(a >0,»> 0) berechnen. 


. Die Lösung läßt sich analog zu Nr. 523, Beispiel 8, durchführen. Für die von b abhängige 
Funktion w = u + iv ergibt sich wie dort die Differentialgleichung 


dw p 

ara riam, 
die wir auch in der Form 

GB ned 

FT 


schreiben können. Es läßt sich leicht zeigen, daß dann 
va — ib)P = c = const 
ist.1) Setzen wir hier b = 0, so ist c = Ip). Damit lautet die Lösung 
_ I) ___ Io) _ 
(a — ib)PP (a? + b2)p 


_ __Ip) b\ .. b 
— (a8 + bajpra [00 (? arctan =) -risin (? arctan =)! . 


(a + ib)? 


Schließlich erhalten wir, wenn wir Real- und Imaginärteil vergleichen, 


T' T' : 
— nm a0, a I ah: 


(a? + dejpra 


wobei wir zur Abkürzung 6 = arctan 2 geschrieben haben. 
a 


Ersetzen wir Ja? -+- b? durch 


bzw. en so lautet das Resultat 
08 O 


sin O 
= Ip) sinP$ cos ph = Fi) cosP 9 cos p0, 
bP ap 
nA sin?’ Osinp9 = A) cosP O sin 90. 
bp ap 


Man versuche, hieraus die Integrale A und B aus Beispiel 3 zu erhalten, indem manp = 1 
b TC 
— 8 setzt und a — 0 streben läßt (für 5 > 0 strebt dann der Winkel 0 = arctan — gegen 7) 


Differenziert man die Integrale w und v nach 7, so kann man eine Reihe neuer Integrale er- 
halten; wir überlassen dies jedoch dem Leser. 


7. Die für die Integrale vu und v erhaltenen Werte erlauben uns, andere interessante Inte- 
grale zu berechnen. Multiplizieren wir beide Seiten von 


00 
B= cos? 0 cos 20 == [ e074P71 cos bx dx 
0 


1) Unter (a + ib)? verstehen wir hier und im folgenden denjenigen Zweig der Potenzfunktion, 
der für b = Oin die positive reelle Zahl «a? übergeht. 
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Ei mit 


altanı-ı 0 __ — ya ab 
cos? 8 


(unter der Voraussetzung 0O<g< p undg < 1) und integrieren wir links nach 0 von 0 bis 
und rechts nach 5 von O bis o0,!) so gelangen wir zu 2 


re/2 


co 
pP-q 
J ı = [ cosP-9-19 sin?! 0 cos 20 do = Fr b9-1 db e-02,P-1 cos bz de. 


Die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen führt hier sofort zum Wert von J,. Zu- 
nächst ist 


oo [0,°) 
aP-4 cos bz 
Jı = Pad db; 
je 


aus Beispiel 3 läßt sich für das innere Integral leicht der Wert I’(gq) cos = - x herleiten, so 
daß 


oo 
aP-4]’(g) cos = / 
Io —————_ 1 0-927P7-041dr 
i Ip) h 
und schließlich 
re/2 | , 
J; = fer 6 sin?10 cos 20 dd = I‘q) Ip BE q) cos gu 
Ip) 2 
0 
ist. Analog gilt j 
r/2 ö 
J,= f cosP-9-1 0 sin?-10sin 90 d0 = KDP—g sin 48 3 
| Ip) 2 


0 


Wir zeigen nun, daß die Änderung der Reihenfolge der Integrationen gestattet ist, ohne die 
selbstverständlich das Resultat nicht hätte hergeleitet werden können. Da das Integral 


[e 0} 
J zp-1 e-0xh9-1 cos bx dx 
0 t 


fürü<bdb, Sb SB< o gleichmäßig konvergiert, gilt 


ko e) B 
fi 39-1 db J- zPp-I e-08 cosbr de = f e-d2g.p-1 dr f 69-1 cos bx db 
b, 0 bo 
oo Br 
4 — f e027zıP-9-1 dr f uT! cos u du. 
1) b,r 


1) Der Zusammenhang zwischen den Veränderlichen b und ® wird durch die Beziehungb = «a. 
x tan 0 (a = const) hergestellt. 
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Das innere Integral strebt für db, > 0 und B r Ei > 
stiert und dabei beschränkt bleibt: EEE BR u?! cos u du, das exi- 


Br 
J ur! cos u du 
b,r 


SL. 


Also wird der ganze Integrand von der Funktion L, e-02,p-9-1 majorisiert, der Grenzübergang 
b, >0O und B— oo ist unter dem Integralzeichen zulässig, usw. j 


8. Wir setzen 
1 
1— «nm 


yi)= DhTi)= / 


0 


dr — CC 


 — 


(vgl. (25)). Dann ist 


xP — 21 
f T_, ®@=vat+l)-yo +1) 
0 

für +1>0,9-+1> 0). Mit Hilfe dieser Formeln wollen wir das Integral 


1 
(1 — 2°) (1 — 2P) 
(1—z)Inz 


Je de (a>-1,$ß>—-Lo+ß> —i) 


berechnen. Seine Ableitung nach « lautet 


1 
aJ ze(1 — zB) d., To-+ı) 
BE 3 Se 1) — EA ER. Su) 
2 / erh EL EN EEE en 

Daher ist 

T«-+1) 

J= In — — 120 
"Te+ß+n" 


Wegen J=0 für = 0 muß notwendig C = In I(ß + 1) sein und demzufolge 


_ m et Dr +n. 
Analog lassen sich die folgenden Integrale und ähnliche berechnen (dabei ist «> —1,a& + 
>—-La+y>-La+p+y>—D: 


m te Bern urtetn 
(1—-z)inz Ta +1) Ic +ß+y+1) 


.- fer zauen 


1—z)Inz 


Ta +1) IB +1 IW +1) To +B+y+D, 


—1 
"Te +B +) Ta+y+DIB+Y HN 
Setzen wirin X 


1 
Cy 


127 
y oz ß 
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so gelangen wir zu 


a+-1 b 
01 _ gb-ı r( 2 (5) 
——— d ——— m nn (a,b >0); 


d+)me 7 rfsjrett) 
2 2 


fürdb = 1 — a erhalten wir hieraus das interessante Integral 


fe] 4% 


ar 
drımt di = Intan > <a<H!). 

Die angegebenen Beispiele genügen, um zu zeigen, wie sich unsere Möglichkeiten, Integrale 
in geschlossener Form darzustellen, dank der Einführung der Gammafunktion erweitern lassen. 
Sogar in den Fällen, in denen die geschlossene Form keine anderen als elementare Funktionen 
enthält, wird ihr Auffinden häufig (mindestens in den Zwischenrechnungen) durch Benutzung 
der Gammafunktion erleichtert. 


540. Die Stirlingsche Formel. Wir wenden uns nun der Herleitung von Näherungsformeln für” 
In. Ta) und der Frage nach der Berechnung der Werte von In !a) und der Gammafunktion 
selbst zu. Als Ausgangspunkt dient die Beziehung (24) für die logarithmische Ableitung von 
I'(a): 


oO 
Din I(a) = DR 5 
x i- eo? 
1) 


Da der Integrand für x >20 unda > Oinz und a stetig ist (für x = 0 kann man sich durch 
Reihenentwicklung davon überzeugen) und - Integral im Fall x = oo gleichmäßig bezüglich 


a für a Za,> 0 konvergiert (Majorante - — — + Dr ): darf unter dem Integralzeichen 
nach a von 1 bis a integriert werden: | 
oo 
-Ti __ a-0T 
In (a) = [ [« I): — BR =, a5: 
1— oe? x 
0 


Wir ändern nun das Vorzeichen der Integrationsvariablen, d.h., wir gehen zum Intervall 
(— 00, 0] über: 


0 
In Ta) = [ + (a — 1) 2 =. (35) 


Auch dieses Integral konvergiert im Fall x = —oo gleichmäßig für O<u, Sa SA< 0; 
integrieren wir wieder unter dem Integralzeichen nach a, jetzt von a bis a -+ 1, so folgt 


a+l 


0 
k(a) = 5 In T'(a) da = [ = ER RER (« — 3) 2 (36) 
x  ee—1 2 x 


Zur Vereinfachung von (35) benutzen wir das eben erhaltene Integral sowie das elementare 
Frullanische Integral (Nr. 495): 


oo 0 
; -T __ n-0T ar __. oT 
I | ee. [ee (37) 
2 2 2: 2 x 
0 
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Subtrahieren wir (36) von (35) und addieren wir dazu (37), so finden wir : = 
0 ö \ 
In a) — Ra) + —ina= [ 1 ERS eur 
2 ei = 2 x 
und setzen wir zur Abkürzung 
0 
1 1 1 | e* dx | 
er Er n =oal) (38) 
— 00 


sowie statt R(a) den schon bekannten Ausdruck (19) des Raabeschen Integrals ein, so erhalten 
wir Pr 


In I(a) = In Y2r + (« — 3) Ina —a-+ola). (39) 


‚ In Kapitel XII (Nr. 441, Beispiel 10) fanden wir die für alle x +0 gültige Partialbruch- 
zerlegung 


at 2x 


cothr = 2 + —, 
z 1% + kn? 


Ersetzen wir hier x durch rT so folgt (vgl. Nr. 449) 


‘ 


x x © 9x2 
Be | er 
et —1 = 2 en x? + 4k?n? 
oder schließlich 
1 1 1 1 1 
A a a Ar mr 


In f(x) erkennen wir die Funktion wieder, die im Integranden von (38) steht. 
Wir wählen nun eine beliebige nichtnegative ganze Zahl m und ersetzen jedes Glied der Reihe 
durch die entsprechende Summe: 
1 1 2 a 


Ze 


+ (—1)m1 ——— aan + (—1)m EEE ae BE \ 
(4k22) m (4k2n2)mt1 : 22 
4k?r 


Die Summanden der Bi 


zn 


n—1 
(1) Teer 


(1<n<m) 


oo 1 . , 
summieren wir über k (k = 1, 2,3, ...). Setzen wir wie abi en San, go gelangen wir zu 
dem Resultat ö = / 


(—1)r-1 2n—2, / 


Führen wir noch die n-te Bernoullische Zahl 


2(2n)! 


— 40 
in (40) 


47* 
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ein (Nr. 449), so nimmt es die Gestalt 


(— 1) _Ba_ gan—2 


2(2n)! 
an. Summieren wir die letzten Summanden, die mit dem Faktor tt _ versehen sind 


4k°r2 
(diese Faktoren sind positive echte Brüche), so gelangen wir zu dem Glied 


(pm 5 m _ zum, 
2(2m -F 2)! 


wobei Ö ein positiver. echter Bruch ist. Für f(x) ergibt sich damit 


Br Bm 


ER cc: SEN u) ER. ass _1\m-1 2m-2 
Wen grg? ie Du era 
+ (—1)m 5 — mit _ „um 0<d<i1). 
(2m + 2)! 
Diesen Ausdruck setzen wir in (36) ein und integrieren gliedweise. Wegen 
o * co " 
f eArzen de — f e-02,% de — Zn)! 
adn+ı 
— 009 0 
und 
) 0) 
R 
I errdz22m de = 0 f e07,y2m de — — (0 <0<1)}) 
— 00 co 
finden wir 
B, 1 B, 1, DB 1 Ba 1 
m mn nn nn ni PER EEFAN er 
a 1-2a 3-4 Fu 6 0° ren (2m — 1) 2m a’m-1 
+ (mo — m —_—_ 2 (0<0<N. 


(2m + 1) (2m + 2) atmtı 


Wenn wir schließlich in (39) für I(a) diesen Ausdruck einsetzen, so erhalten wir die Be 
Formel 


- 
B 1 
79 (2m — 1) 2m am 
+ (—1)m 9 Ban+i 1 0<8<1). (ai) 


(2m + 1) (2m + 2) aam+1 
Im einfachsten Fall m = 0 nimmt sie die Gestalt 
In Ta) = In Y2r + De Da (<0<1) 
2 12a 
an. 


1) Wir weisen darauf hin, daß ö von x abhängt, 0 jedoch nicht, 


541. Berechnung der Eulerschen Konstanten 721 


Wenn wir statt des Restgliedes, das den Faktor 0 enthält, die Glieder der unendlichen Reihe 
aufschreiben, so ergibt sich die sogenannte Stirlingsche Reihe: 


— 1 Bi B1 
In I(a) m ’In Y2r a— —Ilna — —. — _— —._— +2. 
+ 5) "5 a 3-4 a? = 
BBRn. .; VEIEER 
(2m — 1) 2m am! 


ae (41a) 


Diese Reihe ist divergent; auf Grund von (40) strebt nämlich der absolute Betrag des allgemeinen 
Gliedes der Stirlingschen Reihe mit n über alle Grenzen: 


B, 1 102m —2)! : 
On —_ Nm nm ie (Amayan-ı Sp > ox für nom. 

Trotzdem ist diese Reihe für die angenäherte Berechnung der Funktion In /'(a) oft sehr nütz- 
lich, da sie die asymptotische Entwicklung dieser Funktion ist und gleichzeitig um diese Funk- 
tion alterniert. Wir stießen schon früher sowohl auf die Stirlingsche Formel als auch auf die Stir- 
lingsche Reihe für In (n!); vgl. Nr. 469, Formel (26) und (27). Die eben erhaltenen Entwick- 
lungen sind jedoch allgemeiner. Wollen wir aus ihnen die Resultate von Nr. 469 erhalten, so 
müssen wir a = n Setzen und außerdem In n hinzufügen, da In) = (n — 1)! und nicht »! ist. 
Auch in dem hier betrachteten allgemeinen Fall ergibt sich, wenn wir entlogarithmieren (vgl. 
Nr. 464, 3°), die asymptotische Entwicklung der Funktion Ia) selbst (vgl. Nr. 469). 


u 


541. Berechnung der Eulerschen Konstanten. Wir kehren zur Formel (39) zurück und diffe- 
renzieren sie nach a: 


Durkeha- — le: 
a 
Dabei ist 
0 
w’(a) = f x erf(x) de. 


00 


Mit Hilfe der Überlegungen aus Nr. 540 erhalten wir 


2 24a 4 a* Ss Im am 
Ti Banrı 1 , 
+ (—1)mH1 97 —— —— 0 <6H’<IN). (42) 


2m + 2 amt? 


Hieraus folgt die asymptotische Entwicklung 


1 B 13, B1 2, 1 
PET TE, DEREN cn. en EEE a 
Zn 2 2a 2 a“ 4 a? u 2n zen r 

Formal kann sie durch gliedweise Differentiation der Stirlingschen Reihe (41a) hergeleitet 
werden.!) 

Aus (42)kann ein zweckmäßiges Verfahren zur Berechnung der Eulerschen Konstanten C 
gewonnen werden. Ersetzen wir in der Gaußschen Formel (25) die Konstante a durch eine 
natürliche Zahl %, so finden wir 


A 2 


1a 
= IT 4 Dinro. 
1-1 
0 


1) Somit ist im vorliegenden Fall die gliedweise Differentiation der asymptotischen Entwick- 
lung gestattet (vgl. die Bemerkung in Nr. 464, 8. 496). 
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1 — 11 
Nun ra =1+t!+-- + 1672, also 
2. 
Den 14 Er PEN. SEHR 
It k—1 
1) 


Benutzen wir (42) für a = k, so = sich schließlich 


1 1 
Ben ae IE BORN SERE DE 
e +Z A en tor er Tom Tom 
A B 1 
— 1)% n+1 ‚ s 
are m = in tzmem 3 P<O<H 


Mit Hilfe dieser Formel errechnete EULER, indem er k = 10 setzte und die Glieder bis ein- 
schließlich &12 berücksichtigte, den Wert von C auf 15 Dezimalen: 


C = 0,577215664901 532... 


542. Aufstellung von Tafeln für die dekadischen Logarithmen der Gammafunktion, Wir wol- 
len noch ganz kurz angeben, wie man solche Tafeln aufstellt. 

Wir kehren zu der Formel (27) zurück, die wir, nachdem wir a durch a + 1 ersetzt haben, 
in der Gestalt 


dinTii+a) x 1_ 1 
da u +2. = 


schreiben. Durch (2 — 1)-malige Differentiation gelangen wir zu der n-ten Ableitung 


d”’In Z(1 -+a) ren 
a Er 


(die gleichmäßige Konvergenz rechtfertigt die gliedweise Differentiation). 
Auf diese Weise erhalten wir die Koeffizienten der Taylorschen Reihe: 


1 |\d"In7(1-+a) 8, | 
—|— 7700 = (IP mit =. —. 
ni! | da? I. N — = 2 kr 


Für ja] < 1 gilt dann 
1 1 1 
ni -+a= —-Ca+ = 8a? — zT 850° + ur — 


Da die Zahlen s; (für große &) in der Nähe von 1 liegen, ist es zweckmäßig, zu dieser Reihe die 
(ebenfalls für |a| < 1 gültige) Beziehung 


nit+a)=a--e+-ad- ar. 


zu addieren. Damit ist 


1 
n/i+a=—Iın(l+a)+(1—Ca+ — (2 - 1)a? — 5 (& — la?’ + -- 
Wir multiplizieren nun mit dem Modul M, setzen 


1 1 
Mi1-cC)=(, ;#Ma-D=0. ae) u DB 


542. Aufstellung von Tafeln für die dekadischen Logarithmen der Gammafunktion 123 
BE u 0 en oe ee le 


und finden 

In7i+a)= —In(1+a) + (a -+ C,a? — C,a? + O,ai Eure (43) 
Wir ersetzen hier a durch —a und subtrahieren die so erhaltene Entwicklung 

In (1 —a) = —In(1—a) — Ca + Oza? + Oya? + O,ad + 


von (43.) Da auf Grund des Ergänzungssatzes 


Ti -a)ITi+a)= —“ 
sın AT 


und demnach 


In Z(1 —a)= —InT(1-+a) + In a 
sin ar 
gilt, gelangen wir zu 
1 ar 1 1-+a 
In T(1 = —| ——|] —_ (La? — Ca — +. 
n/(1-+a) re wa + Ca — Oza? — Osa (44) 


LEGENDRE gab die Werte der Koeffizienten CO‘, (für » <s 15) und deren Logarithmen an und 
berechnete mit Hilfe der Beziehungen (43) und (44) die dekadischen Logarithmen von /'(a) für 
1 <Sa< 2 mit der Schrittweite 0,001, und zwar zuerst auf sieben und dann auf zwölf Dezimal- 
stellen. 


Damit schließen wir das Studium der Gammafunktion ab. Wir sehen, daß wir, aus- 
gehend von ihrer den Parameter a enthaltenden Integraldarstellung, nicht nur mit 
ihren Eigenschaften vertraut wurden, sondern auch lernten, die Funktion zu berech- 
nen. Diese neue Funktion beherrschen wir nun genauso wie die elementaren Funk- 
tionen. 
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EvLer, L. 54, 240, 248, 315, 331, 334, 335, 
348, 364, 365, 424, 477, 498, 558, 651, 689, 
695, 707, 708, 722 

Euler-Maclaurinsche Formel 498, 503 

— —; Restglied 498 

— Konstante 504 

— Reihe 499, 504 

Euler-Poissonsches Integral 559, 654 

Eulersche Formeln 477, 485 

— Konstante 254, 504, 702, 704, 705, 711, 
721, 722 

— Reihe 420, 450, 456 

— Reihentransformation 355 

— Substitutionen 54, 56, 59 

— Summenformel 498, 503 

— — bei Näherungsrechnungen 500ff., 

— —; Restglied 498 

— Summierungsmethode 330 

—s Integral erster Gattung 682 

—s — zweiter Gattung 684 

—s Produkt 689 

Evolute; natürliche Gleichung 172 

Evolvente 167 

— der Kettenlinie 167 

Exponentialfunktion 301, 415, 417, 430 

— ; Potenzreihe 339, 476 

— im Komplexen 476 

— ; Zusammenhang mit trigonometrischen 
Funktionen 476f., 4801. 

Exzentrizität einer Planetenbahn 466 


Fakultät; Zusammenhang mit der Gamma- 
funktion 686 

Fakultätenreihe 289 

Feder 218 

Federkonstante 218 

FEJER, L. 640 

Fejersches Integral 640 

Figur, quadrierbare 174 i 

Fläche, glatte 190 

Flächeninhalt, Bestimmung 89ff. 

— einer Ellipse 184 

— einer ebenen Figur 174 

— — — —; Additivität 175 
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Flächeninhalt einer ebenen Figur; Bedingun- 
gen für die Existenz 174ff. 
— — — — als Grenzwert 174 
— —— — —, innerer (äußerer) 174 
— — — — als Integral 179 
— einer Rotationsfläche 199 
— als Stammfunktion 17 
— eines krummlinigen Trapezes 89, 179 
— — — — als Grenzwert einer Summe 90 
— einer Zylinderfläche 204 
Form, positiv definite 318 
Formel für die partielle Integration 31, 121 
— — — —, verallgemeinerte 31, 121 
FRESNEL, A.J. 656 
Fresnelsche Integrale 656 
FROBENIUS, G. 370 
— ; Satz 372, 378 
FRULLANI, G. 567 
Frullanische Integrale 567, 673 
Fundamentalfolge 91 
Fundamentalsatz der Algebra 619 
Funktion, analytische 413, 414, 450, 458, 462 
—, — ; Eindeutigkeit der Entwicklung in eine 
Potenzreihe 410 
—, — ;asymptotische Entwicklung 491 
—, Dirichletsche 99 
— , erzeugende, der Besselfunktionen 320 
—, —, der Legendreschen Polynome 451 
— , implizite 435, 458 
— , integrierbare 91 
—, — ; Eigenschaften 97f. 
—, — ; Einteilung in Klassen 95ff. 
— , logarithmische, im Komplexen 478 
—, — ; Potenzreihe 340 
— , nichtbeschränkte 529 
—, von einem Parameter abhängige 597 
—,.- — — ; gleichmäßiges Streben gegen 
eine Grenzfunktion 597 
—, periodische 128 
—, primitive 13 
— , quadratisch integrierbare 540 
— , rationale; Integral zwischen unendlichen 
Grenzen 569 
— ; singuläre Stelle 529, 532 
— , stetige nirgends differenzierbare 440 
—, einer komplexen Veränderlichen 472 
— en, hyperbolische; Substitution 29 
— en, trigonometrische; analytische Defini- 
tion 437 
— en, —, und Hyperbelfunktionen 183 
—en, — ; Integration 70ff. 
—en, — ; Substitution 29 
—en, —, und ihre Umkehrfunktionen 480 
Funktionenfolge, konvergente 387 
—, gleichmäßig konvergente 390, 393, 394 
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Funktionenreihe 388 
— ; Stetigkeit der Summe 408 


Gammafunktion 334, 684 

— ; logarithmische Ableitung 434, 701, 704 

— ; eindeutige Bestimmung durch ihre Eigen- 
schaft 691, 693 

—, graphische Darstellung 687 > 

— ; Ergänzungssatz 348, 688 

— ; Eulersche Formel 702 

— ; —s Produkt 689 

— ; Extrema 686 

— ; Gaußsche Formel 702 

—; — Produktdarstellung 334, 685 

— ; Legendrescher Verdopplungssatz 691 

— ; Multiplikationssatz 702 

— ; Rekursionsformel 334, 686 

— ; Tafeln für die dekadischen Logarithmen 
722 

— ; Weierstraßsche Produktdarstellung 335 

— ; Verallgemeinerung 709 

— ; Zusammenhang mit der Betafunktion 687 

Gauss, C. F. 131, 133, 432, 468, 619, 702 

Gaußsche Ebene 468 

— Formel für die logarithmische Ableitung 
der Gammafunktion 702 

— — zur Integraltransformation 131 

— Produktdarstellung der Gammafunktion 
334, 685 

— hypergeometrische Reihe 263, 278, 332, 
432, 699, 

—r Beweis des Fundamentalsatzes der Al- 
gebra 619 

—s Kriterium 262 

Gleichung, natürliche, der Evolute 172 

—, —, einer Kurve 168 

GOLDBACH, CH. 314 

Grenzfunktion; Ableitung 408 

— ; Grenzwert 407 

— ; Integral 407 

Grenzübergang, gliedweiser, bei Reihen 400 

— unter dem Integralzeichen 408, 601, 609, 
632, 633, 677 

— ; Vertauschung mit Differentiation 408 

Grenzwert 91 

— eines Integrals bezüglich des Parameters 
408, 601, 609, 632, 633, 677 

Grenzwertmethode 46 

Grundintegrale 18 

GULDIN, P. 213 

Guldinsche Regel, erste 213 

—  — , zweite 215 


HADAMARD, J. 280 
Hadamard-Cauchyscher Satz 280 


Halbkugel 225 

Harpy, G. H. 374, 381, 490, 528, 673 

Hardy-Landauscher Satz 373 

Hauptsatz der Differential- und Integral- 
rechnung 115, 119, 509, 533 

Hauptwert (Valeur principale = V.p.) eines 
uneigentlichen Integrals 541, 544 

Hauptzweig einer mehrdeutigen Funktion 478 

HERMITE, CH. 136 

Höhenformel, barometrische 238 

HÖLDER, O. 141, 370 

Höldersche Methoden 380 

— Ungleichung 141 

Hyperbel 165, 182 

Hyperbelfunktionen und trigonometrische 
Funktionen 183 

hypergeometrische Differentialgleichung 432 

— Reihe 263, 278, 332, 432, 699 

Hypozykloide 172 


Identitätssatz für Potenzreihen 409 
imaginäre Achse 468 
— Einheit 467 
Imaginärteil 467 
. bestimmtes 91 
—, —; Ableitung nach der oberen (unteren) 
" Grenze 108 
—, —; Anwendungin Mechanik, Physik und 
Technik 208ff. 
—, — ; Bedingung für die Existenz 91, 94, 100 
—, —; Berechnung mit Hilfe der Integral- 
summen 111 
—, —;— — — der Stammfunktion 115 
—, — ; Eigenschaften 101ff. 
—, —, als Funktion der oberen Grenze 107 
, —, über ein orientiertes Intervall 101 
—, — ; Substitution der Veränderlichen 124 
_ , Eulersches, erster Gattung 682 
se — , zweiter Gattung 684 
— , Euler-Poissonsches 654 
—, Fejersches 640 
—, von einem Parameter abhängiges 597, 607 
—, — — — — gleichmäßig konvergentes 621, 
628, 625 
—, Poissonsches 113 
— , unbestimmtes 13, 14 
—, — ; Abtrennung des algebraischen Teils 64 
—, —, und Flächeninhalt, 16f. 
—, — ; geometrische Illustration 13 
—, —; Eigenschaften 14 
—, — ; Existenz 108 
_, a ee 265 
—, — ; Analogie zu Reihen 512. 
—, — ; Bedingungen für die Existenz 534. 
—, — ;angenäherte Berechnung 585ft. 
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Integral, uneigentliches divergentes 507, 529 
—, — —; verallgemeinerter Wert 544 
—, — ; Eigenschaften 513, 546ff. 
—, —, einer nichtbeschränkten Funktion 529 
—, —, mitunendlichen Grenzen 507, 532 
—, —; Hauptwert (V. p.) 541, 543 
—, —, konvergentes 507, 529 
—, — ; Konvergenzkriterien 515ff. 
— ; Vergleichskriterium 514 
Integeaie: Abelsche 80 
— , Darbouxsche 94 
—, elliptische 81, 87, 164 
—, —,in Legendrescher Form 87 
—, —,in Normalform 83 
—, nicht in geschlossener Form darstellbare 
35, 50, 78, 81, 87, 421 
—, Fresnelsche 656 
— , Frullanische 567 
—, Laplacesche 637, 655 
— , Legendresche 639 
— ; Näherungsmethoden 142ff. 
— , pseudoelliptische 81 
— , vollständige elliptische 132, 154, 166, 173, 
199, 326, 427 —428, 615 | 
Integralkosinus 78, 519, 583, 595 
Integralkriterium 265 
Integrallogarithmus 78, 543, 593: 
Integralsinus 78, 519, 583, 595 
Integralsumme 91, 101 
Integrand 14 
— , rational gemachter 48, 49, 54, 70, 80 
Integration 13 
— rationaler Brüche 42 
— eines binomischen Differentials 49 
— in geschlossener Form 35 
— einer geraden Funktion 128 
— einer periodischen Funktion 128 
— einer ungeraden Funktion 128 
— trigonometrischer Funktionen 70ff. 
— , gliedweise, bei Reihen 402 
— eines Integrals nach dem Parameter 605, 
609, 649, 681 
— unter dem Integralzeichen 605, 609, 649, 
681 S 
— von Partialbrüchen 36 
—, partielle 31, 121, 550° 
— durch Substitution 24, 124 
— von Wurzelausdrücken 43, 
487 
Integrationsgrenzen 91 
Integrationsregeln 19, 20 
Interpolation, parabolische 145 
Interpolationsformel, Lagrangesche 145 
Intervall, orientiertes 101, 546 
Intervallfunktion, additive 208 


54, 62, 486, 
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JAacoBı, C. G. J. 236 
JAHNKE, E. 132 

JENSEN, J. L. 142 
Jensensche Ungleichung 142 
JORDAN, C. 156, 174 
Jordankurve 156 

Joulesche Wärme 512 


KANTOROWITSCH, L. W. 585 

Kardioide 165, 172, 186, 203 

Kegel 195 

KEPpLer, J. 466 

Keplersche Gleichung 466 

Kettenlinie 161, 171, 181, 194, 202 

— und ihre Evolvente 167, 168 

Klasse der rationalen Funktionen 36 

Kxoprr, K. 290, 380 

Knopp-Schneescher Satz 380 

Komplementärmodul 616 

Konvergenz 243, 387 

— , absolute 277 

—, bedingte 277 

—, gleichmäßige 388, 390 

— , nicht absolute 277 

—, quasi-gleichmäßige 399 

Konvergenzabszisse, endliche 288 

Konvergenzbereich 279, 280 

konvergenzerzeugender Faktor 653, 656 

Konvergenzintervall 280 

Konvergenzkreis 474 

Konvergenzkriterien 247 —251, 254— 258, 
260—270, 273, 275—277, 286, 307, 394, 
396 

Konvergenzprinzip 275 

Konvergenzradius 280, 474 

Körper, kubierbarer 188 ° 

Kosinus, Additionstheorem 301 

— ; analytische Definition 437 

—, hyperbolischer 183 

—, —,im Komplexen 480 

—, — ; Potenzreihe 339 

—, — ; Produktdarstellung 349 

—, Potenzreihe 339, 480 

— ; Produktdarstellung 345 

Kotanges, hyperbolischer 444, 481 

— ; Partialbruchzerlegung 434 

— ; Potenzreihe 444, 456, 481 

Kreisevolvente 163, 170, 172 

Kreisfunktionen siehe Funktionen, trigono- 
metrische 

Kreiskegel 194, 224, 225 

Kriterien, Abelsche 272, 286, 396, 517 

—, d’Alembertsche 255, 262, 277, 471 

—, Cauchysche 254, 271, 514, 535 

Kriterium, Bertrandsches 262 


Kriterium, Dirichletsches 396, 517 
— , Ermakoffsches 268 

— , Gaußsches 262 

—, Kummersches 260 

— , Raabesches 256 

— , Weierstraßsches 394 
Krümmung 168 
Krümmungsradius 168 
kubierbarer Körper 188 

Kugel 195 

Kugelzone 202 

Kummer, E. E. 260 

Kummersche Reihentransformation 359 
— Zahlenfolge 260 

—s Kriterium 260 

Kurve; glatte 178 

—, rektifizierbare 157 

— , unikursale 80 


LAGRANGE, J. L. 338 

Lagrangesche Interpolationsformel 145 

— Reihe 464 

—s Restglied 338 

LAGUERRE, E. 552 

Laguerresche Polynome 552 

LAMBERT, J. H. 290 

Lambertsche Reihe 290 

LAnDAU, E. 289, 373 

Landauscher Satz 289 

LANDEN, J. 131 

Landensche Transformation 131 

Länge einer Kurve 157, 159 

— einer Raumkurve 173 

LAPLACE, P. S. 466 

Laplacesche Integrale 637, 655 

LEGENDRE, A. M. 87, 88, 682, 684, 723 

Legendresche Form der elliptischen Integrale 
87 

— Funktionen 88, 109 

— Integrale 639 

— Polynome 127, 138, 451, 488, 611. 

— —‚erzeugende Funktion 451 

— —; Rekursionsformel 140 

— Relation 616 

—r Verdopplungssatz 691 

LEIBNıZz, G. W. 17, 90, 603 

Leibnizsche Regel 603, 647 

— Reihe 340 

—r Satz 282, 288 

Lemniskate 166, 187, 203 

— ; Bogenlänge 166 

LINDEMANN, F. 137 

LIOUVILLE, J. 87 

LOBATSCHEWSKI, N. I. 561, 579 

Lobatschewskische Formeln 561, 612 


logarithmische Spirale 163, 171, 172 

Logarithmus, näherungsweise Berechnung 
352ff. 

— im Komplexen 478 

— ; Potenzreihe 416, 444, 462, 479 

Logarithmusfunktion siehe Funktion, log- 
arithmische 

Lösch, F. 132 

Lösung, allgemeine, einer Differentialglei- 
chung 228 

— von Gleichungen mittels Reihen 458 


Macuımn, J. 351 

Machinsche Formel 351 

MACLAURIN, ©. 264, 265, 498 
Maclaurin-Cauchysches Integralkriterium 264 
Maclaurinsche Reihe 38 

Majorante 249, 394 

Majorantenkriterium 249 

MARIOTTE, E. 219 

MARKOFF, A. A. 362 

Markoffsche Reihentransformation 362 
MASCHERONI, L. 254 

Mascheronische Konstante 254 

MERTENS, F. 304 ' 

— ; Satz 304 

Methode der sukzessiven Approximation 435 
— der unbestimmten Koeffizienten 41, 448 
— der Majorantenreihen 461 

— der arithmetischen Mittel 370 
MINKowsk1, H. 141 

Minkowskische Ungleichung 141 

Minorante 249 _ 

Minorantenkriterium 249 | | 
Mittel, arithmetisch-geometrisches 131 

— , harmonisches 247 


Mittelwertsatz der Integralrechnung, erster 


105, 548 

—  — —, rerallgemeinerter 106 

— — —., zweiter 109, 549 

Modul eines elliptischen Integrals 83 

— -- — —, komplementärer 616 

— des dekadischen Logarithmensystems 353, 
589 

-- einer komplexen Zahl 468 

DE MoIVvRE£, A. 346 

Moivresche Formel 346 

Moment, statisches, einer ebenen Figur 214 

— , —, eines Körpers 223 

, —, einer mit Masse belegten Kurve 211 

—, —, einer Rotationsfläche 223 


—, —, einer Zylinderfläche 224 


Näherungsmethoden zur Berechnung von In- 
tegralen 142 ff. 
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Näherungsrechnungen mit Hilfe von Reihen 
3498. 

Newron, I. 17, 50, 344 

Newtonsches Gesetz 511 

Newton-Leibnizsche Formel 115 

—r Satz 17 2 

Normalform eines elliptischen Integrals 83 
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OÖSTROGRADSKI, M. W. 42. 

Ostrogradskische Formel 43 

—s Verfahren zur Abtrennung des rationalen 
Teils eines Integrals 42 


Parabel 17, 162, 216 
Paraboloid 195 

Paradoxon von BERNOULLI 313 
Parameter 597 

Partialbrüche 36, 38 

— ; Integration 36 
Partialbruchzerlegung 22 

— von cotx 433 

— von coth x 434 

— von 1/sin x 434 

— von 1/sin? x 434 

— von 1/sinh x 434 

— vontanr 434 
Partialsumme 242 
Partikularlösung 223 

Pendel, mathematisches 235 
Permanenzbedingung 365 
POoINcARE, H. 492 

Poısson, S. D. 113, 365, 367 
Poissonsche Formel 241 

—s Integral 113, 129 

Potential 511 

Potenzfunktion 483 

— ; Hauptwert 485 

Potenzreihe 279, 336, 473 

— ; Addition 442 

— ; Differentiation 411, 413 

— ; gliedweise Differentiation 412, 475 
— ; Division 451 

— ; Eindeutigkeit 410 

— ; Identitätssatz 409 

— ; Integration 411 

— ; Konvergenzbereich 279, 280 
— ; Multiplikation 442 

— ; Stetigkeit der Summe 408ff, 
— ; Substitution in eine andere 445 
— ; Subtraktion 442 

— ; Umkehrung 461, 465 

— in mehreren Veränderlichen 324 
— inzwei Veränderlichen 320 
Potenzreihenmethode 365 
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Produkt, unendliches 324 

—, —, absolut konvergentes 329 

—, —, divergentes 325 

‚ —, konvergentes 325 

— , —; Kriterien für Konvergenz bzw. Diver- 
genz 327£f. 

Produktreihe 298 

— , Cauchysche 299, 375 

Prozeß, adiabatischer 220 

— , isothermer 219 

pseudoelliptische Integrale 81 

Puffer 218 

Punktfunktion 211 


Quadratur 18 
Quotientenkriterium 255 


RAABE, J. L. 256, 690 

Raabesche Formel 690 

— Zahlenfolge 256 

—s Integral 690 

—s Kriterium 256 

Rationalmachen des Integranden 48, 49, 54, 

. 70, 80 

Raumkurve 173 

Reaktion, chemische 234 

Realteil 467 

BRechteckformel 143 

— mit Restglied 149 

Rechteckmatrix, unendliche, mit zwei Ein- 
gängen 306 

reelle Achse 468 

Reibung 239 ö 

Reihe (unendliche) 242, 470 

— , absolut konvergente 312, 471 

— , alternierende 282, 490 

—, asymptotische stehe Entwicklung, asym- 
ptotische 

—, bedingt konvergente 293, 312 

—, beständig konvergente 280 

—, binomische 343, 415, 430, 447, 484 

— , gliedweise Differentiation 404, 475 

—, divergente 243, 309 

—, — ; verallgemeinerte Summe 365 

— ; Eigenschaften 245ff. 

— , geometrische 243 

— ; gliedweiser Grenzübergang 400 

— , harmonische 247, 248, 251 

— , hypergeometrische 263, 278, 332, 432, 699 

— ; gliedweise Integration 401 

— , konvergente 243, 309, 471 

— ; Kriterien für Konvergenz bzw. Divergenz 
247 —250, 254—258, 260270, 273, 275 
bis 277, 286, 307, 394, 396 

—, Leibnizsche 340 


Reihe (unendliche), vom Leibnizschen Typ 
283 

—, logarithmische 340, 488 

— ; Lösung von Gleichungen 458 

— „ mehrfache 324 

— , nicht absolut konvergente 295, 312 

— , oszillierende 364 

—, positive 247 

— , semikonvergente 506 

— ; Stetigkeit der Summe 397 

— ; Substitution in eine andere 445 

— ; Summe 470 

— , überall konvergente 280, 289 

—, im Vorzeichen alternierende 282, 490 

—, um eine Zahl alternierende 490 

— , zweifache 306 

— siehe auch Potenzreihe 

Reihenabschnitt 242 

Reihenglied 242 

Reihenmultiplikation 297 ff. 

Reihenrest 245 

— ; Abschätzung 266, 283, 349 

Reihentransformation 400 

—, Eulersche 355 

— , Kummersche 359 

— , Markoffsche 362 

Reihenwert 243 

Rekursionsformel der Betafunktion 683 

— der Gammafunktion 334, 686 

—n für binomische Differentiale 52 

—n für Integrale von sin’ x cos# x 73, 74: 

—n für bestimmte Integrale 120ff. 

Rest einer Reihe 245 

— eines Produktes 327 

RıEMmAnN, B. 91, 295 

Riemannsche Summe 91 

— Zetafunktion 248, 301, 431, 699 

—r Umordnungssatz 295 

Riemenreibung 239 

ROLLE, M. 498 

Rotationsellipsoid 194 

Rotationsfläche 199 

Rotationskörper 192 


Sapocow, N. A. 273 

Sapogowsches Kriterium 273 

Satz von BoLzano-CAvcay für Zahlenfolgen 
393 

— von CAucHaY 298 

— von CAUcHY-HADAMARD 280 

— von DArBovx. 100 

— von Dını 398 

— — —; Verallgemeinerung 599 

— von FROBENIUS 372 

— von Hırpy-LanpAau 373 
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Satz von KnopPp und SCHNEE 380 

— von LANDAU 289 

— von LEIBNIz 282, 288 

— von MERTENS 304 

— von NEwTon und Leısnız 17 

— von der Partialbruchzerlegung der ratio- 
nalen Funktionen 38 

— von TAUBER 368 

— von TorrLırz 302° 

Sätze von ABEL 305, 330, 411, 474 

— von Arzkri 399, 676, 677 

SAVART, F. 227 

SCHLÖMILCH, O. 345 

Schnecke 165, 186 

SCHNEE, W. 380 

Schraubenlinie 173 

SCHWARZ, H. A. 142 

Schwarzsche Ungleichung 142 

Schwerpunkt einer ebenen Figur 214 

— eines Körpers 223 

— einer mit Masse belegten Kurve 211 

— einer Rotationsfläche 223 

— einer Zylinderfläche 224 

VON SEIDEL, PH. L. 392 

Seilreibung 239 

Separation der Variablen 229 

Sımrson, Ta. 147 

Simpsonsche Regel 147 

— — mit Restglied 151 

singuläre Stelle einer Funktion 529, 532 

Singularitäten; Abspaltung 585, 589 

Sinus; Additionstheorem 301 

— amplitudinis 237 

— , analytische Definition 437 

— , hyperbolischer 183 

—, — ; Potenzreihe 339 

—, —; Produktdarstellung 349 

— im Komplexen 480 

— ; Potenzreihe 339, 417, 480 

—, Produktdarstellung 345 

Sphäroid 204 

Spirale, Archimedische 163, 186 

— , logarithmische 163, 171, 172 

Stammfunktion 13 

Steigungskoeffizient 15 

STEINER, J. 314 

Stetigkeit eines Integrals bezüglich des Para- 
meters 602, 646 

— der Summe einer Potenzreihe 408ff. 

— — — einer Reihe 397 

STIELTJES, Tu. J. 594, 595 

STIRLING, J. 333 

Stirlingsche Formel 341, 505, 718 

— Reihe 505, 721 

STOKES, G. G. 392 


Stützzapfenlager 220 

Substitution, Abelsche 65 

— , gebrochene lineare 66 

— mit Hilfe hyperbolischer Funktionen 29 

— — — trigonometrischer Funktionen 29 

— einer Reihe in eine andere 445 

— der Veränderlichen im bestimmten Inte- 
gral 124 

— — — im uneigentlichen Integral 553 

—en, Eulersche 54, 56, 59 

Summe einer Doppelreihe 308 

— einer unendlichen Reihe 234 

— , verallgemeinerte, einer divergenten Reihe 
365 

Summierung unendlich kleiner Größen 223 

— divergenter Reihen 364ff. 

Summierungsmethode, Abel-Poissonsche 367 

— , Borelsche 380 

— , Cesärosche 371, 377 

— , Eulersche 380 

— , lineare 365 

— , reguläre 365 

—n, Höldersche 380 

—n, Woronoische 377 


Tangens; Partialbruchzerlegung 434 
TAUBER, A. 368, 370 
Tauberscher Satz 368 

TayLor, B. 135 

Taylorsche Formel mit Restglied 136, 337, 338 
— Koeffizienten 337 | 
— Reihe 337, 413 

Teilprodukt 325 

Teilsumme 242 

TOEPLITZ, O. 302, 336 

Toeplitzscher Satz 302 

TORICELLI, E. 226 

Toricellische Formel 226 

Torus 214, 217 

Trägheitsmoment eines Körpers 225 
— eines Massepunktes 224 
Traktrix 167, 232 

Transzendenz der Zahl e 136 
Trapez, krummliniges 17, 89 
Trapezformel 144 

— mit Restglied 150 

Trennpunkt 321 j 
Trennung der Veränderlichen 229 
TSCHEBYSCHEFF, P. L. 50 


Umkehrung von Potenzreihen 461, 465 

Umordnungseigenschaft absolut konvergenter 
Reihen 293 

Umordnungssatz, großer 308 

— von RiEMANN 295 

Ungleichmäßigkeitspunkt 393, 409 
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Variablensubstitution 24, 124, 553 

Vergleichskriterien 248, 249, 514 

Vertauschung zweier Grenzübergänge 600. 

— von Differentiation und Integration 603, 
607, 609, 647, 680 

VIETA (VIETE), F. 326 

VIVIan1s, V. 173 

Vivianische Kurve 173, 207 

vollständige elliptische Integrale siehe Inte- 
gral, vollständiges elliptisches 

Volumen eines Körpers 188 

— — — ; Additivität 189 
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